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摘 要: 研究线性时不变分布阶次系统的时域辨识问题,提出一种基于主元分析的子空间辨识算法. 该算法采用分

数阶滤波器重构基本输入输出方程,利用主元分析辨识分布阶次系统的各项系数矩阵,通过代价函数将系统的各项

分数阶微分阶次辨识问题转化为多变量参数优化问题,设计了辅助变量消除辨识过程中随机噪声的不利影响.数值

仿真实例表明了算法的有效性.
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Abstract: The problem of the identification of linear time invariant(LTI) distributed order systems in time-domain is firstly

discussed, and a subspace identification algorithm based on principle component analysis(PCA) is proposed. The fractional

order filter is designed to reconstruct the basic input and output equation. The principle component analysis is used to identify

coefficient matrixes of distributed order systems. The cost function is utilized to transform the identification of fractional

differential orders into multivariable optimization problem. An instrumental variable is chosen to eliminate the bad influence

of random noises during the identification process. A numerical example is given to show the effectiveness of the proposed

algorithm.
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0 引引引 言言言

分数阶系统采用分数阶微积分对实际对象或系

统进行数学描述. 研究表明,分数阶微积分综合考虑

了历史的和非局部的分布式信息,其表示的不再是局

部或点的性质[1],因此分数阶微积分可以比传统的整

数阶微积分更好地反映出实际对象或系统的真实属

性. 近年来,关于分数阶系统的研究已成为控制领域

的一个研究热点[2-4].

分布阶次系统是一类具有更广泛意义的系统,分

数阶系统和传统的整数阶系统均可认为是分布阶次

系统的特殊情况[5]. Caputo[6]最早研究了分布阶次微

分方程的相关问题,并对方程进行了求解.在对一些

实际系统的建模和分析中, 分布阶次微分方程已有

所应用, 例如超慢径向扩散过程[7]、具有流变特性的

复合材料[5]、多维随机游走模型[8]等. 在控制领域,国

内外学者对分布阶次系统进行了深入研究, 包括分

布阶次系统的时域响应、稳定性分析、离散化方法

等[9-11]. 系统辨识是控制系统研究的重要问题. 目前

国内外关于分布阶次系统辨识的研究主要集中在频

域方面[12-13],而时域辨识的相关研究成果较少. 本文

首次对状态空间形式描述的线性时不变 (LTI)分布阶

次系统的时域辨识问题进行了研究.

子空间方法可以准确辨识系统状态空间模型,在

系统辨识中应用广泛[14-20]. 本文将子空间方法推广到

分布阶次系统,提出了一种基于主元分析的分布阶次

系统时域辨识算法. 该算法通过分数阶滤波对基本输

入输出方程进行重构,利用主元分析法辨识出分布阶

次系统的各项系数矩阵,通过代价函数将分数阶微分

阶次的辨识问题转化为多变量参数优化问题,设计辅

助变量消除了随机噪声对辨识结果的影响.
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1 分分分数数数阶阶阶微微微积积积分分分

分数阶微积分算子定义如下:

𝑎𝐷
𝛼
𝑡 =

⎧⎨⎩
d𝛼

d𝑡𝛼
, Re(𝛼) > 0;

1, Re(𝛼) = 0;

𝑎𝐼
−𝛼
𝑡 =

w 𝑡

𝑎
(d𝜏)

−𝛼
, Re(𝛼) < 0.

(1)

其中: 𝑎𝐷
𝛼
𝑡 表示分数阶微分, 𝑎𝐼

𝛼
𝑡 表示分数阶积分, 𝛼

为分数阶微积分的阶次, Re(⋅)表示实部, 𝑎为初始时

刻.实际问题中一般初始时刻为 0,分数阶微积分算子

可以简记为𝐷𝛼或 𝐼𝛼. 由上述定义可以看出,分数阶

微积分算子事实上是将微分算子和积分算子统一起

来.

定义 1 (Riemann-Liouville)[2] 设函数 𝑓(𝑡)在定

义域上𝑛阶可导, 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑵 ,则有

𝐷𝛼
𝑅𝑓(𝑡) = 𝐷𝑛𝐼𝑛−𝛼𝑓(𝑡) =

d𝑛

d𝑡𝑛

[ 1

Γ (𝑛− 𝛼)

w 𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)

(𝑡− 𝜏)
𝛼+1−𝑛 d𝜏

]
. (2)

定义 2 (Caputo)[2] 设函数 𝑓(𝑡)在定义域上𝑛阶

可导, 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑵 ,则有

𝐷𝛼
𝐶𝑓(𝑡) = 𝐼𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑓(𝑡) =

1

Γ (𝑛− 𝛼)

w 𝑡

𝑎

𝑓 (𝑛)(𝜏)

(𝑡− 𝜏)
𝛼+1−𝑛 d𝜏. (3)

定义 1和定义 2在微分和积分运算的先后次序

上有所不同,但在数学上是完全等价的[3]. 分数阶微

积分的Laplace变换如下:

1)分数阶积分的Laplace变换为

𝐿{𝐼𝛼𝑓(𝑡)} = 𝐿{𝐷−𝛼𝑓(𝑡)} = 𝑠−𝛼𝐹 (𝑠). (4)

其中: 𝛼 > 0, 𝐿 {𝑓(𝑡)} = 𝐹 (𝑠).

2)分数阶微分RL定义的Laplace变换为

𝐿{𝐷𝛼
𝑅𝑓(𝑡)} = 𝑠𝛼𝐹 (𝑠)−

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑠𝑘[𝐷𝛼−𝑘−1
𝑅 𝑓(𝑡)]∣𝑡=0. (5)

3)分数阶微分Caputo定义的Laplace变换为

𝐿 {𝐷𝛼
𝐶𝑓(𝑡)} = 𝑠𝛼𝐹 (𝑠)−

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑠𝛼−𝑘−1𝑓 (𝑘)(0). (6)

零初始条件下, 分数阶微分算子RL定义与

Caputo定义的Laplace变换结果相同,均为 𝑠𝛼(𝛼 > 0).

Bode图上对应直线斜率 20𝛼 dB/+, 在频率范围 (𝜔𝑏,

𝜔ℎ)内可以采用有限阶次滤波器进行拟合. 改进的

Oustaloup递推滤波器算法拟合效果较好, 容易实现,

运用广泛,其形式如下[21]:

𝑠𝛼 =
(𝑑𝜔ℎ

𝑏

)𝛼 𝑑𝑠2 + 𝑏𝜔ℎ𝑠

𝑑 (1− 𝛼) 𝑠2 + 𝑏𝜔ℎ𝑠+ 𝑑𝛼

𝑁∏
𝑘=−𝑁

𝑠+ 𝜔𝑘

𝑠+ 𝜔𝑘
.

(7)

其中: 𝜔𝑘 = (𝑑𝜔𝑏/𝑏)
𝛼−2𝑘
2𝑁+1 , 𝜔𝑘 = (𝑏𝜔ℎ/𝑑)

𝛼+2𝑘
2𝑁+1 . 考虑到

实际的拟合效果, 一般取 𝑏 = 10, 𝑑 = 9, 𝜔𝑏 = 10−3,

𝜔ℎ = 103.

2 分分分布布布阶阶阶次次次系系系统统统

分数阶微积分算子𝐷𝛼的阶次𝛼可以认为是一

个连续变量, 以阶次作为积分变量对分数阶微积

分算子进行积分运算即可得到分布阶次算子, 记为w 𝑐

𝑏
𝜔(𝛼)𝐷𝛼(d𝛼).其中: 𝜔(𝛼)为核函数, [𝑏, 𝑐]为积分区

间. 通过函数映射可将其转换到 [0,1]区间, 因此上

述算子可简记为
w 1

0
𝜔(𝛼)𝐷𝛼(d𝛼).利用分布阶次算子,

线性时不变分布阶次系统的状态空间方程描述为w 1

0
𝜔(𝛼)𝐷𝛼𝑥(𝑡)d𝛼 = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡). (8)

核函数𝜔(𝛼)会对分布阶次系统的特性产生较大

影响. 文献 [10-11]研究了不同核函数情况下分布阶

次系统的BIBO稳定性问题.本文所研究的分布阶次

系统的核函数为

𝜔(𝛼) =

𝑛∑
𝑘=1

𝛿(𝛼− 𝛽𝑘).

设 𝑣(𝑡)为随机扰动或采样误差等在系统输出方程输

出端的综合反映,则其状态空间方程为w 1

0

𝑛∑
𝑘=1

𝛿(𝛼− 𝛽𝑘)𝐷
𝛼𝑥(𝑡)d𝛼 = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), (9)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡). (10)

其中: 0 < 𝛽𝑘 < 2, 𝑢 ∈ 𝑹𝑚为输入向量, 𝑦 ∈ 𝑹𝑙为输出

向量, 𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑹𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ 𝑹𝑙×𝑛, 𝐷 ∈ 𝑹𝑙×𝑚.

本文的前提条件和假设如下:

1)辨识输入信号𝑢(𝑡𝑘)持续激励;

2)分布阶次系统是稳定的,且 {𝐴,𝐶}能观;

3)系数矩阵𝐴的维数𝑛已知;

4) 𝑣(𝑡𝑘)满足离散随机噪声模型, 与输入信号

𝑢(𝑡𝑘)不相关,其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

所研究的问题是从一组输入输出数据 {𝑢(𝑡𝑘),
𝑦(𝑡𝑘)}𝑁𝑘=1中辨识系统模型. 其中: 𝑡𝑘 = 𝑘𝑇𝑠, 𝑇𝑠为采样

时间. 待辨识参数为分布阶次系统的各项系数矩阵和

分数阶微分阶次,即 {𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, 𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}.

3 辨辨辨识识识算算算法法法

3.1 方方方程程程重重重构构构

分布阶次系统辨识需要辨识状态空间方程的各

项系数矩阵和分数阶微分阶次. 分数阶微分阶次 𝛽𝑘

的存在使得系统输出关于参数空间呈现非线性关系,

因此本文将整个辨识过程分解为两个问题:一是分布

阶次系统的分数阶微分阶次已知情况下的各项系数

矩阵的辨识问题,二是分数阶微分阶次未知情况下的

阶次估计问题.

考虑分布阶次系统的各项分数阶微分阶次已知
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的情况. 设计如下分数阶滤波器:

𝐺(𝑠) =
( 𝑛∑
𝑘=1

𝑠𝛽𝑘 + 1
)−1

, (11)

𝑔(𝑡) = 𝐿−1{𝐺(𝑠)} = 𝐿−1
{( 𝑛∑

𝑘=1

𝑠𝛽𝑘 + 1
)−1}

. (12)

令𝑀{⋅}表示任意函数与 𝑔(𝑡)的卷积,零初始条件下,

对式 (9)进行Laplace变换.注意到,存在

𝐿
{w 1

0

𝑛∑
𝑘=0

𝛿(𝛼− 𝛽𝑘)𝐷
𝛼𝑥(𝑡)d𝛼

}
=

𝑛∑
𝑘=1

𝑠𝛽𝑘𝑋(𝑠), (13)

因此有

𝑋(𝑠) = 𝐴𝐺(𝑠)𝑋(𝑠) +𝐵𝐺(𝑠)𝑈(𝑠), (14)

即

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑀{𝑥(𝑡)}+𝐵𝑀{𝑢(𝑡)}, (15)

其中𝐴 = 𝐴+ 𝐼 . 将式 (15)代入 (10),则有

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡) =

𝐶𝐴𝑀{𝑥(𝑡)}+ 𝐶𝐵𝑀{𝑢(𝑡)}+𝐷𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡) =

...

𝐶𝐴
𝑘
𝑀𝑘{𝑥(𝑡)}+

𝑘∑
𝑗=1

𝐶𝐴
𝑘−𝑗

𝐵𝑀𝑘−𝑗+1{𝑢(𝑡)}+

𝐷𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡),

其中 𝑘 ∈ 𝑵 , 𝑀𝑘{⋅}表示进行 𝑘次卷积计算, 等价于

对信号进行了 𝑘次分数阶滤波. 同理, 可以对 𝑦(𝑡)计

算 𝑙次卷积, 𝑙 ⩽ 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑵 ,有

𝑀 𝑙{𝑦(𝑡)} =

𝐶𝐴
𝑘−𝑙

𝑀𝑘{𝑥(𝑡)}+
𝑘−𝑙∑
𝑗=1

𝐶𝐴
𝑘−𝑗−𝑙

𝐵𝑀𝑘−𝑗+1{𝑢(𝑡)}+

𝐷𝑀 𝑙{𝑢(𝑡)}+𝑀 𝑙{𝑣(𝑡)}. (16)

记𝑢(𝑘) ≜ 𝑢(𝑡𝑘) = 𝑢(𝑘𝑇𝑠), 𝑦(𝑘) ≜ 𝑦(𝑡𝑘) = 𝑦(𝑘𝑇𝑠),则

由式 (16)可得

𝑌𝑞(𝑘) = Γq𝑀
𝑞−1{𝑥(𝑡)}+𝐻𝑞𝑈𝑞(𝑘) + 𝑉𝑞(𝑘). (17)

其中: Γ𝑞为广义能观性矩阵, 𝑞为预先设定的常数,满

足 𝑞 > 𝑛,且有

Γ𝑞 = [𝐶T, (𝐶𝐴)
T
, ⋅ ⋅ ⋅ , (𝐶𝐴

𝑞−1
)
T
]T;

𝑌𝑞(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑀𝑞−1{𝑦(𝑘)}
𝑀𝑞−2{𝑦(𝑘)}

...

𝑀0{𝑦(𝑘)}

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦, 𝑈𝑞(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑀𝑞−1{𝑢(𝑘)}
𝑀𝑞−2{𝑢(𝑘)}

...

𝑀0{𝑢(𝑘)}

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

𝐻𝑞 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐶𝐵 𝐷 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...

𝐶𝐴
𝑞−2

𝐵 𝐶𝐴
𝑞−3

𝐵 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

𝑉𝑞(𝑘)的形式与𝑌𝑞(𝑘), 𝑈𝑞(𝑘)类似,约定𝑀0{⋅}为单位
算子. 由式 (17)可得到如下基本输入输出方程:

𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1 =

Γ𝑞𝑋𝑁−𝑘+1 +𝐻𝑞𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1 + 𝑉𝑞,𝑁−𝑘+1. (18)

其中

𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1 = [𝑌𝑞(𝑘), 𝑌𝑞(𝑘 + 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑞(𝑁)],

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1 = [𝑈𝑞(𝑘), 𝑈𝑞(𝑘 + 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝑞(𝑁)],

𝑋𝑁−𝑘+1 = [𝑀𝑞−1{𝑥(𝑘)},𝑀𝑞−1{𝑥(𝑘 + 1)}, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑀𝑞−1{𝑥(𝑁)}].

3.2 子子子空空空间间间方方方法法法

矩阵Γ𝑞,𝐻𝑞含有分布阶次系统各项系数矩阵的

信息, 因此子空间方法的目的即是通过矩阵投影,

SVD分解等线性代数工具从输入输出数据信息中辨

识上述两个矩阵. 由式 (18)可得

[𝐼 −𝐻𝑞]

[
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
= Γ𝑞𝑋𝑁−𝑘+1 + 𝑉𝑞,𝑁−𝑘+1.

(19)

令Γ⊥
𝑞 为广义能观性矩阵Γ𝑞行空间的正交补空间,

式 (19)两侧同时左乘Γ⊥
𝑞 ,有[

Γ⊥
q

−𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q

]T [
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
= (Γ⊥

q )T𝑉𝑞,𝑁−𝑘+1.

(20)

[Γ⊥
q −HT

q Γ⊥
q ]含有矩阵Γq ,𝐻𝑞的全部信息, 因此成

为辨识算法的关键.理想情况下不考虑 𝑣(𝑡𝑘)的影响,

则式 (20)右侧为零,因此有[
spancol

([ 𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

])]⊥
= spancol

([ Γ⊥
q

−𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q

]T)
.

(21)

式 (21)表明,

[
Γ⊥
q

−𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q

]T

的列空间与

[
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
列空间的正交补空间相同. 对 [Γ⊥

q −𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q ]采用主

元分析,有[
Γ⊥
q

−𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q

]T

= 𝐾1𝑄 =

[
𝐾11

𝐾12

]
𝑄. (22)

其中: 𝐾1为负载矩阵; 𝑄为非奇异矩阵, 通常可取单

位阵. 对 [𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1 𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1]
T进行SVD分解,有[

𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
= [𝑈1 𝑈2]

[
Σ1 0

0 Σ2

][
𝑉 1

𝑉 2

]
. (23)

在理想情况下, Σ2为零矩阵,因此 rank(Σ1) = 𝑙𝑞 + 𝑛.

联立式 (22)和 (23),有𝐾1 = 𝑈2,即

Γ̂𝑞 = 𝐾⊥
11, (24)

𝐻̂𝑞 = (𝐾12𝐾
⊥
11)

T. (25)

由 Γ̂𝑞, 𝐻̂𝑞容易计算出系统的各项系数矩阵,详细计算
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方法见第 3.4节.

考虑分布阶次系统的分数阶微分阶次未知的情

况. 设计准则函数将分数阶微分阶次辨识转化为普通

的多变量参数寻优问题,即

[𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛] = arg min
0<𝛽𝑘<2

𝑘=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛
𝐽(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛) =

arg min
0<𝛽𝑘<2

𝑘=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛
∥𝑦 − 𝑦(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛)∥2𝐹 . (26)

其中: ∥ ⋅ ∥𝐹 是Frobenius范数, 𝑦是系统的实际输出,

𝑦(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛)是在分数阶微分阶次确定情况下的

辨识模型的输出. 依据式 (26)可以计算 (𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝛽𝑛)取不同值时的代价函数值, 寻找使得 𝐽(𝛽1, 𝛽2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛)最小的一组 (𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛)作为分数阶微分

阶次的估计值.多变量参数寻优方法很多, 这里不作

详述.

3.3 辅辅辅助助助变变变量量量

事实上, 𝑣(𝑡𝑘)的存在使得最终辨识结果有偏,因

此需要设计辅助变量来消除其影响.本文选择过去的

输入信号作为辅助变量,即

𝑈𝑝 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑘 − 𝑝) 𝑢(𝑘 + 1− 𝑝) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑁 − 𝑝)

𝑢(𝑘 + 1− 𝑝) 𝑢(𝑘 + 2− 𝑝) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑁 + 1− 𝑝)
...

...
. . .

...

𝑢(𝑘 − 1) 𝑢(𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

其中 𝑝 < 𝑘, 𝑝 ∈ 𝑵 ,此处取 𝑝 = 𝑘 − 1.

定义矩阵正交投影算子Π𝑀 ,表示将任意矩阵的

行空间投影到矩阵𝑀的行空间上,即

Π𝑀 ≜ 𝑀T(𝑀𝑀T)+𝑀. (27)

将式 (20)两侧矩阵行空间正交投影到辅助变量

𝑈𝑝的行空间上,有[
Γ⊥
q

−𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q

]T [
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
Π𝑈𝑝 =

(Γ⊥
q )T𝑉𝑞,𝑁−𝑘+1𝑈

T
𝑝 (𝑈𝑝𝑈

T
𝑝 )−1𝑈𝑝. (28)

考察𝑉𝑞,𝑁−𝑘+1𝑈
T
𝑝 矩阵的第ℎ行和第 𝑟列块元素, 由

于 𝑣(𝑡𝑘)与输入信号𝑢(𝑡𝑘)不相关,有
1

𝑁
(𝑉𝑞,𝑁−𝑘+1𝑈

T
𝑝 )ℎ,𝑟 =

1

𝑁

𝑁∑
𝑗=𝑘

𝑀𝑞−ℎ{𝑣(𝑡𝑗)}𝑢T(𝑡𝑗+𝑟−𝑝−1) → 0(𝑁 → ∞),

(29)

故有

lim
𝑁→∞

1

𝑁
(Γ⊥

q )T𝑉𝑞,𝑁−𝑘+1Π𝑈𝑝 = 0, (30)

所以有

[
Γ⊥
q

−𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q

]T

lim
𝑁→∞

1

𝑁

[
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
Π𝑈𝑝 = 0. (31)

因此 [
spancol

(
lim

𝑁→∞
1

𝑁

[
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
Π𝑈𝑝

)]⊥
=

spancol

([ Γ⊥
q

−𝐻T
𝑞 Γ

⊥
q

]T)
, (32)

即 lim
𝑁→∞

1

𝑁

[
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
Π𝑈𝑝列空间的正交补空间

与 [Γ⊥
q −𝐻T

𝑞 Γ
⊥
q ]列空间相同. 当辨识数据充分时,

𝑣(𝑡𝑘)对辨识结果的影响事实上已被消除. SVD分解

有

lim
𝑁→∞

1

𝑁

[
𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1

𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1

]
Π𝑈𝑝 =

[𝑈1 𝑈2]

[
Σ1 0

0 0

][
𝑉 1

𝑉 2

]
, (33)

其中 rank(Σ 1) = 𝑙𝑞 + 𝑛. 此时采用子空间方法所得的

辨识结果是无偏的[20].

3.4 算算算法法法流流流程程程

Step 1: 选择合适的多变量参数寻优方法,初始化

分布阶次系统的分数阶微分阶次的初值.

Step 2: 选择合适参数 𝑝,构造辅助变量𝑈𝑝 .

Step 3: 按式 (11)构造分数阶滤波器,对输入输出

数据进行分数阶滤波处理. 选择合适参数 𝑞,构造基本

输入输出矩阵𝑌𝑞,𝑁−𝑘+1, 𝑈𝑞,𝑁−𝑘+1.

Step 4:计算SVD分解,计算𝐾1,由式 (24)和 (25)

确定 Γ̂𝑞和 𝐻̂𝑞.

Step 5: 计算𝐴,𝐶,有

𝐴 = Γ̂+
𝑞 (1 : end− 𝑙, :)Γ̂𝑞(𝑙 + 1 : end, :)− 𝐼, (34)

𝐶 = Γ̂𝑞(1 : 𝑙, :). (35)

Step 6: 计算𝐵, 𝐷̂的最小二乘解[20]为⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Φ1 Φ2 ⋅ ⋅ ⋅ Φ𝑞

Φ2 Φ3 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...

Φ𝑞 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[
𝐼 0

0 Γ̂𝑞(1 : 𝑙(𝑞 − 1))

][
𝐷

𝐵

]
=

[ΨT
1 ΨT

2 ⋅ ⋅ ⋅ ΨT
𝑞 ]T. (36)

其中

−𝐾T
11

= [Φ1 Φ2 ⋅ ⋅ ⋅ Φ𝑞], Φ𝑘 ∈ 𝑹(𝑙𝑞−𝑚)×𝑙,

𝐾T
12

= [Ψ1 Ψ2 ⋅ ⋅ ⋅ Ψ𝑞], Ψ𝑘 ∈ 𝑹(𝑙𝑞−𝑚)×𝑚,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞.
Step 7: 计算辨识模型的输出和代价函数值.

Step 8: 选择使得代价函数最小的一组参数作为

最后估计值 {𝐴,𝐵,𝐶, 𝐷̂, 𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}, 算法结
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束,否则按选定的参数寻优方法选择下一组分数阶微

分阶次的值,返回Step 3.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑如下分数阶系统:

𝐴 =

[
0 −0.1

0.5 −0.2

]
, 𝐵 =

[
0.5

0.1

]
,

𝐶 =

[
−0.2 0.1

0.5 −0.1

]
, 𝐷 =

[
0

0

]
,

𝛽1 = 0.4, 𝛽2 = 0.9.

选择采样时间𝑇𝑠 = 0.1 s,输入信号𝑢(𝑡𝑘)为伪随机二

位式序列 (PRBS), 序列长度𝑁 = 2047. 辨识算法参

数选择为 𝑝 = 500, 𝑞 = 3. 𝑣(𝑡𝑘)设为零均值高斯白噪

声序列, 信噪比 SNR = 20 dB. 选择模拟退火算法进

行多变量参数寻优,最大迭代次数设定为 100. 采用本

文算法进行辨识,其辨识结果如下:

𝐴 =

[
0.036 2 0.265 3

−0.405 3 −0.237 4

]
, 𝐵 =

[
0.004 2

0.713 9

]
,

𝐶 =

[
0.512 2 −0.002 3

0.092 7 0.693 1

]
, 𝐷̂ =

[
0.000 3

0.001 1

]
,

𝛽1 = 0.403 6, 𝛽2 = 0.898 0.

图 1为代价函数的三维分布, 点A的坐标值 (𝑋,

𝑌, 𝑍)为 (0.4, 0.9,−0.615 6),点B的坐标值 (𝑋,𝑌, 𝑍)为

(0.9, 0.4,−0.615 6).从图 1中可以看到,代价函数存在

两个极小点,其关于平面 𝛽1 = 𝛽2对称分布.由于模型

中𝛽𝑘不存在大小约束, 其辨识结果不唯一并不会影

响最终辨识结果.在实际辨识过程中, 不妨增加一个

对𝛽𝑘的约束条件, 即𝛽1 ⩽ 𝛽2 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝛽𝑛, 此时得到

的𝛽𝑘的辨识结果是唯一的. 辨识模型与原始模型特

征值对比如表 1所示. 图 2为采用本文算法所得到的

辨识模型与原始模型的输出曲线.图 3为辨识模型的

输出误差曲线.
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图 1 代价函数三维分布

表 1 辨识模型与理想模型特征值对比

原始模型 辨识模型

−0.100 0 + 0.300 0 i −0.100 6 + 0.298 1 i

−0.100 0 − 0.300 0 i −0.100 6 + 0.298 1 i

0 50 100 150 200
-0.1

0
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t/s
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t/s
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t
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图 2 辨识模型与原始模型的输出曲线
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图 3 辨识模型输出误差曲线

由于子空间方法辨识出的各项系数矩阵与原系

数矩阵是相似的,结果无法直接对比. 为此,先将其转

化为传递函数形式, 然后比较传递函数的各项系数.

原系统的传递函数形式如下:

𝐺𝑘(𝑠) =
𝑒𝑘(𝑠

𝛽1 + 𝑠𝛽2)
2
+ 𝑑𝑘(𝑠

𝛽1 + 𝑠𝛽2) + 𝑐𝑘

(𝑠𝛽1 + 𝑠𝛽2)
2
+ 𝑏(𝑠𝛽1 + 𝑠𝛽2) + 𝑎

,

𝑘 = 1, 2. (37)

传递函数的各项系数辨识结果与理论值对比如

表 2所示. 采用本算法进行 300次蒙特卡罗实验, 计

算辨识结果的均值和方差如表 3所示.仿真结果表明,

本文所提算法可以有效辨识分布阶次系统,所得辨识

结果是无偏的.

表 2 传递函数系数辨识结果与理论值对比

参数 理论值 辨识结果

𝛽1 0.4 0.403 6

𝛽2 0.9 0.898 0

𝑎 0.1 0.099 0

𝑏 0.2 0.201 2

𝑐1 0.1 0.097 6

𝑑1 0 0.000 5

𝑒1 0 0.000 3

𝑐2 0 −0.001 3

𝑑2 0.5 0.495 4

𝑒2 0 0.001 1
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表 3 传递函数系数辨识结果均值和方差

参数 理论值 均值 方差/10−4

𝛽1 0.4 0.400 8 1.152 6

𝛽2 0.9 0.899 6 0.373 6

𝑎 0.1 0.098 5 0.166 4

𝑏 0.2 0.200 9 7.346 4

𝑐1 0.1 0.098 7 0.091 9

𝑑1 0 0.001 5 0.227 7

𝑒1 0 −0.000 1 0.004 3

𝑐2 0 −0.002 1 0.198 1

𝑑2 0.5 0.500 9 0.381 7

𝑒2 0 −0.000 2 0.024 9

5 结结结 论论论

本文提出了一种基于主元分析的分布阶次系统

时域子空间辨识算法.理论分析和数值仿真表明, 本

算法能够有效地辨识分布阶次系统的系数矩阵和各

项分数阶微分阶次. 但是算法涉及对输入输出信号反

复进行分数阶滤波,算法的计算量较大.如何降低运

算量,提高算法的计算效率将是以后的研究方向.
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