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摘 要: 针对一类具有周期不确定性的线性系统,提出基于二维模型的鲁棒改进型重复控制系统设计方法. 在改进

型重复控制系统中,低通滤波器的嵌入将控制和学习耦合在一起. 通过运用“连续提升”方法,建立连续-离散二维模

型,获得能够分别优先调节控制和学习的二维反馈控制律.运用Lyapunov稳定性理论,推导出系统鲁棒稳定的线性

矩阵不等式 (LMI)条件,包含在LMI中的两个可调参数可以实现对控制和学习的分别优先调节. 数值仿真实例验证

了所提出方法的有效性.
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Abstract: A method of designing a robust modified repetitive-control system based on a continuous-discrete two-

dimensional(2D) model is proposed for a class of strictly proper plants with time-varying periodic uncertainties. In the

modified repetitive-control system, the insertion of a low-pass filter makes control and learning coupled together. Employing

a continuous lifting technique, a continuous-discrete 2D model is established, where the 2D control law is in the form of direct

sum of control and learning effects. Then, the Lyapunov stability theory is used to derive a linear-matrix-inequality(LMI)

based sufficient robust stability condition. Two tuning parameters in the LMI enable the preferential adjustment of the control

and learning actions. Finally, a numerical example shows the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

在工业应用中,很多伺服系统都要处理周期信号

跟踪和周期扰动抑制问题,如逆变电源质量控制、电

力系统周期负荷扰动补偿和硬盘/光盘驱动等. 20世

纪 80年代, Inoue等[1-2]将人类学习机制引入到控制系

统,提出了重复控制方法. 从控制理论的观点来看,重

复控制的自学习机制实际上是将周期信号的内部模

型植入到重复控制器中,它是这样进行“学习”的: 通

过纯滞后正反馈环节将上一个周期的控制输入信号

添加到本周期的控制输入中,调节并产生本周期的控

制输入. 如此循序渐进,最终实现对任意周期信号的

高精度跟踪或抑制.重复控制因为控制精度高、实现

简单,一经提出,便在运动控制[3]、过程控制[4] 等领域

得到了广泛应用.

重复控制过程具有独特的二维特性: 同时包含一

个周期之内的连续控制和相邻周期之间的离散学习.

如果重复控制规律能够实现对控制和学习的分别调

节, 则可以从根本上改善系统的过渡过程性能.以往

提出的一维时域方法均主要着眼于系统的稳定性,综

合考虑控制和学习的作用效果,从而存在控制对象要

求较严、控制性能的提高受到限制等问题[5-6].

对于一类输出直达项不为零的正则线性系统,文

献 [7]提出了基于连续-离散二维模型的重复控制方
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法, 与一维时域方法相比较, 所设计的重复控制系统

具有更好的暂态性能和稳态跟踪性能,但是该方法不

能直接推广到一般线性系统.因为,对于相对度大于

零的严真线性系统,为了保障系统稳定, 必须在重复

控制器的时滞环节中插入低通滤波器,低通滤波器的

嵌入使得控制和学习耦合在一起,不能运用微分方程

和差分方程来分别描述这两种行为,从而不能应用文

献 [7]中的二维Lyapunov泛函推导出系统的稳定性

条件.同时,在实际控制系统中,由于建模误差和工作

环境的变化, 系统中常常存在着不确定性因素,并且

在许多具有重复性操作的系统中,其不确定性都呈现

出周期性特点. 此时,如文献 [8]所指出的那样,即使

参考输入仅为正弦或余弦形式的基频信号,不确定系

统都会产生无数个频率为基频整数倍的谐波信号,如

果在控制系统中引进重复控制器 (亦即周期信号发生

器),则可以抵消这种谐波信号的干扰作用,这是传统

的内部模型无法保证的. 针对难切削材料切削时发生

的参数振动控制问题,文献 [9]讨论了系统矩阵含有

周期不确定性的严真线性系统鲁棒改进型重复控制

设计方法,通过定量分析控制和学习的调节对系统性

能的影响,给出了可调参数的选取规则和系统设计步

骤. 但是,对于一般的线性系统,不确定性往往同时存

在于系统矩阵和控制输入矩阵中.此时, 系统中控制

和学习的耦合程度更复杂,如何调节控制和学习来改

善系统性能是一个具有挑战性的新问题.

针对含有时变周期不确定性的一般线性系统,本

文提出一种能够改善系统收敛性和稳态跟踪性能的

鲁棒改进型重复控制系统设计方法.首先, 建立与连

续改进型重复控制系统等距同构的连续-离散二维模

型, 获得关于控制和学习行为直和的二维反馈控制

律;然后, 利用重复控制的连续性和时滞系统稳定性

定理,推导出线性矩阵不等式 (LMI)形式的二维系统

鲁棒稳定性条件. LMI条件中包含两个可调参数, 通

过调节这两个参数来实现对控制和学习的分别优先

调节;最后,通过仿真实例演示参数调节过程,引入性

能评价指标和灵敏度函数,分别从时域和频域角度分

析说明调节作用以及参数的选取规则,验证了所提方

法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如图 1所示的状态反馈改进型重复控制系

统,虚线所示部分为改进型重复控制器𝐶𝑀𝑅(𝑠),时滞

常数𝑇 等于参考输入信号 𝑟(𝑡)的周期,一阶低通滤波

器为

𝑞(𝑠) =
𝜔𝑐

𝑠+ 𝜔𝑐
, (1)

其中𝜔𝑐(𝑡)为低通滤波器的剪切频率, 由系统的工作

频率范围确定. 改进型重复控制器的状态空间模型为⎧⎨⎩ 𝑥̇𝑐(𝑡) = −𝜔𝑐𝑥𝑐(𝑡) + 𝜔𝑐𝑥𝑐(𝑡− 𝑇 ) + 𝜔𝑐𝑒(𝑡),

𝑣(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 𝑥𝑐(𝑡− 𝑇 ).
(2)

其中: 𝑥𝑐(𝑡)为低通滤波器状态变量, 𝑒(𝑡) = 𝑟(𝑡) −
𝑦(𝑡)为跟踪误差, 𝑣(𝑡)为重复控制器输出. 图 1中, 补

偿后的控制对象为单输入单输出线性系统,即⎧⎨⎩ 𝑥̇𝑝(𝑡) = [𝐴𝑝 +Δ𝐴𝑝(𝑡)]𝑥𝑝(𝑡) + [𝐵𝑝 +Δ𝐵𝑝(𝑡)]𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑝𝑥𝑝(𝑡).

(3)

其中: 𝑥𝑝(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为状态变量; 𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡) ∈ 𝑹分别为

控制输入与输出; 𝐴𝑝, 𝐵𝑝和𝐶𝑝为具有合适维数的常

数矩阵; Δ𝐴𝑝(𝑡), Δ𝐵𝑝(𝑡)为时变周期不确定性,满足

Δ𝐴𝑝(𝑡+ 𝑇 ) = Δ𝐴𝑝(𝑡), Δ𝐵𝑝(𝑡+ 𝑇 ) = Δ𝐵𝑝(𝑡). (4)

设定不确定性的形式为

[Δ𝐴𝑝(𝑡) Δ𝐵𝑝(𝑡)] = 𝑀𝐹 (𝑡)[𝑁0 𝑁1]. (5)

其中: 𝑀 , 𝑁0和𝑁1为具有适当维数的常数实矩阵;

𝐹 (𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑛为未知的矩阵函数,满足

𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼, ∀𝑡 ⩾ 0. (6)

建立基于重复控制器前馈补偿和系统状态反馈

的线性控制规律

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑒𝑣(𝑡) +𝐾p𝑥𝑝(𝑡), 𝐾𝑒 ∈ 𝑹, 𝐾p ∈ 𝑹1×𝑛. (7)

其中: 𝐾𝑒为重复控制器前馈增益, 𝐾p为状态反馈增

益.

根据上述描述,本文的重复控制设计问题是: 寻

找控制增益𝐾𝑒和𝐾p,使得如图 1所示的重复控制系

统在控制律 (7)的作用下鲁棒稳定, 并使跟踪误差快

速趋向于零.

在控制律 (7)中, 由于重复控制器输出, 𝑣(𝑡)同

时包含上一个周期的状态 [𝑥𝑐(𝑡 − 𝑇 )]和本周期的

控制结果 [𝑒(𝑡)], 从而直接调节控制律 (7)中的控制

增益𝐾𝑒或𝐾p都不能分别调节重复控制过程中的控

制和学习.为了解决该问题,本文考虑如图 1所示的重
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图 1 改进型重复控制系统结构
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复控制系统在二维空间中的描述, 建立二维模型.

首先, 应用“连续提升”方法[10], 将一维时域内的连

续信号 𝜉(𝑡)等距同构映射为二维空间的离散信号序

列 {𝜉𝑘(𝜏)},即

ℒ𝒞 : 𝐿2(𝑹
+, 𝑪𝑝) → ℓ2(𝒁

+, ℵ),
𝜉(𝑘, 𝜏) = 𝜉𝑘(𝜏) = ℒ𝒞(𝜉(𝑡)),

𝑡 = 𝑘𝑇 + 𝜏, 𝑘 ∈ 𝒁+, 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ]. (8)

其中: 𝑹+是非负实数集, 𝑪𝑝是 𝑝维复数值向量空

间, 𝒁+是非负整数集, ℵ是从区间 [0, 𝑇 ]到向量空

间𝑪𝑝的所有函数组成的线性空间, 𝐿2(𝑹
+,𝑪𝑝)是

平方可积函数空间, ℓ2(𝒁+,ℵ)是从𝒁+到ℵ的线性空
间. 等距同构映射ℒ𝒞可以直观地理解为对连续曲

线 𝜉(𝑡)进行等长度为𝑇 的“切片”.

设定参考输入 𝑟(𝑡) = 0. 于是,由式 (2)和 (3)得到

改进型重复控制系统的连续-离散二维模型

𝑥̇(𝑘, 𝜏) = 𝐴𝑥(𝑘, 𝜏) +𝐴𝑥(𝑘 − 1, 𝜏) +𝐵𝑢(𝑘, 𝜏),

𝑣(𝑘, 𝜏) = 𝐶𝑥(𝑘, 𝜏) + 𝐶𝑥(𝑘 − 1, 𝜏). (9)

其中

𝑢(𝑘, 𝜏) = [𝐹𝑝 0]𝑥(𝑘, 𝜏) + [0 𝐹𝑒]𝑥(𝑘 − 1, 𝜏), (10)

𝑥T(𝑘, 𝜏) = [𝑥T
𝑝 (𝑘, 𝜏), 𝑥T

𝑐 (𝑘, 𝜏)],

𝐴 =

[
𝐴𝑝 +Δ𝐴𝑝(𝑘, 𝜏) 0

−𝜔𝑐𝐶𝑝 −𝜔𝑐

]
,

𝐴 =

[
0 0

0 𝜔𝑐

]
, 𝐵 =

[
𝐵𝑝 +Δ𝐵𝑝(𝑘, 𝜏)

0

]
,

𝐶 = [−𝐶𝑝 0], 𝐶 = [0 1].

二维反馈控制增益为

𝐹𝑝 = 𝐾p −𝐾𝑒𝐶𝑝, 𝐹𝑒 = 𝐾𝑒. (11)

图 1中任意连续信号 𝜉(𝑡)经过“连续提升”后满

足动态边界条件

𝜉(𝑘 + 1, 0) = 𝜉(𝑘, 𝑇 ), 𝑅 ∈ 𝑍+. (12)

在二维反馈控制律 (10)中,能够通过直接调节反

馈增益𝐹𝑝和𝐹𝑒来分别调节控制和学习行为,这是与

时域空间上控制律 (7)的不同之处. 将系统在本周期

之前的状态信息理解为控制经验, 这里的“学习”是

指利用上一个周期的系统信息调节并产生本周期的

控制输入;相应地,“控制”是指利用当前的系统信息

作用并产生本周期的控制输入. 同时,由方程 (2)和二

维系统状态方程 (9)可知, 控制和学习之间存在耦合

关系,不能实现对它们的独立调节.本文讨论如何分

别优先调节这两种行为,并给出控制器设计算法.

2 鲁鲁鲁棒棒棒改改改进进进型型型重重重复复复控控控制制制系系系统统统设设设计计计

将控制律 (10)代入连续-离散二维系统 (9),得到

改进型重复控制系统的二维闭环表达式

𝑥̇(𝑘, 𝜏) = 𝐴𝑙𝑥(𝑘, 𝜏) +𝐴𝑙1𝑥(𝑘 − 1, 𝜏)+

𝑀𝑙[Γ𝑙(𝑘, 𝜏) + Γ𝑙1(𝑘, 𝜏)]. (13)

其中

𝐴𝑙 =

[
𝐴𝑝 +𝐵𝑝𝐹𝑝 0

−𝜔𝑐𝐶𝑃 −𝜔𝑐

]
,

𝐴𝑙1 =

[
0 𝐵𝑝𝐹𝑒

0 𝜔𝑐

]
, 𝑀𝑙 =

[
𝑀

0

]
,

Γ𝑙(𝑘, 𝜏) = 𝐹 (𝑘, 𝜏)Ψ𝑙𝑥(𝑘, 𝜏),

Γ𝑙1(𝑘, 𝜏) = 𝐹 (𝑘, 𝜏)Ψ𝑙1𝑥(𝑘 − 1, 𝜏),

Ψ𝑙 = [𝑁0 +𝑁1𝐹𝑝 0], Ψ𝑙1 = [0 𝑁1𝐹𝑒].

同时,由式 (6)可得

ΓT
𝑙 (𝑘, 𝜏)Γ𝑙(𝑘, 𝜏) ⩽ 𝑥T(𝑘, 𝜏)ΨT

𝑙 Ψ𝑙𝑥(𝑘, 𝜏),

ΓT
𝑙1(𝑘, 𝜏)Γ𝑙1(𝑘, 𝜏) ⩽ 𝑥T(𝑘 − 1, 𝜏)ΨT

𝑙1Ψ𝑙1𝑥(𝑘 − 1, 𝜏).

为了推导系统的鲁棒稳定性条件, 提出如下引

理.

引理 1 (Schur complement)[11] 关于对称矩阵Σ

= ΣT,以下论述等价:

1)Σ =

[
𝑆11 𝑆12

∗ 𝑆22

]
< 0;

2)𝑆11 < 0,且𝑆22 − 𝑆T
12𝑆

−1
11 𝑆12 < 0;

3)𝑆22 < 0,且𝑆11 − 𝑆12𝑆
−1
22 𝑆T

12 < 0.

引理 2 (S-procedure)[12] 设Ω0(𝑥)与Ω1(𝑥)为定

义在𝑹𝑛的两个二次矩阵函数, 对于满足Ω1(𝑥) ⩽ 0

的任意𝑥 ∈ 𝑹𝑛 − {0},不等式Ω0(𝑥) < 0成立的充要

条件是存在 𝜀 ⩾ 0,使得Ω0(𝑥)− 𝜀Ω1(𝑥) < 0成立.

图 1所示的改进型重复控制系统鲁棒稳定的

充分条件是: 存在能量泛函𝑉 (𝑡), 沿时间轴方向单

调递减. 根据重复控制的连续性和周期性特点, 等

价地, 若𝑉 (𝑡)在每个周期内单调递减, 即 ∀𝑘 ∈ 𝑍+,

𝑉 (𝑘, 𝜏)在 [0, 𝑇 ]内关于变量 𝜏单调递减, 则系统鲁棒

稳定.

定理 1 给定正数𝛼和 𝛽, 如果存在正定对称矩

阵𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑌2和合适维数的𝑊1, 𝑊2, 𝑊3,使得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ11 Φ12 0 Φ14 𝑀 𝑀 Φ17 0 Φ19 0

∗ Φ22 0 Φ24 0 0 0 𝑋2 0 Φ210

∗ ∗ −𝑌1 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Φ44 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑌1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ88 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

<0

(14)
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成立,其中

Φ11 = 𝛼𝐴𝑝𝑋1 + 𝛼𝐵𝑝𝑊1 + 𝛼𝑋T
1 𝐴

T
𝑝 + 𝛼𝑊T

1 𝐵T
𝑝 ,

Φ12 = −𝛼𝜔𝑐𝑋1𝐶
T
𝑝 , Φ14 = 𝛽𝐵𝑝𝑊2,

Φ17 = 𝛼𝑋1, Φ19 = 𝛼𝑋T
1 𝑁

T
0 + 𝛼𝑊T

1 𝑁T
1 ,

Φ22 = −2𝜔𝑐𝑋2, Φ24 = 𝛽𝜔𝑐𝑌2,

Φ210 = 𝑊T
3 𝑁T

1 , Φ44 = Φ88 = −𝛽𝑌2.

则连续-离散二维系统 (13)鲁棒稳定, 且二维反馈控

制律 (10)中的控制增益为

𝐹𝑝 = 𝑊1𝑋
−1
1 , 𝐹𝑒 = 𝑊2𝑌

−1
2 . (15)

证证证明明明 设定

𝑃1 = 𝑋−1
1 , 𝑃2 = 𝑋−1

2 , 𝑄1 = 𝑌 −1
1 , 𝑄2 = 𝑌 −1

2 ,

对于任意整数 𝑘 ∈ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ },选取Lyapunov泛函

𝑉 (𝑘, 𝜏) =

𝑥T(𝑘, 𝜏)𝑃𝑥(𝑘, 𝜏) +
w 𝜏

𝜏−𝑇
𝑥T(𝑘, 𝑠)𝑄𝑥(𝑘, 𝑠)d𝑠. (16)

其中

𝑃 = diag
{ 1

𝛼
𝑃1, 𝑃2

}
, 𝑄 = diag

{
𝑄1,

1

𝛽
𝑄2

}
. (17)

沿着闭环系统 (13),泛函增量为
d𝑉 (𝑘, 𝜏)

d𝜏
=

2𝑥T(𝑘, 𝜏)𝑃𝑥̇(𝑘, 𝜏) + 𝑥T(𝑘, 𝜏)𝑄𝑥(𝑘, 𝜏)−
𝑥T(𝑘 − 1, 𝜏)𝑄𝑥(𝑘 − 1, 𝜏) = 𝜂T(𝑘, 𝜏)Ξ 𝜂(𝑘, 𝜏). (18)

其中

𝜂T(𝑘, 𝜏) =

[𝑥T(𝑘, 𝜏), 𝑥T(𝑘 − 1, 𝜏), ΓT
𝑙 (𝑘, 𝜏), ΓT

𝑙1(𝑘, 𝜏)],

Ξ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ11 Ξ12 0 Ξ14 Ξ15 Ξ16

∗ Ξ22 0 𝑃2𝜔𝑐 0 0

∗ ∗ −𝑄1 0 0 0

∗ ∗ ∗ − 1

𝛽
𝑄2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Ξ11 =
1

𝛼
{𝑃1(𝐴𝑝 +𝐵𝑝𝐹𝑝) + (𝐴T

𝑝 + 𝐹T
𝑝 𝐵T

𝑝 )𝑃1}+𝑄1,

Ξ12 = −𝜔𝑐𝐶
T
𝑝 𝑃

T
2 , Ξ14 =

1

𝛼
𝑃1𝐵𝑝𝐹𝑒,

Ξ15 = Ξ16 =
1

𝛼
𝑃1𝑀, Ξ22 = −2𝑃2𝜔𝑐 +

1

𝛽
𝑄2.

由式 (18)推导出
d𝑉 (𝑘, 𝜏)

d𝜏
−{ΓT

𝑙 (𝑘, 𝜏)Γ𝑙(𝑘, 𝜏)−𝑥T(𝑘, 𝜏)ΨT
𝑙 Ψ𝑙𝑥(𝑘, 𝜏)+

ΓT
𝑙1(𝑘, 𝜏)Γ𝑙1(𝑘, 𝜏)− 𝑥T(𝑘 − 1, 𝜏)ΨT

𝑙1Ψ𝑙1𝑥(𝑘 − 1, 𝜏)} =

𝜂T(𝑘, 𝜏)Θ𝜂(𝑘, 𝜏). (19)

其中

Θ = Ξ + diag{0, 0, 0, 0,−𝐼,−𝐼} + Ψ̃T
𝑙 Ψ̃𝑙 + Ψ̃T

𝑙1Ψ̃𝑙1,

Ψ̃𝑙 = [𝑁0 +𝑁1𝐹𝑝 0 0 0 0 0],

Ψ̃𝑙1 = [0 𝑁1𝐹𝑒 0 0 0 0].

将引理 2应用到式 (19)可知: 当Θ < 0时,有
d𝑉 (𝑘, 𝜏)

d𝜏
< 0, ∀𝜂(𝑘, 𝜏) ∕= 0. (20)

由 Schur补引理 1, Θ < 0等价于⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Λ11 Λ12 0 Λ14 Λ15 Λ16 𝑄1 0 Λ19 0

∗ Λ22 0 Λ24 0 0 0 Λ28 0 Λ210

∗ ∗ −𝑄1 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Λ44 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄1 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ88 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

<0.

(21)

其中

Λ11 = Ξ11 −𝑄1, Λ12 = Ξ12, Λ14 = Ξ14,

Λ15 = Λ16 = Ξ15, Λ19 = 𝑁T
0 + 𝐹T

𝑝 𝑁T
1 ,

Λ22 = Ξ22 − 1

𝛽
𝑄2, Λ24 = 𝑃2𝜔𝑐, Λ28 =

1

𝛽
𝑄2,

Λ210 = 𝐹T
𝑒 𝑁T

1 , Λ44 = Λ88 = − 1

𝛽
𝑄2.

将式 (21)的左边矩阵分别左乘、右乘对角矩阵

diag{𝛼𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝛽𝑌2, 𝐼, 𝐼, 𝑌1, 𝛽𝑌2, 𝐼, 𝐼},且设定

𝑊1 = 𝐹𝑝𝑋1, 𝑊2 = 𝐹𝑒𝑌2, 𝑊3 = 𝐹𝑒𝑋2, (22)

得到与之等价的LMI(14), 且由式 (22)可得到反馈控

制增益 (15). 2
图 1所示的连续改进型重复控制系统控制增益

与二维反馈控制增益的关系为

𝐾𝑒 = 𝐹𝑒, 𝐾p = 𝐹𝑒𝐶𝑝. (23)

注 1 定理 1给出了图 1所示的改进型重复控制

系统鲁棒稳定的LMI条件,条件中含有两个可调参数

𝛼和𝛽,用来实现对控制和学习的分别优先调节. 具体

而言, 𝛼调节关联控制性能的权矩阵𝑃1,改变LMI(14)

的可行解𝑋1和𝑊1, 相应调节反馈增益𝐹𝑝; 𝛽调节关

联学习性能的权矩阵𝑄2, 改变LMI(14)的可行解𝑌2

和𝑊2,相应调节反馈增益𝐹𝑒. 同时,应用定理 1可以

直接推导出如下连续-离散二维标称系统的稳定性条

件:

𝑥̇(𝑘, 𝜏) = 𝐴𝑙𝑥(𝑘, 𝜏) +𝐴𝑙1𝑥(𝑘 − 1, 𝜏), (24)

其中𝐴𝑙和𝐴𝑙1与式 (13)相同.

推论 1 给定正数𝛼和 𝛽, 如果存在正定对称矩

阵𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑌2和合适维数的𝑊1, 𝑊2,使得
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Φ̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ11 Φ12 0 𝛽𝐵𝑝𝑊2 𝛼𝑋1 0

∗ Φ22 0 𝛽𝜔𝑐𝑌2 0 𝑋2

∗ ∗ −𝑌1 0 0 0

∗ ∗ ∗ −𝛽𝑌2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑌1 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝛽𝑌2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0

(25)

成立, 其中Φ11,Φ12,Φ22与LMI(14)相同. 则连续-离

散二维系统 (24)渐近稳定,并且式 (10)中的反馈控制

增益为

𝐹𝑝 = 𝑊1𝑋
−1
1 , 𝐹𝑒 = 𝑊2𝑌

−1
2 . (26)

3 调调调节节节与与与仿仿仿真真真

基于定理 1和推论 1所给出的控制器设计算法,

通过引入性能指标和灵敏度函数,分别从时域和频域

两方面说明控制和学习的调节对系统性能的影响,并

推导出参数选取规则和系统设计步骤.

设控制对象 (3)所对应的标称系统具有参数

𝐴𝑝 =

[
0 1

−1 −1

]
, 𝐵𝑝 =

[
0

1

]
, 𝐶𝑝 = [1 1]. (27)

考虑对参考输入信号

𝑟(𝑡) = sin𝜋𝑡+ 0.5 sin 2𝜋𝑡+ 0.5 sin 3𝜋𝑡 (28)

的跟踪问题,此时, 重复周期𝑇 = 2 s. 设定剪切频率

为

𝜔𝑐 = 200 rad/s. (29)

如第 2节所述,调节参数𝛼和𝛽可以分别优先调

节系统的控制和学习性能.系统在第 1个周期内没有

学习行为,从而第 1个周期内的跟踪误差

𝐽1 =
1

2

w 𝑇

0
𝑒2(𝑡)d𝑡 (30)

反应系统的控制性能;同时跟踪误差在时间轴上的收

敛速度表征系统的学习效率.

基于以上分析,引入性能指标

𝐽10 =
1

2

10∑
𝑘=1

w 𝑘𝑇

(𝑘−1)𝑇
𝑒2(𝑡)d𝑡 (31)

来综合评价控制和学习的调节对系统性能的影响,并

且应用优化算法

min 𝐽10 > 0, s.t. Φ̃ < 0, LMI(25) (32)

进行参数的选取和控制器参数的设计.

图 2给出了 3组参数下 (a组𝛼 = 1.0, 𝛽 = 0.53;

b组𝛼 = 1.0, 𝛽 = 0.05; c组𝛼 = 0.2, 𝛽 = 0.05)的仿真

结果,其性能指标值分别为

𝐽a
10 = 1.536 2, 𝐽b

10 = 0.690 4, 𝐽c
10 = 0.200 1. (33)

从图 2可以看出参数调节对系统性能的影响.具

体地, 对于参数组 a, 系统在第 17个周期进入稳定状

态, 𝐽𝑎
1 = 0.507 4; 改变 𝛽的取值, 参数组 b的跟踪误

-1
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t/s
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1

e

(a) =1, =0.53α β

0 5 10 15 20
t/s

(b) =1, =0.05α β

0 5 10 15 20
t/s

(  ) =0.2, =0.05α βc

0

1

e

-1

0

1

e

-1

0

1

e

图 2 3组参数对应的跟踪误差

差收敛速度明显加快, 系统在第 8个周期进入稳态,

但是偏差信号的幅值改变较小; 进而调节𝛼, 参数

组 c对应的系统在第 5个周期进入稳定状态,且有 𝐽𝑐
1

= 0.158 5. 由此可见,参数𝛼主要调节系统的控制性

能, 同时也对系统的学习速度产生一定的影响; 参

数 𝛽主要调节系统的学习性能. 在上述 3组参数中,

c组同时具有最好的控制性能和学习性能.另外,对于

标称系统 (27),图 1所示的连续改进型重复控制系统

的灵敏度函数为

𝑆(𝑠) =

1

1 +
𝐾𝑒

1− 𝑞(𝑠)e−𝑠𝑇
𝐶𝑝[𝑠𝐼 − (𝐴𝑝 +𝐵𝑝𝐾𝑝)]

−1𝐵𝑝

. (34)

图 3给出了同样 3组参数的灵敏度函数波特图,

从频域方面表明了调节作用. 显然,与其他两组相比

较, c组具有更好的鲁棒性.

α β=1, =0.53

α β=1, =0.05
α β=1, =0.05
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图 3 3组参数对应的灵敏度函数

应用定理 1的LMI稳定性条件,考虑具有如下时

变周期不确定性的图1所示的连续改进型重复控制系
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统设计:

𝑀 =

[
1 0

0 1

]
, 𝑁0 =

[
0 1

0 0.01

]
,

𝑁1 =

[
0.05

0

]
, 𝐹 (𝑡) =

[
sin𝜋𝑡 0

0 sin𝜋𝑡

]
. (35)

运用优化算法

min𝐽10, s.t.式 (14)成立. (36)

最终选取参数𝛼 = 0.30, 𝛽 = 0.96. 对应的控制增益为

𝐾𝑒 = 12.442 2, 𝐾p = [12.443 9 − 19.728 4].

仿真结果如图 4所示,系统在第 7个周期进入稳

定状态,对所兼容的周期不确定性,系统鲁棒稳定,跟

踪误差快速收敛,且有 𝐽10 = 0.115 9.
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图 4 周期不确定系统的仿真结果

4 结结结 论论论

本文针对具有时变周期不确定性的严真线性系

统, 提出了基于连续-离散二维模型的鲁棒改进型重

复控制系统设计方法. 首先应用“连续提升”方法将

系统投射到二维空间, 将系统设计转换为连续-离散

二维系统的鲁棒镇定问题. 然后利用重复控制的连

续性和周期性特点, 结合时滞系统稳定性理论推导

出LMI形式的控制器设计算法. 系统鲁棒稳定性条件

中包含两个可调参数,用来实现对控制和学习的分别

优先调节. 最后,应用数值仿真实例从时域和频域方

面说明控制和学习的调节对系统性能的影响以及可

调参数的选取规则.与其他重复控制系统设计方法比

较,本方法的优势在于能够通过简单、直观的参数调

节方法来改善系统收敛性和稳态性能鲁棒性.
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