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摘 要: 针对属性权重和属性值信息均不完全,且含有非线性形式的多属性决策问题,提出一种基于优势关系实现

方案择优与排序的决策方法. 首先定义方案优势、弱优势和潜在优关系,构建等价的非线性规划模型,确定优势和潜

在优方案;然后揭示、论证了非劣集与潜在优集的关系,提出了方案优势度指标,并据此给出了方案择优与排序的实

现步骤;最后,提出采用变量替换法求解非线性决策模型. 实例计算结果表明,所提出的方法是可行且有效的.
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Abstract：：：A dominance-based decision making approach is proposed for multi-attribute decision problems with imprecise

information both on the attribute weights and the alternatives’ values. Firstly, the definitions of dominance, weak dominance

and potential optimality are given and some nonlinear programming models are built to determine which alternative is

nondominated or potential optimality. Then the relationship between the set of potential optimality alternatives and the

set of nondominated alternatives is discussed, and the index of dominance measuring is presented. The procedures to ranking

and screening the alternatives are given. Finally, the algorithm of variable replacement is used to solve the nonlinear decision
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that the proposed method is feasible and effective.
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0 引引引 言言言

多属性决策在工程设计、经济、管理和军事等诸

多领域具有广泛的实际应用背景.目前, 对于属性权

重和属性值为确定信息的多属性决策问题,已有许多

成熟的技术和分析方法[1], 但在实际决策问题中, 决

策者往往只能提供决策参数的不完全确定信息,主要

原因如下: 1)决策可能是在时间比较紧,知识或数据

相对缺乏的情况下作出的; 2)有些属性反映社会和环

境的影响,其本身难以量化; 3)决策者的精力和信息

处理能力有限,尤其在复杂和不确定环境下的数值判

断能力有限[2]; 4)在某些情况下, 决策者不愿意将自

己对属性或者方案的偏好信息完全或精确地提供.

Fishburn[3]最先开始研究不完全信息决策问题,

随后较多的研究大都集中在属性权重信息不完全、方

案属性值信息不完全、权重和属性值信息均不完全 3

方面. 权重不完全信息包括区间形式[4]、序关系[5-7]、

任意线性不等式[8]等. 属性值不完全信息包括部分

缺失[9-10]、区间形式[11-12]、序关系[13]、任意线性不等

式[14]等. 通过在不完全信息下构建线性规划或非线

性规划模型确定方案成对优势关系[14]和潜在优关

系[15-16],并针对构建的规划模型提出求解方法和改进

措施[14,17], 以减少需要求解模型的数量, 得到优势方
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案和潜在优方案. 已有研究中的优势关系较为严格,

实际决策问题中往往难以确定在不完全信息集内任

意位置均严格占优的方案,而且一般确定的非劣方案

数量较多,难以有效地实现择优与排序.另外,属性权

重和属性值的不完全信息多为线性形式,较少关注非

线性形式的属性值信息.

本文在属性权重和属性值信息均不完全确定的

情况下建立方案优势、弱优势和潜在优关系,并将优

势和潜在优方案的确定转化为等价的优化模型. 研究

确定非劣方案集与潜在优集的关系,给出方案优势度

指标,以便于在非劣集内实现全部方案优劣排序,减

少需求解规划模型的数量. 同时,针对决策模型为含

有非线性形式不完全信息的非线性规划,提出有效的

求解算法.

1 基基基于于于优优优势势势关关关系系系的的的不不不完完完全全全信信信息息息决决决策策策方方方法法法

1.1 问问问题题题描描描述述述

对于一个不完全信息多属性决策问题,设方案集

为

𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}.
其中: 𝑥𝑗表示第 𝑗个方案;属性集为𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑐𝑛}, 𝑐𝑖表示第 𝑖个属性;权重向量为𝑤 = {𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑤𝑛}, 𝑤𝑖为属性 𝑐𝑖的权重, 𝑤𝑖 ∈ [0, 1],且

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1;属

性值向量 𝑣𝑖 = {𝑣𝑖(𝑥1), 𝑣𝑖(𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑖(𝑥𝑚)}, 𝑣𝑖(𝑥𝑗)为

方案𝑥𝑗在属性 𝑐𝑖下的属性值. 决策者给出属性权重

的线性形式的不完全信息主要有以下几种:

1) 𝑤𝑖 ⩾ 𝑤𝑗 ;

2) 𝑤𝑖 − 𝑤𝑗 ⩾ 𝜀𝑖;

3) 𝑤𝑖 ⩾ 𝛽𝑖𝑤𝑗 ;

4) 𝛼𝑖 ⩽ 𝑤𝑖 ⩽ 𝛼𝑖 + 𝜀𝑖;

5) 𝑤𝑖−𝑤𝑗 ⩾ 𝑤𝑘−𝑤𝑙, 𝑖 ∕= 𝑗 ∕= 𝑘 ∕= 𝑙, 𝜀𝑖, 𝛼𝑖和𝛽𝑖为

正常数.

方案属性值的线性不完全信息主要有以下几种:

1) 𝑣𝑖(𝑥𝑗) ⩾ 𝑣𝑖(𝑥𝑘);

2) 𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝑖(𝑥𝑘) ⩾ 𝜀𝑖;

3) 𝑣𝑖(𝑥𝑗) ⩾ 𝛽𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑘);

4) 𝛼𝑖 ⩽ 𝑣𝑖(𝑥𝑗) ⩽ 𝛼𝑖 + 𝜀𝑖;

5) 𝑣𝑖(𝑥𝑗)−𝑣𝑖(𝑥𝑘) ⩾ 𝑣𝑖(𝑥𝑙)−𝑣𝑖(𝑥𝑡), 𝑗 ∕= 𝑘 ∕= 𝑙 ∕= 𝑡.

同时, 决策者还给出非线性形式的不完全信息,

如方案的优劣与属性值成梯形、高斯曲线等非线性关

系,或者方案在部分属性或者全部属性上的优劣判断,

形如
𝑙∑

𝑖=1

𝑤𝑖[𝑣𝑖(𝑥𝑘)− 𝑣𝑖(𝑥𝑗)] ⩾ 0 (1 < 𝑙 ⩽ 𝑛)等. 将属

性权重的不完全信息集记为𝑊 ,属性值的不完全信息

集记为𝑉 . 本文研究在权重和属性值信息均不完全情

况下实现方案的择优与排序,其中非线性不完全信息

主要考虑决策者给出的方案在部分或者全部属性上

优劣判断的形式.

1.2 不不不完完完全全全信信信息息息下下下方方方案案案优优优势势势关关关系系系

根据多属性效用理论,对于方案𝑥𝑗 ,其加权效用

值 𝑣(𝑥𝑗) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑗),若满足

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑗) ⩾
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑘), ∀𝑥𝑘 ∈ 𝑋 − {𝑥𝑗}, (1)

则可将𝑥𝑗视为方案集𝑋内的最优方案.但是,在不完

全信息集𝑊 和𝑉 内, 判断方案𝑥𝑗是否满足式 (1)较

为困难,可通过方案成对比较来确定不完全信息下方

案的优势关系.

定定定义义义 1 对于方案集𝑋上的方案𝑥𝑗和𝑥𝑘,称𝑥𝑗

优势于𝑥𝑘,当且仅当对 ∀𝑤𝑖 ∈ 𝑊, ∀𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ,有
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖(𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝑖(𝑥𝑘)) ⩾ 0,

且至少存在一个𝑤𝑖 ∈ 𝑊, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ,使
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖(𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝑖(𝑥𝑘)) > 0

成立. 记作𝑥𝑗 SD𝑥𝑘.

定定定义义义 2 对于方案𝑥𝑗 , 不存在 ∀𝑥𝑘 ∈ 𝑋, 𝑘 ∕= 𝑗,

使得𝑥𝑘 SD𝑥𝑗 , 则称方案𝑥𝑗为方案集𝑋上的非劣势

方案,将所有非劣势方案组成的集合称为非劣势方案

集,简称非劣集,记为 SNDS.

上述方案间严格优势关系的确定可以转化为如

下非线性规划模型:

min
∀𝑘 ∕=𝑗

𝑧𝑗𝑘 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖[𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝑖(𝑥𝑘)].

s.t.

⎧⎨⎩
𝑤𝑖 ∈ 𝑊, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑣𝑖 ∈ 𝑉 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ⩾ 0.

(2)

求解该模型. 当且仅当模型的目标函数值 𝑧min
𝑗𝑘

⩾ 0时,方案𝑥𝑗 SD𝑥𝑘.

定定定理理理 1 模型 (2)的目标值 𝑧min
𝑗𝑘 ⩾ 0是方案

𝑥𝑗 SD𝑥𝑘的充要条件.

由方案𝑥𝑗 SD𝑥𝑘的定义易知定理 1成立,证明过

程略.

在实际决策问题中,得到的非劣集可能含有较多

方案,需要一种弱于上述优势关系的占优关系来实现

方案优劣判断,并在非劣集基础上研究如何进一步确

定可能最优的方案.为此, 引入信息不完全情况下方

案间弱优势关系和方案优势度的概念.

对模型 (2)的目标函数求最大值,建立如下模型:
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max
∀𝑘 ∕=𝑗

𝑧𝑗𝑘 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖[𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝑖(𝑥𝑘)].

s.t.

⎧⎨⎩
𝑤𝑖 ∈ 𝑊, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑣𝑖 ∈ 𝑉 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ⩾ 0.

(3)

求解模型 (3), 可得到 𝑧max
𝑗𝑘 , 对于任意方案𝑥𝑗和

𝑥𝑘, 𝑧𝑗𝑘 ∈ [𝑧min
𝑗𝑘 , 𝑧max

𝑗𝑘 ].

定定定义义义 3 在𝑊 和𝑉 内, 将 𝑧𝑗𝑘视为区间 [𝑧min
𝑗𝑘 ,

𝑧max
𝑗𝑘 ]上的一个随机变量,令其概率分布函数为 𝑓𝑗𝑘(𝑧),

则变量 𝑧𝑗𝑘 > 0的概率为

𝑝 (𝑧𝑗𝑘>0)=

⎧⎨⎩
1, 𝑧min

𝑗𝑘 ⩾ 0;w 𝑧max
𝑗𝑘

0
𝑓𝑗𝑘(𝑧)d𝑧, 𝑧

min
𝑗𝑘 < 0, 𝑧max

𝑗𝑘 > 0;

0, 𝑧max
𝑗𝑘 ⩽ 0.

(4)

称 𝑝 (𝑧𝑗𝑘>0)为方案𝑥𝑗优势𝑥𝑘的程度,简称方案优势

度.

若随机变量 𝑧𝑗𝑘服从均匀分布,则有

𝑝 (𝑧𝑗𝑘>0)=

⎧⎨⎩
1, 𝑧min

𝑗𝑘 ⩾ 0;

𝑧max
𝑗𝑘

𝑧max
𝑗𝑘 − 𝑧min

𝑗𝑘

, 𝑧min
𝑗𝑘 < 0, 𝑧max

𝑗𝑘 > 0;

0, 𝑧max
𝑗𝑘 ⩽ 0.

(5)

由式 (5)可知: 若 𝑝 (𝑧𝑗𝑘 > 0)=1,则𝑥𝑗 SD𝑥𝑘;若 𝑝 (𝑧𝑗𝑘

> 0) = 0,则𝑥𝑘 SD𝑥𝑗 .

定定定义义义 4 对于 ∀𝑥𝑘 ∈𝑋, 𝑘 ∕= 𝑗,若𝑥𝑗对𝑥𝑘的方案

优势度 𝑝 (𝑧𝑗𝑘 > 0) > 0.5, 则称方案𝑥𝑗弱优势于方案

𝑥𝑘,记作𝑥𝑗 WD𝑥𝑘.

根据方案间优势度的定义, 可计算在方案集𝑋
′

内 (𝑋
′ ⊆ 𝑋)任一方案优势其他方案的总体优势度

𝑃+
𝑗 =

∑
𝑥𝑘∈𝑋′

𝑝 (𝑧𝑗𝑘 > 0). (6)

该指标反映了方案𝑥𝑗按照概率优势于方案集𝑋
′
内其

他方案的总体强度, 𝑃+
𝑗 越大, 方案𝑥𝑗依概率优势于

其他方案的强度越大.

1.3 潜潜潜在在在优优优方方方案案案

在不完全信息下, 通过式 (1)直接确定最优方案

较为困难,文献 [14,17]等提出了潜在优方案,为确定

最优方案提供了一种重要的手段.

定定定义义义 5 对于方案集𝑋上的方案,称𝑥𝑗为潜在

优方案,当且仅当下式[14]成立:

∃𝑤𝑖 ∈ 𝑊, ∃𝑣𝑖 ∈ 𝑉 , (7)
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑗) = max
∀𝑥𝑘∈𝑋

{ 𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑘)
}
. (8)

记潜在优方案为 POA, 由潜在优方案组成的集

合称作潜在优集,记作POS.

方案的潜在优关系可通过如下规划模型[14]确定:

min
𝑥𝑗∈𝑋

𝜑.

s.t.

⎧⎨⎩

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖[𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝑖(𝑥𝑘)] + 𝜑⩾0, 𝑘=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑤𝑖 ∈ 𝑊 ;

𝑉𝑖 ∈ 𝑉 ;
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ⩾ 0.

(9)

求解上述模型得到目标函数值𝜑∗, 当且仅当𝜑∗

= 0时,方案𝑥𝑗为 POA.

定定定理理理 2 模型 (8)的目标值𝜑∗ = 0是方案𝑥𝑗为

POA的充要条件.

证证证明明明 充分条件.模型 (8)的目标值𝜑∗ = 0,由约

束条件可知,存在𝑤𝑖 ∈ 𝑊, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ,使
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖(𝑣𝑖(𝑥𝑗)−

𝑣𝑖(𝑥𝑘))⩾0对 ∀𝑥𝑘∈𝑋成立,即存在𝑤𝑖∈𝑊, 𝑣𝑖∈𝑉 ,满

足

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑗)=max
∀𝑘

{ 𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑣𝑖(𝑥𝑘)
}

,可得𝑥𝑗为 POA,

充分条件成立.

必要条件. 𝑥𝑗为方案集𝑋内的潜在优方案, 则

∃𝑤′
𝑖 ∈ 𝑊, ∃ 𝑣′

𝑖 ∈ 𝑉 ,使对 ∀𝑥𝑘 ∈ 𝑋 ,有
𝑛∑

𝑖=1

𝑤
′
𝑖(𝑣

′
𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣

′
𝑖(𝑥𝑘)) ⩾ 0,

易知𝜑 = 0满足约束条件.同时, ∃𝑤𝑖∈𝑊,∃ 𝑣𝑖∈𝑉 ,使
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖(𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝑖(𝑥𝑘)) < 0, 根据模型 (8)约束条件,

𝜑 > 0,因此𝜑∗ = 0,必要条件成立. 2
易知, 非潜在优的方案一定不能成为最优方案,

即最优的方案一定在潜在优集中取得. 为实现最优方

案选择,需进一步确定潜在优集与非劣集之间的关系.

定定定理理理 3 SNDS内的方案一定为POA, POA不

一定属于SNDS.

证证证明明明 由非劣方案集的定义可知,对于 SNDS内

的方案𝑥𝑗 ,不存在方案集内的任意其他方案对于不完

全信息集内的任意属性值和权重值均优势于方案𝑥𝑗 ,

则必然存在某个属性值和权重值, 使𝑥𝑗优势于其他

所有方案,因此方案𝑥𝑗为POA.

若方案𝑥𝑗为POA,则 ∃𝑤′
𝑖 ∈ 𝑊,∃ 𝑣′

𝑖 ∈ 𝑉 ,使
𝑛∑

𝑖=1

𝑤
′
𝑖[𝑣

′
𝑖(𝑥𝑘)− 𝑣

′
𝑖(𝑥𝑗)] ⩾ 0

对于任意 ∀𝑥𝑗 ∈𝑋成立.令存在方案𝑥𝑗 ,满足对于𝑤
′
𝑖∈

𝑊, 𝑣
′
𝑖 ∈ 𝑉 ,且对于其他𝑤𝑖 ∈𝑊, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ,均有𝑤𝑖[𝑣𝑖(𝑥𝑘)

−𝑣𝑖(𝑥𝑗′ )]<0,则方案𝑥𝑗′SD𝑥𝑘,此时𝑥𝑘不属于SNDS.
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又SNDS内的方案一定为POA, 则存在 POA属于

SNDS,因此 POA不一定属于SNDS. 2
根据模型 (2)确定方案集𝑋内的 SNDS, 需求解

𝑀(𝑀 − 1)/2个非线性规划,当方案数较多时,求解较

为复杂. 可在𝑋内首先确定 POA,然后再确定 SNDS,

这样可以有效地减少求解规划模型的数量. 此时需求

解𝑀 +𝐿(𝐿− 1)/2个规划模型,其中𝐿为潜在优方案

的数量. 例如一个具有 10个方案,其中 3个为潜在优

方案的决策问题,直接确定 SNDS需求解 45个非线性

规划,而通过后者仅需求解 13个规划模型.

1.4 方方方案案案择择择优优优与与与排排排序序序

由前述分析可知,最优方案一定在潜在优集中取

得, 且一定为非劣势方案.在全部方案集上求解规划

模型, 确定 POA和 SNDS, 可通过逐步减少集合内方

案数量并结合方案优势度指标实现择优和排序.若

POA或SNDS内方案数唯一,则可将该方案视为方案

集上的最优方案;若 SNDS内方案不唯一或者为空集,

则根据方案优势度指标实现优劣排序.同样,对于𝑋-

SNDS的方案,重复上述过程直至实现全部方案排序.

具体地, 记POS和 SNDS的方案数量分别为𝑛𝑝和𝑛𝑠,

方案择优和排序的步骤如下:

Step 1: 在方案集𝑋内对所有方案求解模型 (8),

确定POS.若𝑛𝑝 = 1,则该方案为最优方案;若𝑛𝑝 > 1,

则在 POS内执行 Step 2; 若𝑛𝑝 = 0, 则在方案集𝑋内

执行Step 3.

Step 2: 对各方案求解模型 (2)和 (3),确定 SNDS.

若𝑛𝑠 = 1, 则该方案为最优方案,在𝑋-SNDS内执行

Step 4;若𝑛𝑠 =0,则转Step 3;若𝑛𝑠 > 1,则在 SNDS内

执行Step 3,并在𝑋-SNDS内执行Step 4.

Step 3: 计算各方案的 𝑝+𝑗 值,根据 𝑝+𝑗 的大小确定

方案排序.

Step 4: 在𝑋-SNDS内进一步确定SNDS,重复执

行Step 2和Step 3,直至实现全部方案的排序.

2 求求求解解解算算算法法法

在属性权重和方案属性值双重不完全信息下,确

定方案间优势关系的模型是难以求解的非凸非线性

规划, 已有的求解技术主要通过分步线性化和变量

替换将非线性规划转化为线性规划.分步线性化法

假设方案在各属性下效用独立, 无法求解含有形如
𝑙∑

𝑖=1

𝑤𝑖[𝑣𝑖(𝑥𝑘)− 𝑣𝑖(𝑥𝑗)] ⩾ 0 (1 < 𝑙 ⩽ 𝑛)等非线性约束

的规划模型. 本文将变量替换技术与基数值属性信息

的处理相结合,以实现不完全信息下非线性决策模型

的求解.

对于具有基数值或有界区间形式的方案属性值

𝑣𝑖(𝑥𝑗),令 𝑣𝑀𝑖 = max
∀𝑥𝑗∈𝑋

𝑣𝑖(𝑥𝑗), 𝑣
𝐿
𝑖 = min

∀𝑥𝑗∈𝑋
𝑣𝑖(𝑥𝑗),进行

如下处理: 对于效益型属性, 𝑣
′
𝑖(𝑥𝑗) =

𝑣𝑖(𝑥𝑗)− 𝑣𝐿𝑖
𝑣𝑀𝑖 − 𝑣𝐿𝑖

;对

于成本型属性, 𝑣
′
𝑖(𝑥𝑗) =

𝑣𝑀𝑖 − 𝑣𝑖(𝑥𝑗)

𝑣𝑀𝑖 − 𝑣𝐿𝑖
.

对于序数型属性值信息,数据处理后排序最前者

取值为 1,最后者取值为 0.

经过上述数据处理后,原有方案属性值不完全信

息集𝑉 转化为𝑉
′
. 采用文献 [17]提出的变量替换方

法将确定优势关系和潜在优关系的非线性规划模型

转化为线性规划模型. 为此,引入新的变量 𝑦𝑗𝑖 ,其取值

为 𝑦𝑗𝑖 =𝑤𝑖𝑣
′
𝑖(𝑥𝑗), 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,则𝑉

′

中的不完全信息可以转换为如下形式: 1) 𝑦𝑗𝑖 ⩾ 𝑦𝑘𝑖 ; 2)

𝑦𝑗𝑖 −𝑦𝑘𝑖 ⩾ 𝜀𝑖𝑤𝑖; 3) 𝑦𝑗𝑖 ⩾ 𝛽𝑖𝑦
𝑘
𝑖 ; 4) 𝛼𝑖𝑤𝑖 ⩽ 𝑦𝑗𝑖 ⩽ 𝛼𝑖𝑤𝑖+𝜀𝑖;

5) 𝑦𝑗𝑖 − 𝑦𝑘𝑖 ⩾ 𝑦𝑙𝑖 − 𝑦𝑡𝑖 , 𝑗 ∕= 𝑘 ∕= 𝑙 ∕= 𝑡; 6)
𝑙∑

𝑖=1

(𝑦𝑗𝑖 − 𝑦𝑘𝑖 ) ⩾

0, 0 < 𝑙 < 𝑛. 模型 (2)和 (8)可以分别转化为

min
∀𝑘 ∕=𝑗

𝑧𝑗𝑘 =

𝑛∑
𝑖=1

(𝑦𝑗𝑖 − 𝑦𝑘𝑖 ),

s.t.

⎧⎨⎩
𝑤𝑖 ∈ 𝑊,

𝑣𝑖 ∈ 𝑉
′
,

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ⩾ 0;

(10)

min
𝑥𝑗∈𝑋,∀𝑘

𝜑,

s.t.

⎧⎨⎩

𝑛∑
𝑖=1

(𝑦𝑗𝑖 − 𝑦𝑘𝑖 ) + 𝜑 ⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

𝑤𝑖 ∈ 𝑊,

𝑣𝑖 ∈ 𝑉
′
,

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ⩾ 0.

(11)

求解模型 (9)和 (10), 确定方案成对优势关系以

及是否潜在优,然后根据择优与排序步骤实现不完全

信息下的方案排序.

3 案案案例例例应应应用用用

以某企业生产管理中设备购置方案选择为例进

行分析.企业决策者分别从成本 𝑐1,售后服务 𝑐2,功能

𝑐3和易用性 𝑐4共 4个方面对 6台设备方案𝑋 = {𝑥1,

𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}进行排序并确定最优方案. 决策者

给出的属性权重信息为𝑤1 ⩾ 𝑤3 ⩾ 𝑤2 ⩾ 𝑤4, 0.4𝑤1

⩽ 𝑤3 ⩽ 0.5𝑤1, 0.7𝑤3 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.9𝑤3, 0.7𝑤2 ⩽ 𝑤4 ⩽
0.8𝑤2. 同时, 决策者认为从功能和易用性考虑,方案

𝑥1 ≻ 𝑥4; 从成本和功能两个方面考虑,方案𝑥3 ≻ 𝑥5.

在各个属性下,决策者给出的方案评价值信息如表 1

所示.
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表 1 各属性下方案评价值信息

方案属性 成本 /万元 售后服务 (排序等级) 功能 (区间) / % 易用性 (等级 [区间])

𝑋1 6 1 st [80,90] high

𝑋2 5 3 st [60,70] high

𝑋3 8 4 st [90,100] moderate [70,80]

𝑋4 8 5 st [80,90] high

𝑋5 10 1 st 100 low

𝑋6 5 2 st [90,100] moderate [50,60]

经过数据处理,方案评价值的信息集𝑉 为

𝑉1 : {𝑣1(𝑥1) = 0.8; 𝑣1(𝑥2) = 𝑣1(𝑥6) = 1;

𝑣1(𝑥3) = 𝑣1(𝑥4) = 0.4; 𝑣1(𝑥5) = 0};
𝑉2 : {𝑣2(𝑥1) = 𝑣2(𝑥5) = 1; 𝑣2(𝑥1)− 𝑣2(𝑥6) > 𝜀21;

𝑣2(𝑥6)− 𝑣2(𝑥2) > 𝜀26; 𝑣2(𝑥2)− 𝑣2(𝑥3) > 𝜀22;

𝑣2(𝑥3)− 𝑣2(𝑥4) > 𝜀23; 𝑣2(𝑥4) = 0};
𝑉3 : {0.5 ⩽ 𝑣3(𝑥1) ⩽ 0.75; 0 ⩽ 𝑣3(𝑥2) ⩽ 0.25;

0.75 ⩽ 𝑣3(𝑥3) = 𝑣3(𝑥6) ⩽ 1;

0.5 ⩽ 𝑣3(𝑥4) ⩽ 0.75; 𝑣3(𝑥5) = 1};
𝑉4 : {𝑣4(𝑥1) = 𝑣4(𝑥2) = 𝑣4(𝑥4) = 1;

0.7 ⩽ 𝑣4(𝑥3) ⩽ 0.8; 𝑣4(𝑥5) = 0;

0.5 ⩽ 𝑣4(𝑥6) ⩽ 0.6};
𝑉5 : {𝑤3(𝑣3(𝑥1)− 𝑣3(𝑥4)) + 𝑤4(𝑣4(𝑥1)− 𝑣4(𝑥4))⩾0;

𝑤1(𝑣1(𝑥3)− 𝑣1(𝑥5)) + 𝑤3(𝑣1(𝑥3)− 𝑣1(𝑥5))⩾0}.
其中: 𝜀21, 𝜀22, 𝜀23和 𝜀26为属性 𝑐2下各方案排序等级

间的差值,是较小的正常数,计算中取 0.05. 通过变量

代换,确定方案𝑥𝑗潜在优的模型为

min
𝑥𝑗∈𝑋,∀𝑘

𝜑;

s.t.

⎧⎨⎩

4∑
𝑖=1

(𝑦𝑗𝑖 − 𝑦𝑘𝑖 ) + 𝜑 ⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6;

𝑤1 ⩾ 𝑤2 ⩾ 𝑤3 ⩾ 𝑤4; 0.4𝑤1 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.5𝑤1;

0.7𝑤3 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.9𝑤3; 0.7𝑤3 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.8𝑤3;
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ⩾ 0;

𝑦11 = 0.8𝑤1; 𝑦
2
1 = 𝑦61 = 𝑤1; 𝑦

3
1 = 𝑦41 = 0.4𝑤1;

𝑦51 = 0; 𝑦12 = 𝑦52 = 𝑤2; 𝑦
1
2 − 𝑦62 > 0.05𝑤2;

𝑦62 − 𝑦22 > 0.05𝑤2; 𝑦
2
2 − 𝑦32 > 0.05𝑤2;

𝑦32 − 𝑦42 > 0.05𝑤2; 𝑦
4
2 = 0;

0.5𝑤3 ⩽ 𝑦13 ⩽ 0.75𝑤3; 0 ⩽ 𝑦23 ⩽ 0.25𝑤3;

0.75𝑤3 ⩽ 𝑦33 ⩽ 𝑤3;

0.5𝑤3 ⩽ 𝑦43 ⩽ 0.75𝑤3𝑦
5
3 = 𝑤3;

0.75𝑤3 ⩽ 𝑦63 ⩽ 𝑤3; 𝑦
1
4 = 𝑦24 = 𝑦44 = 𝑤4;

0.7𝑤4 ⩽ 𝑦34 ⩽ 0.8𝑤4; 0.5𝑤4 ⩽ 𝑦64 ⩽ 0.6𝑤4;

𝑦54 = 0;

4∑
𝑖=3

(𝑦1𝑖 − 𝑦4𝑖 ) ⩾ 0;
∑
𝑖=1,3

(𝑦3𝑖 − 𝑦5𝑖 ) ⩾ 0.

(12)

确定成对方案严格优势关系的模型为

min
∀𝑘 ∕=𝑗

𝑧𝑗𝑘 =

4∑
𝑖=1

(𝑦𝑗𝑖 − 𝑦𝑘𝑖 );

s.t.

⎧⎨⎩

𝑤1 ⩾ 𝑤2 ⩾ 𝑤3 ⩾ 𝑤4; 0.4𝑤1 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.5𝑤1;

0.7𝑤3 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.9𝑤3; 0.7𝑤3 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.8𝑤3;
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ⩾ 0;

𝑦11 = 0.8𝑤1; 𝑦
2
1 = 𝑦61 = 𝑤1;

𝑦31 = 𝑦41 = 0.4𝑤1; 𝑦
5
1 = 0; 𝑦12 = 𝑦52 = 𝑤2;

𝑦12 − 𝑦62 > 0.05𝑤2; 𝑦
6
2 − 𝑦22 > 0.05𝑤2;

𝑦22 − 𝑦32 > 0.05𝑤2; 𝑦
3
2 − 𝑦42 > 0.05𝑤2;

𝑦42 = 0; 0.5𝑤3 ⩽ 𝑦13 ⩽ 0.75𝑤3;

0 ⩽ 𝑦23 ⩽ 0.25𝑤3; 0.75𝑤3 ⩽ 𝑦33 ⩽ 𝑤3;

0.5𝑤3 ⩽ 𝑦43 ⩽ 0.75𝑤3𝑦
5
3 = 𝑤3;

0.75𝑤3 ⩽ 𝑦63 ⩽ 𝑤3; 𝑦
1
4 = 𝑦24 = 𝑦44 = 𝑤4;

0.7𝑤4 ⩽ 𝑦34 ⩽ 0.8𝑤4; 0.5𝑤4 ⩽ 𝑦64 ⩽ 0.6𝑤4;

𝑦54 = 0;

4∑
𝑖=3

(𝑦1𝑖 − 𝑦4𝑖 ) ⩾ 0;
∑
𝑖=1,3

(𝑦3𝑖 − 𝑦5𝑖 ) ⩾ 0.

(13)

具体计算步骤如下:

Step 1: 在方案集𝑋内对所有方案求解模型 (11),

得到POS = {𝑥1, 𝑥6}.

Step 2: 对方案𝑥1和𝑥6求解模型 (12),得到 SNDS

= {𝑥1, 𝑥6}, 𝑧min
16 = −0.164, 𝑧max

16 = 0.157.

Step 3: SNDS内计算方案优势度, 𝑝+1 = 0.489 <

0.5,则𝑥6 WD𝑥1,因此方案𝑥6为最优方案.

为实现全部方案排序, 对𝑋 − {𝑥1, 𝑥6}内任意 2

个方案, 求模型 (12)目标函数最小值和最大值, 结果

如下:

𝑧min
23 = 0.080, 𝑧max

23 = 0.388, 𝑧min
24 = 0.117,

𝑧max
24 = 0.410, 𝑧min

25 = 0.181, 𝑧max
25 = 0.471,

𝑧min
34 = −0.037, 𝑧max

34 = 0.251, 𝑧min
35 = 0.030,

𝑧max
35 = 0.282, 𝑧min

45 = 0.007, 𝑧max
45 = 0.128.

可以得到,在方案集 {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}内, SNDS= {𝑥2};

在方案集{𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}内, SNDS={𝑥3, 𝑥4},且𝑥3WD𝑥4.

因此,全部方案的排序为𝑥6≻𝑥1≻𝑥2≻𝑥3≻𝑥4≻𝑥5.

采用本文提出的方法分别对文献 [14]和 [15]中

的案例进行计算,以验证所提出方法的有效性.采用

本文方法可以得到, 在文献 [14]方案集𝑋 = {𝑥1, 𝑥2,

𝑥3, 𝑥4}内, SDS=POS={𝑥1, 𝑥3},且𝑥1WD𝑥3, 𝑥2SD𝑥4,
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因此方案排序为𝑥1 ≻ 𝑥3 ≻ 𝑥2 ≻ 𝑥4,这与文献 [14]给

出的结果POS={𝑥1, 𝑥3}是一致的. 同样可得到,在文

献 [15]方案集𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}内, SDS = POS

= {𝑥1, 𝑥2}, 且𝑥1WD𝑥2, 在方案集 {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}内,

𝑥3WD𝑥4, 𝑥3WD𝑥4, 𝑥4WD𝑥5, 最终得出方案排序为

𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ 𝑥3 ≻ 𝑥4 ≻ 𝑥5, 这与文献 [15]得到的方案

𝑥1和𝑥2为潜在优方案, 且优于方案𝑥3, 𝑥4和𝑥5是一

致的.

4 结结结 论论论

本文针对属性权重和属性值信息均不完全且含

有非线性形式的一类多属性决策问题,定义了方案优

势、潜在优、弱优和优势度等概念, 明确了非劣方案

集与潜在优集之间的关系,并通过构建和求解等价的

数学规划模型确定方案之间的优势和潜在优关系,据

此实现了不完全信息下方案集的择优与排序.实例分

析和与相关文献的结果比较表明了本文方法的有效

性. 然而,方案𝑥𝑗对于方案𝑥𝑘的优势度计算依赖于变

量 𝑧𝑗𝑘的概率分布,本文只假设其服从均匀分布.可以

预见,其概率分布将在一定程度上影响方案优势关系

的判断. 实际上, 𝑧𝑗𝑘的概率分布与不完全属性值、权

重值的概率分布紧密相关,对它们之间的依赖关系和

变量 𝑧𝑗𝑘不同概率分布对优势关系判定的影响尚有待

继续研究.
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