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摘 要: 针对一类非线性仿射系统的控制器设计问题,基于滑模变结构控制理论,提出一种新的控制器设计方法:

滑模降阶方法. 首先反复运用变结构控制理论对一类𝑛阶的仿射非线性系统构造𝑛 − 1个微分同胚变换函数和𝑛

− 1个滑动流形,将初始系统降至一阶系统,并给出了变结构控制律;然后利用当前级与上一级控制输入的映射关系

进行𝑛− 1次反推运算,即可得到初始系统的控制输入;最后通过仿真算例表明了所提出方法的有效性和可行性.
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Abstract：：：A new controller design scheme called the reduced order of sliding mode for a class of nonlinear affine systems

is proposed based on sliding mode control theory. Firstly, the sliding mode control theory is used repeatly for a class of 𝑛

order nonlinear affine systems. 𝑛−1 diffeomorphism transformation functions and 𝑛−1 sliding manifolds are constructed.

And in this way the original system can be put down to one order, and the variable structure control law is given. Then, by

using the mapping relation between the current and higher levels of control input, 𝑛−1 times backstepping operations are

performed, and the original system control input can be achieved. Finally, the simulation example shows the effectiveness

and feasibility of this design scheme.
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0 引引引 言言言

滑模变结构控制的整个滑模控制过程可分为两

步 (这两步具有截然不同的模型结构): 1)强迫轨线在

有限的时间内到达某一设计好的滑动流形; 2) 在所

有未来的时间使轨线保持在该流形上[1]. 基于这种控

制思想设计一个滑动流形已成为滑模变结构控制的

核心问题.目前, 国内外在设计滑动流形时大都保留

着两种传统形式, 即线性形式[2-4]和积分形式[5-6].文

献 [7-8]将观测器降阶方法与传统滑动流形设计方法

相结合,在一定程度上简化了高阶未精确建模系统的

控制器设计.

本文所设计的滑动流形为一般形式,而且可以是

非线性的,即 𝑠=𝜖−𝑅(𝜂)=0. 当运动限制在流形之上

时,服从 𝜖=𝑅(𝜂),此时的主要问题是设计新的控制输

入 𝜖=𝑅(𝜂),使得降阶闭环系统镇定. 传统的解决镇定

的方法包括线性化或反馈线性化、反步法、基于无源

的控制等[1]. 然而, 线性化或反馈线性化需要满足相

应秩和对合条件, 使其应用在很大程度上受到限制;

反步法则需假定存在某一正定、光滑的Lyapunov函

数, 当然很多情况下这样的函数是存在的, 但众所周

知目前还没有一种完全适用的方法来构造Lyapunov

函数, 尤其当系统阶数较高时难度更大, Lyapunov函

数虽然存在, 但未必能找到; 基于无源的控制方法

同样要求存在某一存储函数, 这个存储函数类似于
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Lyapunov函数,所以这种方法的应用同样受到限制.

本文探讨一类非线性系统的滑模降阶控制器设

计问题,在现有的滑模变结构控制理论的基础上, 提

出一种新的控制器设计方法: 滑模降阶方法.首先反

复运用变结构控制理论对一类𝑛阶的仿射非线性系

统构造𝑛 − 1个微分同胚变换函数和𝑛 − 1个滑动流

形, 将高阶初始系统降至一阶系统,并设计了变结构

控制律;然后利用当前级与上一级控制输入的映射关

系进行𝑛 − 1次反推运算,从而得到初始系统的控制

输入;最后通过仿真算例表明了该方法的有效性和可

行性.值得一提的是, 采用本文方法能够实现系统模

型降阶,而且不损失系统任何信息.

1 滑滑滑模模模降降降阶阶阶理理理论论论

考虑系统

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)(𝑢+ 𝜇). (1)

其中: 状态𝑥 ∈ R𝑛;控制输入𝑢 ∈ R; 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)为向量

场; 𝜇为外部扰动.

假假假设设设 1 存在微分同胚变换𝜙(⋅),变换关系为[
𝜀

𝜂

]
= 𝜙(⋅),

𝜀 ∈ R, 𝜂 ∈ R𝑛−𝑘,且𝜙(⋅)满足
∂𝜙(⋅)
∂(⋅) 𝑔(⋅) =

[
1

0(𝑛−𝑘)×1

]
,

𝑘表示第 𝑘次降阶.

假假假设设设 2 外部扰动𝜇有上界,即 0⩽𝜇⩽ 𝑏,其中 𝑏

为未知参数.

本文的控制目标是,设计控制器𝑢使得闭环系统

渐近稳定的同时抑制外部扰动𝜇和消除抖振.

1.1 第第第 1次次次降降降阶阶阶

1.1.1 坐坐坐标标标变变变换换换

根据假设 1,作微分同胚变换𝜙(𝑥),变换关系为[
𝜀1

𝜂1

]
= 𝜙(𝑥),

𝜀1 ∈ R, 𝜂1 ∈ R𝑛−1,且𝜙(𝑥)满足

∂𝜙(𝑥)

∂𝑥
𝑔(𝑥) =

[
1

0(𝑛−1)×1

]
.

记
∂𝜙(𝑥)

∂𝑥
𝑓(𝑥) =

[
𝑓𝑏(𝜂1, 𝜀1)

𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1)

]
. 对𝜙(𝑥)求导,得[

𝜀̇1

𝜂̇1

]
=

∂𝜙(𝑥)

∂𝑥
𝑥̇ =

∂𝜙(𝑥)

∂𝑥
𝑓(𝑥) +

∂𝜙(𝑥)

∂𝑥
𝑔(𝑥)(𝑢+ 𝜇) =[

𝑓𝑏(𝜂1, 𝜀1)

𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1)

]
+

[
1

0(𝑛−1)×1

]
(𝑢+ 𝜇),

则变换后的系统为

𝜂̇1 = 𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1), (2)

𝜀̇1 = 𝑓𝑏(𝜂1, 𝜀1) + 𝑢+ 𝜇. (3)

1.1.2 设设设计计计滑滑滑动动动流流流形形形

定义变量

𝑠1 = 𝜀1 −𝑅(𝜂1), (4)

取 𝑠1 = 𝜀1 − 𝑅(𝜂1) = 0作为滑动流形. 当运动限制在

流形之上时,服从 𝜀1 = 𝑅(𝜂1). 代入式 (2),可得到降阶

系统模型

𝜂̇1 = 𝑓𝑎(𝜂1, 𝑅(𝜂1)). (5)

这里将 𝜀1 = 𝑅(𝜂1)作为一个控制输入进行设计,使系

统 (5)渐近稳定,且满足𝑅(0) = 0.

1.1.3 接接接近近近态态态设设设计计计

对式 (4)求导,得

𝑠̇1 = 𝜀̇1 − 𝑅̇(𝜂1) =

𝑓𝑏(𝜂1, 𝜀1) + 𝑢+ 𝜇− ∂𝑅(𝜂1)

∂𝜂1
𝜂̇1. (6)

设计控制输入

𝑢 = −𝑓𝑏(𝜂1, 𝜀1) +
∂𝑅(𝜂1)

∂𝜂1
𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1) + 𝜐, (7)

𝜐 = −ℎ1𝑠1 − 𝑏̂ sign(𝑠1), (8)

˙̂
𝑏 = 𝑟∣𝑠1∣. (9)

其中: ℎ1>0, 𝑏̂为 𝑏的估计值, 𝑟为给定参数. 为了消除

抖振,用饱和函数 sat(𝑠1)代替符号函数 sign(𝑠1),其定

义如下[9]:

sat(𝑠1) =

⎧⎨⎩
1, 𝑠1 > Δ;

𝛽𝑠1, ∣𝑠1∣ ⩽ Δ;

−1, 𝑠1 < −Δ;

𝛽 =
1

Δ
且 Δ > 0.

1.1.4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

将式 (7)和 (8)代入 (6),得

𝑠̇1 = −ℎ1𝑠1 − 𝑏̂ sat(𝑠1) + 𝜇. (10)

构造Lyapunov函数

𝑉1 =
1

2
𝑠21 +

1

2𝑟
(𝑏− 𝑏̂)2.

对𝑉1求导,得

𝑉̇1 = 𝑠1 ⋅ 𝑠̇1 − 1

𝑟
(𝑏− 𝑏̂)

˙̂
𝑏 =

− ℎ1𝑠
2
1 − 𝑠1𝑏̂ sat(𝑠1) + 𝑠1𝜇− ∣𝑠1∣(𝑏− 𝑏̂) ⩽

− ℎ1𝑠
2
1 − ∣𝑠1∣𝑏̂+ ∣𝑠1∣𝑏− ∣𝑠1∣(𝑏− 𝑏̂) < 0.

因为𝑉1 > 0, 𝑉̇1 < 0满足Lyapunov稳定性定理,显然

轨线向 𝑠1 = 0收敛.

1.2 第第第 2次次次降降降阶阶阶

为求 𝜀1 = 𝑅(𝜂1)使得闭环系统 (5)渐近稳定, 对

系统进行第 2次降阶. 考虑系统 (2)总能表示为

𝜂̇1 = 𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1) = 𝑓(𝜂1) + 𝑔(𝜂1)𝜀1. (11)
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1.2.1 坐坐坐标标标变变变换换换

根据假设 1,作微分同胚变换𝜙(𝜂1),变换关系为[
𝜀2

𝜂2

]
= 𝜙(𝜂1),

𝜀2 ∈ R, 𝜂2 ∈ R𝑛−2,且𝜙(𝜂1)满足

∂𝜙(𝜂1)

∂𝜂1
𝑔(𝜂1) =

[
1

0(𝑛−2)×1

]
.

记
∂𝜙(𝜂1)

∂𝜂1
𝑓(𝜂1) =

[
𝑓𝑏(𝜂2, 𝜀2)

𝑓𝑎(𝜂2, 𝜀2)

]
. 对𝜙(𝜂1)求导,得[

𝜀̇2

𝜂̇2

]
=

∂𝜙(𝜂1)

∂𝜂1
𝜂̇1 =

[
𝑓𝑏(𝜂2, 𝜀2)

𝑓𝑎(𝜂2, 𝜀2)

]
+

[
1

0(𝑛−2)×1

]
𝜀1,

则变换后的系统为

𝜂̇2 = 𝑓𝑎(𝜂2, 𝜀2), (12)

𝜀̇2 = 𝑓𝑏(𝜂2, 𝜀2) + 𝜀1. (13)

1.2.2 设设设计计计滑滑滑动动动流流流形形形

定义变量

𝑠2 = 𝜀2 −𝑅(𝜂2), (14)

取 𝑠2 = 𝜀2 − 𝑅(𝜂2) = 0作为滑动流形. 当运动限制在

流形上时,服从 𝜀2 = 𝑅(𝜂2).代入式 (12),可得到降阶

系统模型

𝜂̇2 = 𝑓𝑎(𝜂2, 𝑅(𝜂2)). (15)

同理, 𝜀2 = 𝑅(𝜂2)应作为一个控制输入进行设计, 使

系统 (15)渐近稳定,且满足𝑅(0) = 0.

1.2.3 接接接近近近态态态设设设计计计

对式 (14)求导,得

𝑠̇2 = 𝜀̇2 − 𝑅̇(𝜂2) = 𝑓𝑏(𝜂2, 𝜀2) + 𝜀1 − ∂𝑅(𝜂2)

∂𝜂2
𝜂̇2. (16)

设计控制输入

𝜀1 = −𝑓𝑏(𝜂2, 𝜀2) +
∂𝑅(𝜂2)

∂𝜂2
𝑓𝑎(𝜂2, 𝜀2)− ℎ2𝑠2, (17)

其中ℎ2>0. 将控制输入 (17)代入 (16),可以得到 𝑠̇2 =

−ℎ2𝑠2,则该系统是指数稳定的.

1.3 第第第 𝑘次次次降降降阶阶阶

为求 𝜀𝑘−1 = 𝑅(𝜂𝑘−1)使得闭环系统

𝜂̇𝑘−1 = 𝑓𝑎(𝜂𝑘−1, 𝑅(𝜂𝑘−1))

渐近稳定, 对系统进行第 𝑘次降阶.考虑到系统总能

表示为

𝜂̇𝑘−1 = 𝑓𝑎(𝜂𝑘−1, 𝜀𝑘−1) =

𝑓(𝜂𝑘−1) + 𝑔(𝜂𝑘−1)𝜀𝑘−1. (18)

1.3.1 坐坐坐标标标变变变换换换

根据假设 1,作微分同胚变换𝜙(𝜂𝑘−1),变换关系

为 [
𝜀𝑘

𝜂𝑘

]
= 𝜙(𝜂𝑘−1),

𝜀𝑘 ∈ R, 𝜂𝑘 ∈ R𝑛−𝑘,且𝜙(𝜂𝑘−1)满足

∂𝜙(𝜂𝑘−1)

∂𝜂𝑘−1
𝑔(𝜂𝑘−1) =

[
1

0(𝑛−𝑘)×1

]
.

记
∂𝜙(𝜂𝑘−1)

∂𝜂𝑘−1
𝑓(𝜂𝑘−1) =

[
𝑓𝑏(𝜂𝑘, 𝜀𝑘)

𝑓𝑎(𝜂𝑘, 𝜀𝑘)

]
. 对𝜙(𝜂𝑘)求导,

得 [
𝜀̇𝑘

𝜂̇𝑘

]
=

∂𝜙(𝜂𝑘−1)

∂𝜂𝑘−1
𝜂̇𝑘−1 =[

𝑓𝑏(𝜂𝑘, 𝜀𝑘)

𝑓𝑎(𝜂𝑘, 𝜀𝑘)

]
+

[
1

0(𝑛−𝑘)×1

]
𝜀𝑘−1,

则变换后的系统为

𝜂̇𝑘 = 𝑓𝑎(𝜂𝑘, 𝜀𝑘), (19)

𝜀̇𝑘 = 𝑓𝑏(𝜂𝑘, 𝜀𝑘) + 𝜀𝑘−1. (20)

1.3.2 设设设计计计滑滑滑动动动流流流形形形

定义变量

𝑠𝑘 = 𝜀𝑘 −𝑅(𝜂𝑘), (21)

取 𝑠𝑘 = 𝜀𝑘 − 𝑅(𝜂𝑘) = 0作为滑动流形. 当运动限制在

流形上时,服从 𝜀𝑘 = 𝑅(𝜂𝑘). 代入式 (19),可得到降阶

系统模型

𝜂̇𝑘 = 𝑓𝑎(𝜂𝑘, 𝑅(𝜂𝑘)). (22)

同理, 𝜀𝑘 = 𝑅(𝜂𝑘)应作为一个控制输入进行设计, 使

系统 (22)渐近稳定,且满足𝑅(0) = 0.

1.3.3 接接接近近近态态态设设设计计计

对式 (21)求导,得

𝑠̇𝑘 =

𝜀̇𝑘 − 𝑅̇(𝜂𝑘) = 𝑓𝑏(𝜂𝑘, 𝜀𝑘) + 𝜀𝑘−1 − ∂𝑅(𝜂𝑘)

∂𝜂𝑘
𝜂̇𝑘. (23)

设计控制输入

𝜀𝑘−1 =

− 𝑓𝑏(𝜂𝑘, 𝜀𝑘) +
∂𝑅(𝜂𝑘)

∂𝜂𝑘
𝑓𝑎(𝜂𝑘, 𝜀𝑘)− ℎ𝑘𝑠𝑘, (24)

其中ℎ𝑘>0. 将控制输入 (24)代入 (23),可以得到 𝑠̇𝑘=

−ℎ𝑘𝑠𝑘,则该系统是指数稳定的.

1.4 滑滑滑模模模降降降阶阶阶控控控制制制器器器设设设计计计分分分析析析

当 𝑘=𝑛− 1时,即系统已进行了𝑛− 1次降阶,则

𝜂̇𝑛−1 = 𝑓𝑎(𝜂𝑛−1, 𝜀𝑛−1). (25)

其中: 𝜀𝑛−1 ∈ R, 𝜂𝑛−1 ∈ R. 由于系统 (25)是一阶系统,

容易得到控制输入 𝜀𝑛−1 = 𝑅(𝜂𝑛−1), 使得闭环系统

𝜂̇𝑛−1 = 𝑓𝑎(𝜂𝑛−1, 𝑅(𝜂𝑛−1))渐近稳定,从而容易得到当

𝑘 = 𝑛− 2时二阶系统的控制输入

𝜀𝑛−2 =

− 𝑓𝑏(𝜂𝑛−1, 𝜀𝑛−1) +
∂𝑅(𝜂𝑛−1)

∂𝜂𝑛−1
𝑓𝑎(𝜂𝑛−1, 𝜀𝑛−1)−

ℎ𝑛−1𝑠𝑛−1,
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其中ℎ𝑛−1 > 0. 以此类推,可以求得𝑛− 1阶系统的控

制输入 𝜀1 = 𝑅(𝜂1),则初始系统的控制输入𝑢可以由

式 (7)∼ (9)得到. 综上,可以得出以下结论.

定定定理理理 1 对于满足假设 1和假设 2的系统 (1),

利用本文的滑模降阶理论所得到的非线性控制输入

(7)∼ (9)可以确保闭环系统所有信号全局有界, 而且

可以完全抑制外部干扰信号输入和消除抖振,使闭环

系统状态变量渐近稳定.

2 仿仿仿真真真算算算例例例

下面给出一个例子来说明采用本文方法设计的

控制器的控制性能.考虑如下非线性系统:

𝑥̇ =

⎡⎢⎣ 2𝑥2
1 + 𝑥2

𝑥3

𝑥1 − 𝑥3

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣ 0

1

0

⎤⎥⎦ (𝑢+ 𝜇). (26)

其中: 𝑢为控制输入, 𝜇为外部扰动.由式 (26)可得

𝑓(𝑥) = [2𝑥2
1 + 𝑥2 𝑥3 𝑥1 − 𝑥3]

T,

𝑔(𝑥) = [0 1 0]T.

该系统为三阶系统,因此只需进行 2次降阶便可以得

到一阶系统.

第 1次降阶. 取微分同胚变换[
𝜀1

𝜂1

]
= 𝜙(𝑥) = [𝑥2 𝑥1 𝑥3]

T. (27)

其中: 𝜀1 ∈ 𝑅, 𝜂1 ∈ 𝑅2. 可得
∂𝜙(𝑥)

∂𝑥
𝑔(𝑥) = [1 0 0]T,

则假设 1成立,从而

∂𝜙(𝑥)

∂𝑥
𝑓(𝑥) =

[
𝑓𝑏(𝜂1, 𝜀1)

𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1)

]
=

[𝑥3 𝑥2 + 2𝑥2
1 𝑥1 − 𝑥3]

T.

由式 (2)和 (3)可得到变换后的系统为

𝜂̇1 = 𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1) =

[
𝑥2 + 2𝑥2

1

𝑥1 − 𝑥3

]
, (28)

𝜀̇1 = 𝑓𝑏(𝜂1, 𝜀1) + 𝑢+ 𝜇 = 𝑥3 + 𝑢+ 𝜇. (29)

第 2次降阶. 系统 (28)可写为

𝜂̇1 = 𝑓𝑎(𝜂1, 𝜀1) = 𝑓(𝜂1) + 𝑔(𝜂1)𝜀1 =[
2𝜂211

𝜂11 − 𝜂12

]
+

[
1

0

]
𝜀1. (30)

其中: 𝑥2 = 𝜀1, 𝑥1 = 𝜂11, 𝑥3 = 𝜂12. 取微分同胚变换[
𝜀2

𝜂2

]
= 𝜙(𝜂1) = [𝜂11 𝜂12]

T. (31)

其中: 𝜀2 ∈ R, 𝜂2 ∈ R. 可得
∂𝜙(𝜂1)

∂𝜂1
𝑔(𝜂1) = [1 0]T,

则假设 1成立,从而

∂𝜑(𝜂1)

∂𝜂1
𝑓(𝜂1) =

[
𝑓𝑏(𝜂2, 𝜀2)

𝑓𝑎(𝜂2, 𝜀2)

]
= [2𝜂211 𝜂11 − 𝜂12]

T.

由式 (12)和 (13)可得到变换后的系统为

𝜂̇2 = 𝑓𝑎(𝜂2, 𝜀2) = 𝜂11 − 𝜂12, (32)

𝜀̇2 = 𝑓𝑏(𝜂2, 𝜀2) + 𝜀1 = 2𝜂211 + 𝜀1, (33)

其中 𝜀1 = 𝑅(𝜂1)作为一个控制输入进行设计.

为求控制输入 𝜀2 = 𝑅(𝜂2)使得一阶闭环系统 𝜂̇2

= 𝑓𝑎(𝜂2, 𝑅(𝜂2))渐近稳定,系统 (32)可写为

𝜂̇21 = −𝜂21 + 𝜀2. (34)

其中: 𝜂21=𝜂12, 𝜂11=𝜀2. 取 𝜀2 = −𝑝𝜂21, 𝑝+1>0,则系

统 (34)闭环指数稳定,从而𝑅(𝜂2)=−𝑝𝜂21. 取 𝑝=ℎ2=

1,则由式 (17)可得

𝜀1 = −2𝜂211 − 2𝜂11. (35)

通过将式 (35)代入系统 (30)可知此闭环系统指数稳

定,从而𝑅(𝜂1) = −2𝜂211−2𝜂11.取ℎ1 = 1,则由式 (7)∼
(9)可得到初始系统的控制输入为

𝑢 = −2𝑥1 − 3𝑥2 − 𝑥3 − 4𝑥1𝑥2 − 6𝑥2
1 − 8𝑥3

1−
− 𝑏̂ sat(2𝑥1 + 2𝑥2

1 + 𝑥2),

˙̂
𝑏 = 𝑟∣2𝑥1 + 2𝑥2

1 + 𝑥2∣. (36)

在数值仿真中,令初始条件为

𝜂20 = [1], 𝜂10 = [1 1], 𝑥0 = [1 1 1],

𝑟 = 0.01, Δ = 0.01,

外部扰动为𝜇 = sin 𝑡. 仿真结果如图 1∼图 5所示,显

然闭环系统具有良好的稳态性能. 由图 4可以看到,

外部扰动已被完全抑制; 由图 5可以看出, 控制输入

抖振已被完全消除.
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图 1 初始系统降至一阶系统时状态 𝜂21和控制输入 𝜀2
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图 2 初始系统降至二阶系统时系统

状态 𝜂11和 𝜂12的响应曲线
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图 3 初始系统降至二阶系统时控制输入

𝜀1和滑动流形 𝑠2的响应曲线
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图 4 初始系统状态𝑥1, 𝑥2和𝑥3的响应曲线
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图 5 初始系统的控制输入𝑢和滑动流形 𝑠1的响应曲线

3 结结结 论论论

本文基于滑模控制理论对一类非线性仿射系统

提出了一种滑模降阶控制器设计方法. 如果存在合适

的微分同胚变换,则可以利用本文提出的滑模降阶方

法对一个复杂非线性系统进行降阶处理,并通过仿真

结果验证了所提出控制器设计方法的有效性. 与其他

降阶方法相比,本文方法具有如下优点:

1)将一个复杂的高阶系统降阶成低阶系统加以

处理,使问题简化;

2)与传统的降阶方法相比,本方法不损失系统任

何信息;

3)滑动流形的设计具有一般性,适用范围广.
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