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蒸馏稀释感知: 适应性采样下的稀疏检测与估计
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摘 要: 针对稀疏信号采样问题,提出一种改进的适应性采样方法,通过对原始信号的多次观测逐渐筛选出有用信

号,从而提高观测的准确度.该方法增加了一个找回误判分量的机制,弥补了原始方法无法抑制漏检率的缺点. 实验

结果表明,所提出的方法有效地降低了判决器的漏检率,同时保持相同的计算复杂度,且在中等及较小信噪比条件下

性能更优.
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Abstract: For the sparse signal sampling problem, an improved adaptive sampling method is proposed. The proposed

method offsets the drawback of distilled sensing of high non-detection rate. The simulation results show that the proposed

method effectively decreases the estimator’s non-detection rate with commensurate complexity, and show great performance

in the middle and relatively low SNR condition.
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0 引引引 言言言

有效地检测并定位稀疏信号中的非零分量可用

于军事目标探测、医疗诊断等领域,因此长期以来被

学术界广为研究.近年来文献 [1]提出了宽场红外探

索计划 (WISE), 其传感器灵敏度具有上百倍性能提

升, 使得探索外星系较暗的小行星成为可能.该探测

器计划寿命为 10个月,包括 6个月的初次全宇宙扫描

和 3个月的辅助全宇宙扫描, 之后冷冻剂耗尽. 这种

探测器的缺点在于扫描周期长,寿命较短. 为了提高

扫描效率,可在这类探测器内应用适应性采样. 探测

器成像精度与观测时间成正比, 观测时间越长, 系统

开销越大.适应性采样将减小每次观测的时间, 再通

过多次观测来弥补精度损失.在总体开销相同的情况

下, 适应性采样能够获得更大的信噪比,因而能够检

测更弱的信号.

稀疏检测与定位问题可具体描述如下: 令𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑝) ∈ 𝑅𝑝为稀疏向量,其绝大多数的分量

等于零, 且非零分量的位置随机分布.假设观测会引

入高斯加性白噪声,现在的目的是通过对观测信息的

处理,区分出零分量和非零分量,即完成检测与定位.

检测是指确定信号的非零分量,定位是指估计出信号

中非零分量的具体位置.

对于给定的非适应观测信号,一种常见的检测定

位方法是采用定幅值阈值检测. 当信号分量的幅值

超过给定的阈值时, 将该分量判定为非零分量; 若幅

值落在阈值以下,则判定为零分量. 这种硬性阈值判

决方法出现在许多文献中[2-3]. 最近,文献 [4]提出了

一种更为灵活的连续适应性观测过程, 称为蒸馏感

知 (DS).蒸馏感知先用一部分观测开销粗略地观测所

有分量, 剔除一部分最不可能是非零分量的分量; 然

后按上述方式迭代若干次,每次观测的分量仅为上一
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次剔除后剩余的部分;多次观测剔除绝大部分零分量

后进行阈值检测. 多次观测能有效地分配观测资源,

并被应用于许多科学计算与工程实践中,例如在与基

因相关的研究中,常见到两级采样方法[5]和多级采样

方法[6]. 在目标检测中, 通过测量雷达回波信号的幅

值来判定是否检测到目标.多数系统对全局进行等能

量扫描,而多级扫描方法可将能量集中在目标存在的

局部区域.在统计学习中, 适应性采样利用前一次的

观测信息选择当前的采样位置,例如文献 [7]研究了

非参数函数回归问题.

虽然蒸馏感知普遍适用于稀疏信号检测与定位,

但蒸馏感知过于关注稀疏性而忽视了信号其他内在

特性的研究.研究信号相关性将为稀疏检测与定位问

题提供一个解决问题的新角度,这正是被蒸馏感知以

及多数假设检测算法忽略的.

本文在蒸馏感知的基础上,提出一种能够找回被

漏检的非零分量的方法. 该方法在蒸馏过程结束后将

可能的漏检分量放回初始的目录集合,让这些分量再

次等待蒸馏, 本文将这个放回过程称为稀释过程, 改

进的方法被命名为蒸馏稀释感知 (DDS).

1 相相相关关关工工工作作作

为了描述不同阈值检测方案的性能, 引入误检

率 (FDR)和漏检率 (NDR),并作如下定义.

定定定义义义 1 令集合𝑆 := {𝑖 : 𝑥𝑖 ∕= 0}表示信号非零
分量集合; 𝑆 = 𝑆(𝑦)是根据观测值 𝑦对𝑆的估计, 表

示判决后的信号非零分量集合.令误检率

FDR(𝑆) := ∣𝑆∖𝑆∣/∣𝑆∣. (1)

误检率就是错误地被认为是非零分量的个数与

所有被认为是非零分量个数的比值.漏检率

NDR(𝑆) := ∣𝑆∖𝑆∣/∣𝑆∣. (2)

漏检率即是未被检测的非零分量个数与实际的非零

分量个数的比值,其中 ∣ ⋅ ∣表示个数.

与非适应性采样相比,适应性采样的最大不同在

于对样本进行多次观测,每次观测所分配的资源不等.

由于观测将引入噪声,导致分配资源多的一次观测误

差将会小于分配资源少的观测误差,即前者的观测精

度相比后者要高.

蒸馏感知是由Haupt[4,8]提出的一种适应性观测

方法. 假设能够多次观测,依次获得一组带噪声的观

测数据,每次观测模型如下:

𝑦𝑖,𝑗 = 𝑥𝑖 + 𝛾
−1/2
𝑖,𝑗 𝑤𝑖,𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘. (3)

其中: 𝑘为总共存在观测的次数,当前观测次数用 𝑗表

示; 𝑖表示信号的各个分量,该信号共有 𝑝个分量组成;

𝑤𝑖,𝑗
i.i.d∼ 𝒩 (0, 1)表示零均值的单位高斯随机变量. 该

模型的优势在于可以动态调整观测的精度 𝛾𝑖,𝑗 ,根据

先前的观测信息适应性地修改 𝛾𝑖,𝑗的大小,具有更高

的灵活性与自由度.

多次观测在具有灵活性的同时需要观测更多的

分量个数,在带来性能提升的同时也增大了观测资源

开销. 为了能与非适应性观测方法相比较,适应性方

法的总观测开销必须受限. 令𝑅(𝑝)为随着问题规模

增长的函数,精度参数 {𝛾𝑖,𝑗}需要满足
𝑘∑

𝑗=1

𝑝∑
𝑖=1

𝛾𝑖,𝑗 ⩽ 𝑅(𝑝). (4)

当适应性模型被限定𝑅(𝑝) = 𝑝且 𝑘 > 1,即在适应性

模型与非适应性模型总观测精度开销相等时,通过检

测与定位效果能够相互比较适应性和非适应性模型.

定定定理理理 1(蒸馏感知理论) 假设𝑥 ⩾ 0具有 𝑝(1−𝛽)

个非零分量,其中 𝛽 ∈ (0, 1),每个非零分量的幅值为

𝜇(𝑝). 蒸馏感知的观测次数

𝑘 = 𝑘(𝑝) = max{⌈log2 log 𝑝⌉ , 0}+ 2.

按照下式规则将观测资源 𝑝分配给𝑅𝑗 :
𝑘∑

𝑗=1

𝑅𝑗 ⩽ 𝑝, 𝑅𝑗+1/𝑅𝑗 ⩾ 𝛿 > 1/2. (5)

利用蒸馏感知的结果,按照下式估计非零分量:

𝑆DS(𝑦) := {𝑖 ∈ 𝐼𝑘 : 𝑦𝑖,𝑘 >
√

2𝑝/𝑅𝑘}. (6)

性性性质质质 1 若𝜇(𝑝)随着 𝑝趋近无穷大,则随着 𝑝→
∞,有

FDR(𝑆DS)
𝑃→ 0, NDR(𝑆DS)

𝑃→ 0. (7)

若𝜇(𝑝) > max{√4𝑝/𝑅1, 2
√

2𝑝/𝑅𝑘},则有

lim
𝑝→∞

Pr(𝑆DS = ∅) =

{
1, 𝑥 = 0;

0, 𝑥 ∕= 0.
(8)

其中∅表示空集. 定理 1的证明过程可以参考文献[4].

由此可见,只要信号幅值按照以问题规模 𝑝为自

变量的函数增长,蒸馏感知即可确定稀疏信号的非零

分量,而可靠地检测出信号只需要信号幅值超过某个

常数. 蒸馏感知的详细算法参考文献 [4].

2 蒸蒸蒸馏馏馏稀稀稀释释释感感感知知知

蒸馏感知在每次迭代中将所有观测到的负分量

认定为零分量,必定有少量的非零分量由于噪声过大

被观测成负值,进而被错误地认为是零分量, 被漏检

的信号分量永远不可被检测, NDR会随着迭代次数

逐渐增加. 蒸馏感知并未利用信号内在的特性,而多

数实际的信号具有相关性,表现为信号分量间满足一

定的特征,例如一个信号分量与其近邻信号分量的状

态有关,其条件概率分布为

𝑃{𝑥𝑖/𝒩 (𝑥𝑖)}, (9)
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其中𝒩 (⋅)表示自变量的近邻. 假设稀疏信号𝑥 = (𝑥1,

𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑝) ∈ 𝑅𝑝中各分量具有相关性. 若分量𝑥𝑖为

非零, 则其近邻分量有很大的概率为非零; 反之若分

量𝑥𝑖为零,则其近邻为零的概率较大,即

𝑃{𝒩 (𝑥𝑖) = 0/𝑥𝑖 = 0} ≫ 𝑃{𝒩 (𝑥𝑖) ∕= 0/𝑥𝑖 = 0},
𝑃{𝒩 (𝑥𝑖) ∕= 0/𝑥𝑖 ∕= 0} ≫ 𝑃{𝒩 (𝑥𝑖) = 0/𝑥𝑖 ∕= 0}.

(10)

本文认为充分利用信号相关性能能够改善采

样性能,因此提出蒸馏稀释感知理论,其观测模型如

式 (3)所示. 与蒸馏感知方法相同,先用一部分观测开

销粗略地观测所有分量,剔除一部分最不可能是非零

分量的分量; 按上述方式迭代若干次, 每次观测的分

量仅为上一次剔除后剩余的部分. 与蒸馏感知不同之

处为: 1)迭代结束后添加一个稀释过程和一个蒸馏过

程; 2)观测精度分配策略.

稀释过程是指将某些被剔除的零分量重新放入

原集合,再次等待蒸馏过程, 被选中的分量应该尽量

是被错判的非零分量. 根据信号内分量间的相关性,

本文认为非零分量的近邻更可能是非零分量, 因此

稀释过程将所有非零分量的近邻重新标记为非零分

量. 稀释过程的优势在于能找回被误判的非零分量,

从而降低算法漏检率,而蒸馏感知一旦漏检则无法恢

复.在迭代过程结束后, 观测集合内剩余的分量大概

只有
√
𝑝个,进行稀释加蒸馏的过程为算法带来的额

外开销可以忽略.为了与蒸馏感知以及非适应性观测

方法相比较, DDS每次迭代以及增加的蒸馏过程分配

的资源总和需要等于 𝑝.

图 1给出了蒸馏稀释感知方法的一个示例图,观

测目标包含 11个分量,用实心点表示. 令所有分量只

能处于两种状态, 1状态或者 0状态. 假设一开始所

有分量均为非零, 随着迭代的进行逐渐剔除零分量.

图 1中: 图 1(a)是原始信号, 该信号分量间具有相关

性, 表现为非零分量周围更有可能是非零分量, 而零

分量周围更可能是零分量;图 1(b)是经过多次蒸馏迭

代过程后将非零分量中的第 2个分量误判成了零分

量, 其中误判的分量用菱形标记; 图 1(c)是利用邻域

相关性找回了被误判的非零分量,但同时或将两个零

分量添加回非零分量群,其中错误添加的零分量被标

记为菱形. 这种将零分量巡回至非零分量群的过程与

将溶剂添加入蒸馏后溶液的过程类似,因此命名为稀

疏过程. 由于被稀释的溶液不可避免地增加了水分,

需要等待再次蒸馏. DDS方法在稀释过程结束后进行

一次蒸馏过程,用来确保剔除绝大多数在稀疏过程中

添加的零分量.

算法 1描述了DDS过程, 其中𝒩 (⋅)表示自变量
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图 1 蒸馏稀释感知示意图

的近邻. 近邻的选择方式有许多种,且根据实际信号

的结构不同存在差异.根据近邻的邻域范围可以分为

一阶近邻、二阶近邻和多阶近邻. 实际中的选择需要

考虑信号分量间的相关性. 若信号分量𝑥𝑛只与周围

的𝑚个分量相关, 则𝒩 (𝑥𝑛) = {𝑥𝑛±𝑘 : 0 < 𝑘 ⩽ 𝑚}.
根据信号维度结构划分为一维近邻、二维近邻和多

维近邻. 对于向量形式的信号采用一维近邻,对于图

像形式的信号采用二维近邻,对于地震波、空间电磁

波信号则采用多维近邻. 迭代过程会出现将非零分

量误判为零分量的情况,但出现多个连续分量同时误

判的概率极低,被错判的非零分量周围有很大的概率

存在已经被检测出的非零分量, 因此有理由相信稀

释过程能够找回所有被错判的非零分量. 每次观测

的资源开销为𝑅𝑗 ,本组观测的资源预算为𝑅(𝑝),因此

资源分配的总和不能超过本组资源的预算,即需要满

足
𝑘∑

𝑗=1

𝑅𝑗 ⩽ 𝑅(𝑝). 蒸馏过程中的关键步骤在于资源

分配, 如算法 1所示, 资源将不会被分配到已经被排

除的观测点, 其目的是提高资源利用率,蒸馏完成后

的结果如图 1(b)所示; 接着算法进入稀释过程, 通过

恢复邻域的信号找回被误判的非零信号;最后一步的

再次蒸馏是对稀释后信号的再次观测处理,这个步骤

可以重复执行多次. 通过实验发现,执行次数最好能

结合特定问题而决定,本次实验仅执行一次.

算算算法法法 1 蒸馏稀释感知.

输入: 观测数目 𝑘,且需满足
𝑘∑

𝑗=1

𝑅𝑗 ⩽ 𝑅(𝑝).

初始化: 目录集合 𝐼1 ← {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝}.
蒸馏过程如下:

for 𝑗 = 1 to 𝑘 − 1 do

1)资源分配, 𝛾𝑖,𝑗 =

{
𝑅𝑗/∣𝐼𝑗 ∣, 𝑖 ∈ 𝐼𝑗 ;

0, 𝑖 /∈ 𝐼𝑗 .

2)观测, 𝑦𝑖,𝑗 = 𝑥𝑖 + 𝛾−1/2𝑤𝑖,𝑗 , 𝑖 ∈ 𝐼𝑗 .

3)提纯, 𝐼𝑗+1 ← {𝑖 ∈ 𝐼𝑗 : 𝑦𝑖,𝑗 > 0}.
end

稀释过程如下:

𝐼𝑗+1 ← {𝑖 ∈ 𝐼𝑗
∪𝒩 (𝐼𝑗)}.

再次蒸馏过程如下:

1)观测, 𝑦𝑖,𝑘 = 𝑥𝑖 + 𝛾−1/2𝑤𝑖,𝑘, 𝑖 ∈ 𝐼𝑘 .
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2)提纯, 𝐼𝑘+1 ← {𝑖 ∈ 𝐼𝑘 : 𝑦𝑖,𝑘 > 0}.
输出: 目录集合 𝐼𝑘+1, 蒸馏观测量 𝑦𝑘+1 =

{𝑦𝑖,𝑘+1 : 𝑖 ∈ 𝐼𝑘+1}.
3 蒸蒸蒸馏馏馏稀稀稀释释释感感感知知知实实实验验验

下面给出了适应性观测方法与非适应性算法的

实验对比结果, 分别对蒸馏感知方法和DDS方法进

行仿真.

DDS在原来的蒸馏感知的基础上增加了一个稀

释过程和一个蒸馏过程. 额外的稀释过程用于追回被

误判的非零分量. 由于每次迭代仅保留非负观测量,

这意味着当非零分量很少时,每次迭代会大概排除一

半分量. 若每次资源分配稍大于上一次分配资源的

一半,则实际观测的精度将比前一次的高. 根据文献

[4]中的Lemma IV.3.,资源分配需要满足

𝑅𝑗 > 𝑅1(1/2 + 𝜀)𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘, (11)

其中 0 < 𝜀 < 1/2. 根据定理 1,检测判决的阈值与首

次及末次资源分配的均方根成反比,因此首次与末次

的资源分配有必要相等. 蒸馏感知实验采用的资源分

配方案如下:

𝑅𝑗 = (0.75)𝑗−1𝑅1, 𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 − 1;

𝑅1 = 𝑅𝑘; (12)

同时需要满足
𝑘∑

𝑗=1

𝑅𝑗 = 𝑝.

本实验采用与蒸馏感知相同的信号长度 𝑝 = 214,

该信号具有
√
𝑝 = 128个等幅值位置随机的非零分量,

迭代次数 𝑘 = max{⌈log2 log 𝑝⌉ , 0}+ 2,选择一维一阶

近邻的邻域选择方式, 即𝒩 (𝑥𝑛) = {𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛+1}, 进
行DDS的实验与性能分析. 稀释过程将非零分量的

左右邻域的两个信号分量认定为非零分量,其他信号

分量不作修改.观测资源分配方案如下:

𝑅𝑗 = (0.75)𝑗−1𝑅1, 𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 − 2;

𝑅1 = 𝑅𝑘−1 = 𝑅𝑘; (13)

同时需要满足

𝑘∑
𝑗=1

𝑅𝑗 = 𝑝.

本实验以星空图为例, 研究DDS利用信号分量

间相关性的能力. 图 2为一组星空图,由图 2可知,相

比非适应性方法, 蒸馏感知受噪声影响更小, 性能提

升很明显; 但是仔细观察图 2(c)会发现, 白色星球内

部存在不可忽视的黑点, 黑点由漏检造成. 图 2(d)中

星球内部的黑点更少, 其中 SNR = 8. 由此可见, 多

次观测的适应性方法相比非适应性方法具有明显的

优越性. 在蒸馏感知实验结果中,体积较大的白色星

球内部出现了黑点,这些黑点代表被误判为零分量的

非零信号分量. 每次观测都会引入高斯随机噪声,当

噪声在某个非零分量上负值过大时,原来的正信号被

观测为负信号.蒸馏感知迭代时将所有观测为负的分

量全部认定为零分量, 因而会出现剔除正信号的问

题.从图 2中可以直观地发现白色星球内部的黑点为

随机分布,且少有连续黑点群出现. 只要将这些离散

分布的黑点修正为白点即可极大地降低算法漏检率.

DDS正是基于类似信号分量间相关的特性而提出的.

DDS假设先验已知非零分量的周围比零分量的周围

存在非零分量的概率更大,在稀疏过程中更是将所有

非零分量的邻域全部认为是非零分量,从而追回漏检

分量. 图中采用DDS方法观测星空图星球内部的黑

点数明显比采用蒸馏感知观测方法观测星球内部的

黑点数少,并且在原本没有星球的地方没有出现零星

的白色误检点.

(a) !"#$%& (b) '()*+,-.&

(d) /01234
-.567&

(  ) /089:;
+,-.&

c

图 2 星空图

图 3给出了蒸馏感知与DDS在不同 SNR下的

NDR和FDR变化趋势. 实验中对每个 SNR重复进行

10次观测, 取观测平均值作为当前SNR下的FDR和

NDR. 从图 3中可以看出, 当信噪比小于 10时, DDS

方法的NDR明显小于蒸馏感知方法中的NDR, NDR

降低 15%∼30%; 但是当信噪比大于 10时, DDS方法

的NDR没有保持优势, 反而大于蒸馏感知方法的

NDR. 这种性能分界点在 SNR = 10附近发生, 可能

是因为 SNR = 8时的蒸馏感知方法相对非适应性方

法表现出最好的检测率, 而当 SNR > 8时逐渐提高

蒸馏感知的优势不再那么明显. 由于在小信噪比时

会出现大量的漏检, DDS的稀释过程针对漏检问题大

多数恢复的是误判的非零分量;而在大信噪比时漏检

率原本就很低, DDS的稀释过程则是将大量的零分

量恢复为非零分量. 在FDR方面,当信噪比小于 5时,

DDS的 FDR没有蒸馏感知的 FDR小, 原因是小信噪

比下DDS的稀释过程会选中更多的零分量而不是

期待的错判非零分量,不可避免地增大 FDR;而大信

噪比时稀释过程选中的更多的是错判非零分量, 因
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此DDS方法的 FDR与蒸馏感知方法的 FDR同时保

持很小. 综合以上分析,在实际应用中可根据需要达

到的指标动态选择观测方法. 例如在信噪比较小时,

根据具体 FDR和NDR的要求,在蒸馏感知和DDS方

法间选择折中; 在信噪比适中的绝大多数情况, 采

样DDS方法无疑是更好的选择;在信噪比较大时,蒸

馏感知方法更具有优势.
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图 3 DDS与DS性能对比图

4 结结结 论论论

本文针对非适应性方法在灵活性、准确性等方

面存在的问题,研究了适应性采样方法, 并且提出一

种改进的目标检测与估计方案. 本文的贡献具体表

现在: 根据适应性采样的思想, 在蒸馏感知的基础

上, 提出DDS稀疏检测与估计算法, 并通过实验比

较了DDS方法与其他采样观测方法的性能, 对比分

析了适应性采样的优缺点. 实验发现, 适应性观测

方法在相同信噪比的情况下比非适应性采样具有更

小的误检率和漏检率; 在中等大小信噪比的情况下,

DDS算法比蒸馏感知算法更具有优势.

进一步的工作将围绕以下几点展开:

1)进一步完善适应性采样理论,寻找理论上蒸馏

感知的界. 近年来陆续有文章讨论了蒸馏感知算法的

性能极限, 给出了各种性能界, 例如文献 [8], 但蒸馏

感知到底能够检测出多弱的信号并没有得到理论上

的完善.

2)除了相关性之外,尝试利用其他的信号内在特

征, 用于提升蒸馏感知算法的性能.本文以信号相关

性为例证实了利用信号内在特征能够提升蒸馏感知

算法的性能,这是一个新的开端, 未来的工作可以研

究其他的信号特征,例如结构特征对适应性算法性能

的改善.
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