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摘 要: 讨论一类时滞离散时间切换系统的𝐻∞滤波器的设计问题. 首先, 当所有子系统都稳定时, 基于切换

Lyapunov函数和 Finsler引理,得到了滤波误差系统渐近稳定且具有指定的𝐻∞性能指标 𝛾的充分条件,即使切换系

统的每个子系统均不稳定,通过利用多Lyapunov函数方法和依赖状态的切换技术仍能保证切换系统稳定;然后,设

计了𝐻∞滤波器,并得到滤波误差系统满足指定的𝐻∞性能指标 𝛾的充分条件;最后,通过数值算例验证了所提出方

法的有效性.
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Abstract: The problem of 𝐻∞ filtering for a class of discrete-time switched systems with delays is considered. When all the

subsystems are stable, a sufficient condition for the asymptotic stability with the prescribed 𝐻∞ performance 𝛾 of filtering

error systems is obtained based on switched Lyapunov function technique and Finsler lemma. Though each subsystem of

the switched system is not stable, a stable switched system can be guaranteed by utilizing multiple Lyapunov functions

method and state-dependent switching technique. Then, a desired 𝐻∞ filter can be designed and a sufficient condition with

prescribed 𝐻∞ performance 𝛾 of filtering error systems is obtained. Finally, a numerical example is provided to demonstrate

the effectiveness of the proposed design method.
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1 引引引 言言言

切换系统是混杂动态系统中颇具代表性的一类

系统.它在机器人控制[1]、信号处理[2]、网络控制[3]等

很多实际系统中有着十分广泛的应用, 且由于切换

系统的研究方法和结果可以为一般混杂系统的研

究提供理论和方法上的借鉴和启示, 使得切换系统

的研究倍受重视[4-9]. 尤其是近些年来, 人们对切换

系统的数学建模、稳定分析和控制设计问题都进行

了深入的研究.文献 [4]利用多Lyapunov函数方法给

出了切换系统稳定性的结果. 文献 [5]定义了一种

拓广的多Lyapunov函数方法, 放松了在切换点处对

Lyapunov函数值非增的要求, 并基于该方法, 研究

了一类非线性切换系统的稳定性问题和𝐿2-增益

性能. 针对离散时间切换系统, 文献 [6]提出了切换

Lyapunov函数方法, 并利用该方法研究了离散时间

切换系统的稳定性和控制综合问题.文献 [10]给出了

最大域函数切换策略, 结合多Lyapunov函数讨论了

一类连续时间线性切换系统的切换镇定问题. 此外,
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还有平均驻留时间方法[11-13]、分段Lyapunov函数方

法[14]等. 当切换信号依赖于系统状态时,离散时间切

换系统在发生切换时与连续时间切换系统的情况不

同,前者不一定是在切换面上发生切换,这使得已有

的一些关于连续切换系统的方法和结果不能简单地

直接用于离散切换系统上, 因此, 关于离散时间切换

系统的切换镇定问题变得非常复杂. 文献 [15]利用最

大域函数切换策略研究了离散时间线性切换系统的

切换镇定问题和 𝑙2增益性能.关于切换系统更加全面

的阐述,可以参见文献 [16-18].

对于一个实际系统,其状态在某种程度上一般都

将受到噪声的干扰, 要获得真实信号,需要通过滤波

的方法. 𝐻∞滤波方法在实际中得到了广泛的应用.

关于切换系统的𝐻∞滤波问题已有不少成果[19-26]. 利

用切换Lyapunov函数方法和LMI技术, 文献 [27]为

一类具有状态时滞的离散切换系统设计了𝐻∞滤

波器. 通过引入新的矩阵变量, 减少了设计的保守

性. 基于平均驻留时间方法, 文献 [28]得到了异步滤

波器存在的条件, 并设计出模型依赖的全阶滤波器.

对于时滞离散时间切换系统, 文献 [29]通过选取一

个新的Lyapunov-Krasovskii函数,利用切换Lyapunov

函数方法和线性化技术,设计了时滞依赖𝐻∞滤波器.

以上这些文献几乎都是考虑在所有子系统均是稳定

的或可镇定的情况下,得到稳定的滤波误差动态. 那

么对于每个子系统都不稳定或不可镇定的离散时间

切换系统是否也能得到一个稳定的滤波误差动态？

本文回答了这个问题.但关于这方面的研究结果却鲜

有报道,这是本文研究的动机之一.

本文针对具有状态时滞的离散时间切换系统的

𝐻∞滤波器的设计问题进行了研究. 首先利用切换

Lyapunov函数方法, 当所有子系统都稳定时, 在任意

切换律下得到了滤波误差系统渐近稳定且具有指定

的𝐻∞性能指标 𝛾的充分条件. 通过求解LMIs设计

出了𝐻∞滤波器. 然后, 基于多Lyapunov函数方法,

对于一个所有子系统均可以不稳定的切换系统,通过

设计一个适当的依赖系统状态的切换律来保证切换

系统渐近稳定, 进而设计出𝐻∞滤波器, 使得到的滤

波误差系统满足指定的𝐻∞性能指标 𝛾的充分条件.

2 问问问题题题描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识

考虑下面时滞离散时间切换系统:⎧⎨⎩
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝜎(𝑘)𝑥𝑘 +𝐴𝑑𝜎(𝑘)𝑥𝑘−𝑑 +𝐵𝜎(𝑘)𝜔(𝑘),

𝑦𝑘 = 𝐶𝜎(𝑘)𝑥𝑘 + 𝐶𝑑𝜎(𝑘)𝑥𝑘−𝑑 +𝐷𝜎(𝑘)𝜔(𝑘),

𝑧𝑘 = 𝐺𝜎(𝑘)𝑥𝑘.

(1)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛是状态向量, 𝑦𝑘 ∈ 𝑅𝑟是测量输出向量,

𝑧𝑘 ∈ 𝑅𝑞是待估计的信号向量; 𝜔𝑘 ∈ 𝑅𝑝是扰动输入

向量,满足𝜔𝑘 ∈ 𝑙2[0,∞);正整数 𝑑表示已知的状态时

滞; 𝜎(𝑘) : [0,+∞) → 𝑀 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}是切换信号;

𝐴𝑖, 𝐴𝑑𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝐶𝑑𝑖, 𝐷𝑖, 𝐺𝑖是适当维数的实常矩阵.

本文设计如下的滤波器:{
𝑥̂𝑘+1 = 𝐴𝑓𝜎(𝑘)𝑥̂𝑘 +𝐵𝑓𝜎(𝑘)𝑦𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐶𝑓𝜎(𝑘)𝑥̂𝑘.
(2)

其中: 𝑥̂𝑘 ∈ 𝑅𝑛, 𝑧𝑘 ∈ 𝑅𝑞及𝐴𝑓𝜎(𝑘), 𝐵𝑓𝜎(𝑘), 𝐶𝑓𝜎(𝑘)是

将要被设计的.

由系统 (1)和滤波器 (2),可以得到如下的滤波误

差系统:{
𝑥̃𝑘+1 = 𝐴𝜎(𝑘)𝑥̃𝑘 +𝐴𝑑𝜎(𝑘)𝑥̃𝑘−𝑑 + 𝐵̃𝜎(𝑘)𝜔𝑘,

𝑒𝑘 = 𝐶𝜎(𝑘)𝑥̃𝑘.
(3)

其中

𝑥̃𝑘 = [ 𝑥T
𝑘 𝑥̂T

𝑘
]T, 𝑒𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘,

𝐴𝜎(𝑘) =

[
𝐴𝜎(𝑘) 0

𝐵𝑓 𝜎(𝑘)𝐶𝜎(𝑘) 𝐴𝑓 𝜎(𝑘)

]
,

𝐵̃𝜎(𝑘) =

[
𝐵𝜎(𝑘)

𝐵𝑓 𝜎(𝑘)𝐷𝜎(𝑘)

]
,

𝐴𝑑𝜎(𝑘) =

[
𝐴𝑑𝜎(𝑘) 0

𝐵𝑓 𝜎(𝑘)𝐶𝑑𝜎(𝑘) 0

]
,

𝐶𝜎(𝑘) = [ 𝐺𝜎(𝑘) −𝐶𝑓 𝜎(𝑘) ].

本文的任务可描述为: 给定切换系统 (1)和𝐻∞
性能指标 𝛾 > 0, 分别针对系统 (1)的每个子系统均

稳定和每个子系统均可以不稳定的情形, 分别设计

𝐻∞滤波器 (2), 在任意切换律和所设计的依赖于状

态的切换律𝜎(𝑥𝑘)作用下,分别都能保证滤波误差系

统 (3)渐近稳定且具有指定的𝐻∞性能指标 𝛾.

下面给出本文要用到的引理.

引引引理理理 1 (Finsler引理)[22] 假设 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, 𝑃 = 𝑃T

∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐻 ∈ 𝑅𝑚×𝑛且 rank(𝐻) = 𝑟 < 𝑛,则下面的命

题是等价的:

1) 𝜉T𝑃𝜉 < 0, ∀𝐻𝜉 = 0, 𝜉 ∕= 0;

2) ∃𝑋 ∈ 𝑅𝑛×𝑚 : 𝑃 +𝑋𝐻 +𝐻T𝑋T < 0.

引引引理理理 2[15] 如果对于每一个𝑥 ∈ 𝑅𝑛,有
𝑁∑
𝑖=1

𝜃𝑖𝑥
T𝑄𝑖𝑥 ⩾ 0, 则

𝑁∪
𝑖=1

Ω𝑖 = 𝑅𝑛.

其中: 𝜃𝑖 ⩾ 0, 𝑖 ∈ 𝑀, Ω𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛∣𝑥T𝑄𝑖𝑥 ⩾ 0}, 𝑄𝑖

是对称矩阵.

3 主主主要要要结结结果果果

本节首先利用切换Lyapunov函数方法, 在任意

切换律下, 推导出𝐻∞滤波器存在的条件. 所设计的

滤波器能满足相应的滤波误差系统渐近稳定且具有

指定的𝐻∞性能指标 𝛾.

定义指标函数𝛼(𝑘) = [𝛼1(𝑘), 𝛼2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑁 (𝑘)]T,

且满足
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𝛼𝑖(𝑘) =

{
1, 𝜎(𝑘) = 𝑖;

0, otherwise.

则滤波误差系统 (3)可以写成如下形式:⎧⎨⎩

𝑥̃𝑘+1 =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝐴𝑖𝑥̃𝑘 +

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝐴𝑑𝑖𝑥̃𝑘−𝑑+

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝐵̃𝑖𝜔𝑘,

𝑒𝑘 =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝐶𝑖𝑥̃𝑘.

(4)

定定定理理理 1 给定性能指标 𝛾 > 0,如果存在对称矩

阵𝑃𝑖 > 0, 𝑃𝑗 > 0, 𝑄𝑖 > 0, 𝑄𝑙 > 0 (𝑖, 𝑗, 𝑙 ∈ 𝑀)及矩

阵𝐺𝑖𝑖, 𝐹𝑖𝑖,使得如下矩阵不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜗11
𝑖𝑗 0 𝜏13𝑖 𝐺𝑖𝑖𝐵̃𝑖 𝐺𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

(𝜏13𝑖 )T 𝐶T
𝑖 𝜗33

𝑖 𝐹𝑖𝑖𝐵̃𝑖 𝐹𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖

𝐵̃T
𝑖 𝐺

T
𝑖𝑖 0 𝐵̃T

𝑖 𝐹
T
𝑖𝑖 −𝛾2𝐼 0

𝐴T
𝑑𝑖𝐺

T
𝑖𝑖 0 𝐴T

𝑑𝑖𝐹
T
𝑖𝑖 0 −𝑄𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (5)

则滤波误差系统 (4)渐近稳定且具有指定的𝐻∞性能

指标 𝛾. 其中: 𝜗11
𝑖𝑗 = 𝑃𝑗 − 𝐺𝑖𝑖 − 𝐺T

𝑖𝑖, 𝜏
13
𝑖 = 𝐺𝑖𝑖𝐴𝑖 −

𝐹T
𝑖𝑖 , 𝜗

33
𝑖 = −𝑃𝑖 +𝑄𝑖 + 𝐹𝑖𝑖𝐴𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐹
T
𝑖𝑖 .

证证证明明明 首先考虑滤波误差系统 (4)的渐近稳定

性. 当𝜔𝑘 = 0时,滤波误差系统 (4)变为

𝑥̃𝑘+1 =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝐴𝑖𝑥̃𝑘 +

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝐴𝑑𝑖𝑥̃𝑘−𝑑. (6)

定义Lyapunov函数

𝑉𝑘 =

𝑥̃T
𝑘

( 𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝑃𝑖

)
𝑥̃𝑘 +

𝑘−1∑
𝑠=𝑘−𝑑

𝑥̃T
𝑠

( 𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑠)𝑄𝑖

)
𝑥̃𝑠,

则

Δ𝑉 (𝑘) =

𝑥̃T
𝑘+1

( 𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘 + 1)𝑃𝑖

)
𝑥̃𝑘+1−

𝑥̃T
𝑘

( 𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝑃𝑖

)
𝑥̃𝑘 + 𝑥̃T

𝑘

( 𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝑄𝑖

)
𝑥̃𝑘−

𝑥̃T
𝑘−𝑑

( 𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘 − 𝑑)𝑄𝑖

)
𝑥̃𝑘−𝑑 =

𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑗 𝑥̃𝑘+1 − 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘 + 𝑥̃T
𝑘𝑄𝑖𝑥̃𝑘 − 𝑥̃T

𝑘−𝑑𝑄𝑙𝑥̃𝑘−𝑑.

其中

𝑃𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝑃𝑖, 𝑃𝑗 =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘 + 1)𝑃𝑖,

𝑄𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘)𝑄𝑖, 𝑄𝑙 =

𝑁∑
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑘 − 𝑑)𝑄𝑖.

对不等式 (5)进行合同变换,可得

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜗11
𝑖𝑗 𝜏13𝑖 0 𝐺𝑖𝑖𝐵̃𝑖 𝐺𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖

(𝜏13𝑖 )T 𝜗33
𝑖 𝐶T

𝑖 𝐹𝑖𝑖𝐵̃𝑖 𝐹𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖

0 𝐶𝑖 −𝐼 0 0

𝐵̃T
𝑖 𝐺

T
𝑖𝑖 𝐵̃T

𝑖 𝐹
T
𝑖𝑖 0 −𝛾2𝐼 0

𝐴T
𝑑𝑖𝐺

T
𝑖𝑖 𝐴T

𝑑𝑖𝐹
T
𝑖𝑖 0 0 −𝑄𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (7)

显然,由式 (7)有

𝑃 +𝑋𝐻 +𝐻T𝑋T < 0, (8)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎣ 𝑃𝑗 0 0

0 −𝑃𝑖 +𝑄𝑖 0

0 0 −𝑄𝑙

⎤⎥⎦ , 𝑋 =

⎡⎢⎣ 𝐺𝑖𝑖

𝐹𝑖𝑖

0

⎤⎥⎦ ,

𝐻 = [ −𝐼 𝐴𝑖 𝐴𝑑𝑖 ].

而

𝐻𝜉 = [ −𝐼 𝐴𝑖 𝐴𝑑𝑖 ]

⎡⎢⎣ 𝑥̃𝑘+1

𝑥̃𝑘

𝑥̃𝑘−𝑑

⎤⎥⎦ = 0.

根据 Finsler引理, 若不等式 (8)成立, 则对于所有的 𝜉

∕= 0, 𝐻𝜉 = 0, 𝜉T𝑃𝜉 < 0一定成立,即

𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑗 𝑥̃𝑘+1 + 𝑥̃T

𝑘 (−𝑃𝑖 +𝑄𝑖)𝑥̃𝑘 − 𝑥̃T
𝑘−𝑑𝑄𝑙𝑥̃𝑘−𝑑 < 0,

∀(𝑖, 𝑗, 𝑙) ∈ 𝑀, (9)

所以Δ𝑉𝑘 < 0. 根据Lyapunov稳定性理论,滤波误差

系统 (4)渐近稳定.

下面考虑滤波误差系统 (4)的𝐻∞性能. 将不等

式 (5)写成如下形式:

𝑃 +𝑋𝐻 +𝐻T𝑋T < 0. (10)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑃𝑗 0 0 0 0

0 𝐼 0 0 0

0 0 −𝑃𝑖 +𝑄𝑖 0 0

0 0 0 −𝛾2𝐼 0

0 0 0 0 −𝑄𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐺𝑖𝑖 0

0 𝐼

𝐹𝑖𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐻 =

[
−𝐼 0 𝐴𝑖 𝐵̃𝑖 𝐴𝑑𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

]
.

而

𝐻𝜉 =

[
−𝐼 0 𝐴𝑖 𝐵̃𝑖 𝐴𝑑𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥̃𝑘+1

𝑒𝑘

𝑥̃𝑘

𝜔𝑘

𝑥̃𝑘−𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0.

同理,由 Finsler引理知
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𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑗 𝑥̃𝑘+1 + 𝑥̃T

𝑘 (−𝑃𝑖 +𝑄𝑖)𝑥̃𝑘−
𝑥̃T
𝑘−𝑑𝑄𝑙𝑥̃𝑘−𝑑 − 𝛾2𝜔T

𝑘 𝜔𝑘 + 𝑒T𝑘 𝑒𝑘 < 0 (11)

一定成立. 显然Δ𝑉𝑘 < 𝛾2𝜔T
𝑘 𝜔𝑘 − 𝑒T𝑘 𝑒𝑘.

对上式两端同时关于指标 𝑘从 0到∞求和, 则

在零初始条件 𝑥̃(0) = 0下, 对于任意𝜔𝑘 ∈ 𝑙2[0,∞),

不等式 0 ⩽ 𝑉 (∞) < 𝛾2

∞∑
𝑘=0

𝜔T
𝑘 𝜔𝑘 −

∞∑
𝑘=0

𝑒T𝑘 𝑒𝑘成立,

即 ∥𝑒𝑘∥2 < 𝛾∥𝜔𝑘∥2 . 因此,滤波误差系统 (4)满足𝐻∞
性能. □

定理 1中的条件 (5)不是LMI形式, 因此不容易

利用Matlab求解. 下面的定理中,运用分解矩阵的方

法,条件 (5)被转化成容易求解的LMI形式;同时给出

了𝐻∞滤波器的参数矩阵.

定定定理理理 2 给定性能指标 𝛾 > 0,如果存在对称矩

阵𝑃𝑖11 > 0, 𝑃𝑖22 > 0, 𝑃𝑗11 > 0, 𝑃𝑗22 > 0, 𝑄𝑖11 > 0,

𝑄𝑖22 > 0, 𝑄𝑙11 > 0, 𝑄𝑙22 > 0及矩阵𝑃𝑖12, 𝑃𝑗12, 𝑄𝑖12,

𝑄𝑙12, 𝐺𝑖11, 𝐺𝑖21, 𝐺𝑖2, 𝐹𝑖11, 𝐹𝑖21, 𝐴𝑓𝑖, 𝐵̂𝑓𝑖, 𝐶𝑓𝑖(∀(𝑖, 𝑗,
𝑙) ∈ 𝑀)满足LMIs⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜋11 0 𝜋13 𝜋14 𝜋15

0 −𝐼 𝜋23 0 0

𝜋T
13 𝜋T

23 𝜋33 𝜋34 𝜋35

𝜋T
14 0 𝜋T

34 −𝛾2𝐼 0

𝜋T
15 0 𝜋T

35 0 𝜋55

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (12)

则存在形如式 (2)的滤波器使得滤波误差系统 (4)渐

近稳定且具有指定的𝐻∞性能指标 𝛾. 滤波器的参数

矩阵可由下式求得:

𝐴𝑓𝑖 = 𝐺−1
𝑖2 𝐴𝑓𝑖, 𝐵𝑓𝑖 = 𝐺−1

𝑖2 𝐵̂𝑓𝑖, 𝐶𝑓𝑖 = 𝐶𝑓𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝑀.

其中

𝜋11 =

[
𝑃𝑗11 −𝐺𝑖11 −𝐺T

𝑖11 𝑃𝑗12 −𝐺𝑖2 −𝐺T
𝑖21

𝑃T
𝑗12 −𝐺𝑖21 −𝐺T

𝑖2 𝑃𝑗22 −𝐺𝑖2 −𝐺T
𝑖2

]
,

𝜋13 =

[
𝐺𝑖11𝐴𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖 − 𝐹T

𝑖11 𝐴𝑓𝑖 − 𝐹T
𝑖21

𝐺𝑖21𝐴𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖 −𝐺T
𝑖2 𝐴𝑓𝑖 −𝐺T

𝑖2

]
,

𝜋14 =

[
𝐺𝑖11𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

𝐺𝑖21𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

]
,

𝜋15 =

[
𝐺𝑖11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 0

𝐺𝑖21𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 0

]
,

𝜋23 = [ 𝐺𝑖 −𝐶𝑓𝑖 ], 𝜋33 =

[
𝜌11 𝜌12

𝜌T12 𝜌22

]
,

𝜋34 =

[
𝐹𝑖11𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

𝐹𝑖21𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

]
,

𝜋35 =

[
𝐹𝑖11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 0

𝐹𝑖21𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 0

]
,

𝜋55 =

[
−𝑄𝑙11 −𝑄𝑙12

−𝑄T
𝑙12 −𝑄𝑙22

]
,

𝜌11 = 𝐹𝑖11𝐴𝑖 +𝐴T
𝑖 𝐹

T
𝑖11 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T−
𝑃𝑖11 +𝑄𝑖11,

𝜌12 = 𝐴𝑓𝑖 +𝐴T
𝑖 𝐹

T
𝑖21 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T − 𝑃𝑖12 +𝑄𝑖12,

𝜌22 = 𝐴𝑓𝑖 +𝐴T
𝑓𝑖 − 𝑃𝑖22 +𝑄𝑖22.

证证证明明明 将Lyapunov矩阵𝑃𝑖, 𝑃𝑗 , 𝑄𝑖, 𝑄𝑙写成块

矩阵形式

𝑃𝑖 =

[
𝑃𝑖11 𝑃𝑖12

𝑃T
𝑖12 𝑃𝑖22

]
, 𝑃𝑗 =

[
𝑃𝑗11 𝑃𝑗12

𝑃T
𝑗12 𝑃𝑗22

]
,

𝑄𝑖 =

[
𝑄𝑖11 𝑄𝑖12

𝑄T
𝑖12 𝑄𝑖22

]
, 𝑄𝑙 =

[
𝑄𝑙11 𝑄𝑙12

𝑄T
𝑙12 𝑄𝑙22

]
,

∀(𝑖, 𝑗, 𝑙) ∈ 𝑀. (13)

其中: 𝑃𝑖11 = 𝑃T
𝑖11 > 0, 𝑃𝑖22 = 𝑃T

𝑖22 > 0, 𝑄𝑖11 =

𝑄T
𝑖11 > 0, 𝑄𝑖22 = 𝑄T

𝑖22 > 0.

受文献 [30]启发, 松弛变量𝐺𝑖𝑖和𝐹𝑖𝑖取如下结

构:

𝐺𝑖𝑖 =

[
𝐺𝑖11 𝐺𝑖2

𝐺𝑖21 𝐺𝑖2

]
, 𝐹𝑖𝑖 =

[
𝐹𝑖11 𝐺𝑖2

𝐹𝑖21 𝐺𝑖2

]
. (14)

令𝐺𝑖2𝐴𝑓𝑖 = 𝐴𝑓𝑖, 𝐺𝑖2𝐵𝑓𝑖 = 𝐵̂𝑓𝑖, 将式 (13)和 (14)代

入 (5)即可得式 (12). □

注注注 1 与已有结果[27]相比较, 定理 2给出的

𝐻∞滤波器的设计条件引入了更多的松弛矩阵变

量,这些松弛变量可以使得LMIs更容易存在可行解.

然而, 如果一个切换系统的每个子系统均不稳

定,是否也能设计出一个稳定的𝐻∞滤波器? 下面的

定理讨论了这个问题. 首先利用多Lyapunov函数方

法设计一个适当的切换律以保证切换系统渐近稳定;

然后对稳定的切换系统设计𝐻∞滤波器.

定定定理理理 3 给定性能指标 𝛾 > 0, 常数𝜇𝑖 ⩾ 0,

𝜇𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝜃𝑖 ⩾ 0, 如果存在对称矩阵𝑃𝑖 > 0, 𝑃𝑗 > 0,

𝑆 > 0, 矩阵𝐺𝑖𝑖, 𝐹𝑖𝑖, 𝐻𝑖𝑖, 𝑀𝑖𝑖, 𝐺𝑖𝑗 , 𝐹𝑖𝑗 , 𝐻𝑖𝑗 , 𝑀𝑖𝑗以

及具有如下结构:

𝑄𝑖 =

[
𝑄𝑖11 𝑄12

𝑄T
12 𝑄22

]
, 𝑄𝑗 =

[
𝑄𝑗11 𝑄12

𝑄T
12 𝑄22

]
的对称矩阵𝑄𝑖, 𝑄𝑗使得不等式 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑀, 𝑖 ∕= 𝑗)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜏11𝑖 0 𝜏13𝑖 𝜏14𝑖 𝜏15𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

(𝜏13𝑖 )T 𝐶T
𝑖 𝜏33𝑖 𝜏34𝑖 𝜏35𝑖

(𝜏14𝑖 )T 0 (𝜏34𝑖 )T 𝜏44𝑖 𝜏45𝑖

(𝜏15𝑖 )T 0 (𝜏35𝑖 )T (𝜏45𝑖 )T 𝜏55𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (15)
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𝜏11𝑖𝑗 0 𝜏13𝑖𝑗 𝜏14𝑖𝑗 𝜏15𝑖𝑗

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

(𝜏13𝑖𝑗 )
T 𝐶T

𝑖 𝜏33𝑖𝑗 𝜏34𝑖𝑗 𝜏35𝑖𝑗

(𝜏14𝑖𝑗 )
T 0 (𝜏34𝑖𝑗 )

T 𝜏44𝑖𝑗 𝜏45𝑖𝑗

(𝜏15𝑖𝑗 )
T 0 (𝜏35𝑖𝑗 )

T (𝜏45𝑖𝑗 )
T 𝜏55𝑖𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩽ 0, (16)

𝑁∑
𝑖=1

𝜃𝑖𝑄𝑖 ⩾ 0 (17)

成立,则在切换律

𝜎(𝑥𝑘) = arg{max
𝑖∈𝑀

𝑥T
𝑘𝑄𝑖11𝑥𝑘} (18)

的作用下, 滤波误差系统 (3)渐近稳定且具有指定的

𝐻∞性能指标 𝛾. 其中

𝜏11𝑖 = 𝑃𝑖 −𝐺𝑖𝑖 −𝐺T
𝑖𝑖, 𝜏

13
𝑖 = 𝐺𝑖𝑖𝐴𝑖 − 𝐹T

𝑖𝑖 ,

𝜏14𝑖 = 𝐺𝑖𝑖𝐵̃𝑖 −𝑀T
𝑖𝑖 , 𝜏

15
𝑖 = 𝐺𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖 −𝐻T

𝑖𝑖 ,

𝜏33𝑖 = −𝑃𝑖 + 𝜇𝑖𝑄𝑖 + 𝑆 + 𝐹𝑖𝑖𝐴𝑖 +𝐴T
𝑖 𝐹

T
𝑖𝑖 ,

𝜏34𝑖 = 𝐹𝑖𝑖𝐵̃𝑖 +𝐴T
𝑖 𝑀

T
𝑖𝑖 , 𝜏

35
𝑖 = 𝐹𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐻
T
𝑖𝑖 ,

𝜏44𝑖 = −𝛾2𝐼 +𝑀𝑖𝑖𝐵̃𝑖 + 𝐵̃T
𝑖 𝑀

T
𝑖𝑖 ,

𝜏45𝑖 = 𝑀𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̃T
𝑖 𝐻

T
𝑖𝑖 ,

𝜏55𝑖 = 𝐻𝑖𝑖𝐴𝑑𝑖 +𝐴T
𝑑𝑖𝐻

T
𝑖𝑖 − 𝑆,

𝜏11𝑖𝑗 = 𝑃𝑗 −𝐺𝑖𝑗 −𝐺T
𝑖𝑗 + 𝜇𝑖𝑗𝑄𝑗 , 𝜏

13
𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗𝐴𝑖 − 𝐹T

𝑖𝑗 ,

𝜏14𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗𝐵̃𝑖 −𝑀T
𝑖𝑗 , 𝜏

15
𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗𝐴𝑑𝑖 −𝐻T

𝑖𝑗 ,

𝜏33𝑖𝑗 = −𝑃𝑖 + 𝜇𝑖𝑗𝑄𝑖 + 𝑆 + 𝐹𝑖𝑗𝐴𝑖 +𝐴T
𝑖 𝐹

T
𝑖𝑗 ,

𝜏34𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗𝐵̃𝑖 +𝐴T
𝑖 𝑀

T
𝑖𝑗 , 𝜏

35
𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗𝐴𝑑𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐻
T
𝑖𝑗 ,

𝜏44𝑖𝑗 = −𝛾2𝐼 +𝑀𝑖𝑗𝐵̃𝑖 + 𝐵̃T
𝑖 𝑀

T
𝑖𝑗 ,

𝜏45𝑖𝑗 = 𝑀𝑖𝑗𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̃T
𝑖 𝐻

T
𝑖𝑗 ,

𝜏55𝑖𝑗 = 𝐻𝑖𝑗𝐴𝑑𝑖 +𝐴T
𝑑𝑖𝐻

T
𝑖𝑗 − 𝑆.

证证证明明明 由𝜇𝑖 ⩾ 0和S-procedure引理知, 式 (15)

成立,则可得如下结论:

当 𝜉T

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 𝑄𝑖 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝜉 ⩾ 0, 且 𝜉 ∕= 0时, 有下

式成立:

𝜉T

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜏11𝑖 0 𝜏13𝑖 𝜏14𝑖 𝜏15𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

(𝜏13𝑖 )T 𝐶T
𝑖 𝜏33𝑖 − 𝜇𝑖𝑄𝑖 𝜏34𝑖 𝜏35𝑖

(𝜏14𝑖 )T 0 (𝜏34𝑖 )T 𝜏44𝑖 𝜏45𝑖

(𝜏15𝑖 )T 0 (𝜏35𝑖 )T (𝜏45𝑖 )T 𝜏55𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝜉 < 0,

(19)

其中 𝜉 = [ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T.

令Ω𝑖 = {𝑥̃𝑘 ∈ 𝑅𝑛
∣∣ 𝑥̃T

𝑘 𝑄𝑖𝑥̃𝑘 ⩾ 0},根据引理 2及

定理 3中的式 (17)可知,
𝑁∪
𝑖=1

Ω𝑖 = 𝑅𝑛. 因为 𝑥̃T
𝑘𝑄𝑖𝑥̃𝑘 =

𝑥T
𝑘𝑄𝑖11𝑥𝑘 + 𝑥̂T

𝑘𝑄
T
12𝑥𝑘 + 𝑥T

𝑘𝑄12𝑥̂𝑘 + 𝑥̂T
𝑘𝑄22𝑥̂𝑘,所以

max
𝑖∈𝑀

{𝑥̃T
𝑘𝑄𝑖𝑥̃𝑘} =

max
𝑖∈𝑀

{𝑥T
𝑘𝑄𝑖11𝑥𝑘}+ 𝑥̂T

𝑘𝑄
T
12𝑥𝑘 + 𝑥T

𝑘𝑄12𝑥̂𝑘 + 𝑥̂T
𝑘𝑄22𝑥̂𝑘.

显然,由式 (18)知,切换律满足

𝜎(𝑥𝑘) = argmax
𝑖∈𝑀

{𝑥T
𝑘𝑄𝑖11𝑥𝑘} =

argmax
𝑖∈𝑀

{𝑥̃T
𝑘𝑄𝑖𝑥̃𝑘} = 𝜎(𝑥̃𝑘).

如果𝜎(𝑥𝑘) = argmax
𝑖∈𝑀

{𝑥T
𝑘𝑄𝑖11𝑥𝑘} = 𝑖, 则此时 𝑥̃𝑘 ∈

Ω𝑖,即第 𝑖个子系统被激活.

当 𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖时,选择Lyapunov函数

𝑉𝑖(𝑥̃𝑘) = 𝑥̃T
𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘 +

𝑘−1∑
𝑠=𝑘−𝑑

𝑥̃T
𝑠 𝑆 𝑥̃𝑠, (20)

则

Δ𝑉𝑖(𝑥̃𝑘) = 𝑉𝑖(𝑥̃𝑘+1)− 𝑉𝑖(𝑥̃𝑘) =

𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑖𝑥̃𝑘+1 +

𝑘∑
𝑠=𝑘+1−𝑑

𝑥̃T
𝑠 𝑆 𝑥̃𝑠−

𝑥̃T
𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘 −

𝑘−1∑
𝑠=𝑘−𝑑

𝑥̃T
𝑠 𝑆 𝑥̃𝑠 =

𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑖𝑥̃𝑘+1 − 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘+

𝑥̃T
𝑘 𝑆 𝑥̃𝑘 − 𝑥̃T

𝑘−𝑑𝑆 𝑥̃𝑘−𝑑. (21)

首先, 考虑滤波误差系统 (3)的渐近稳定性. 当𝜔𝑘 =

0时,由式 (19)可得

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑥̃T

𝑘 𝑥̃T
𝑘−𝑑

](𝑃 +𝑋𝐻 +𝐻T𝑋T)×
[ 𝑥̃T

𝑘+1 𝑥̃T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T < 0, (22)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖 0 0

0 −𝑃𝑖 + 𝑆 0

0 0 −𝑆

⎤⎥⎦ , 𝑋 =

⎡⎢⎣ 𝐺𝑖𝑖

𝐹𝑖𝑖

𝐻𝑖𝑖

⎤⎥⎦ ,

𝐻 = [ −𝐼 𝐴𝑖 𝐴𝑑𝑖 ].

而

𝐻𝜉 = [ −𝐼 𝐴𝑖 𝐴𝑑𝑖 ]

⎡⎢⎣ 𝑥̃𝑘+1

𝑥̃𝑘

𝑥̃𝑘−𝑑

⎤⎥⎦ = 0.

由 Finsler引理可知, 若式 (22)成立, 则对于所有

的 𝜉 ∕= 0, 𝐻𝜉 = 0, 𝜉T𝑃𝜉 < 0一定成立,即

𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑖𝑥̃𝑘+1 − 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘 + 𝑥̃T
𝑘 𝑆 𝑥̃𝑘 − 𝑥̃T

𝑘−𝑑𝑆 𝑥̃𝑘−𝑑 < 0.

因此,当 𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖时, Δ𝑉𝑖(𝑥̃𝑘) < 0.

假设在 𝑘+1时刻发生切换,由第 𝑖个子系统切换

到第 𝑗个子系统,即 𝑥̃𝑘+1 ∈ Ω𝑗 , 𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖,而
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𝑉𝑗(𝑥̃𝑘+1)− 𝑉𝑖(𝑥̃𝑘) =

𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑗 𝑥̃𝑘+1 − 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘−
𝑘−1∑

𝑠=𝑘−𝑑

𝑥̃T
𝑠 𝑆 𝑥̃𝑠 +

𝑘∑
𝑠=𝑘+1−𝑑

𝑥̃T
𝑠 𝑆 𝑥̃𝑠 =

𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑗 𝑥̃𝑘+1 − 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘 + 𝑥̃T
𝑘 𝑆 𝑥̃𝑘 − 𝑥̃T

𝑘−𝑑𝑆 𝑥̃𝑘−𝑑.

(23)

同理, 由𝜇𝑖𝑗 ⩾ 0和S-procedure引理知, 式 (16)成立,

则可得如下结论:

当 𝜉T

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑄𝑗 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 𝑄𝑖 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝜉 ⩾ 0,且 𝜉 ∕= 0时,有下

式成立:

𝜉T

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜏11𝑖𝑗 − 𝜇𝑖𝑗𝑄𝑗 0 𝜏13𝑖𝑗 𝜏14𝑖𝑗 𝜏15𝑖𝑗

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

(𝜏13𝑖𝑗 )
T 𝐶T

𝑖 𝜏33𝑖𝑗 − 𝜇𝑖𝑗𝑄𝑖 𝜏34𝑖𝑗 𝜏35𝑖𝑗

(𝜏14𝑖𝑗 )
T 0 (𝜏34𝑖𝑗 )

T 𝜏44𝑖𝑗 𝜏45𝑖𝑗

(𝜏15𝑖𝑗 )
T 0 (𝜏35𝑖𝑗 )

T (𝜏45𝑖𝑗 )
T 𝜏55𝑖𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝜉

⩽ 0, (24)

其中 𝜉 = [ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T.

当𝜔𝑘 = 0时,由式 (24)可得

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑥̃T

𝑘 𝑥̃T
𝑘−𝑑

](𝑃 +𝑋𝐻 +𝐻T𝑋T)×
[ 𝑥̃T

𝑘+1 𝑥̃T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T ⩽ 0, (25)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎣ 𝑃𝑗 0 0

0 −𝑃𝑖 + 𝑆 0

0 0 −𝑆

⎤⎥⎦ , 𝑋 =

⎡⎢⎣ 𝐺𝑖𝑗

𝐹𝑖𝑗

𝐻𝑖𝑗

⎤⎥⎦ ,

𝐻 = [ −𝐼 𝐴𝑖 𝐴𝑑𝑖 ].

而

𝐻𝜉 = [ −𝐼 𝐴𝑖 𝐴𝑑𝑖 ]

⎡⎢⎣ 𝑥̃𝑘+1

𝑥̃𝑘

𝑥̃𝑘−𝑑

⎤⎥⎦ = 0.

由 Finsler引理可知, 𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑗 𝑥̃𝑘+1 − 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘 +

𝑥̃T
𝑘 𝑆 𝑥̃𝑘−𝑥̃T

𝑘−𝑑𝑆 𝑥̃𝑘−𝑑 ⩽ 0一定成立.因此, 𝑉𝑗(𝑥̃𝑘+1) ⩽
𝑉𝑖(𝑥̃𝑘), 𝑥̃𝑘+1 ∈ Ω𝑗 , 𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖. 故当𝜔𝑘 = 0时, 滤波误

差系统 (3)是渐近稳定的.

下面考虑滤波误差系统 (3)的𝐻∞性能. 将式

(19)写成如下等价形式:

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
](𝑃 +𝑋𝐻 +𝐻T𝑋T)×

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T < 0, (26)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑃𝑖 0 0 0 0

0 𝐼 0 0 0

0 0 −𝑃𝑖 + 𝑆 0 0

0 0 0 −𝛾2𝐼 0

0 0 0 0 −𝑆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐺𝑖𝑖 0

0 𝐼

𝐹𝑖𝑖 0

𝑀𝑖𝑖 0

𝐻𝑖𝑖 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐻 =

[
−𝐼 0 𝐴𝑖 𝐵̃𝑖 𝐴𝑑𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

]
.

而

𝐻𝜉 =

[
−𝐼 0 𝐴𝑖 𝐵̃𝑖 𝐴𝑑𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

]
×

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T = 0.

则 𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑖𝑥̃𝑘+1+𝑒T𝑘 𝑒𝑘− 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘+ 𝑥̃T
𝑘 𝑆 𝑥̃𝑘−𝛾2𝜔T

𝑘 𝜔𝑘−
𝑥̃T
𝑘−𝑑𝑆 𝑥̃𝑘−𝑑 < 0一定成立. 因此,当 𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖时

Δ𝑉𝑖(𝑥̃𝑘) < 𝛾2𝜔T
𝑘 𝜔𝑘 − 𝑒T𝑘 𝑒𝑘.

对上式两端同时关于指标 𝑘从 0到∞求和,则在

零初始条件 𝑥̃(0) = 0下, 对于任意𝜔𝑘 ∈ 𝑙2[0, ∞), 不

等式 0 ⩽ 𝑉𝑖(∞) < 𝛾2

∞∑
𝑘=0

𝜔T
𝑘 𝜔𝑘 −

∞∑
𝑘=0

𝑒T𝑘 𝑒𝑘成立, 即

当 𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖时, ∥𝑒𝑘∥2 < 𝛾∥𝜔𝑘∥2.

类似地,式 (24)可以等价写成

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
](𝑃 +𝑋𝐻 +𝐻T𝑋T)×

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T ⩽ 0, (27)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑃𝑗 0 0 0 0

0 𝐼 0 0 0

0 0 −𝑃𝑖 + 𝑆 0 0

0 0 0 −𝛾2𝐼 0

0 0 0 0 −𝑆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐺𝑖𝑗 0

0 𝐼

𝐹𝑖𝑗 0

𝑀𝑖𝑗 0

𝐻𝑖𝑗 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐻 =

[
−𝐼 0 𝐴𝑖 𝐵̃𝑖 𝐴𝑑𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

]
.

而

𝐻𝜉 =

[
−𝐼 0 𝐴𝑖 𝐵̃𝑖 𝐴𝑑𝑖

0 −𝐼 𝐶𝑖 0 0

]
×

[ 𝑥̃T
𝑘+1 𝑒T𝑘 𝑥̃T

𝑘 𝜔T
𝑘 𝑥̃T

𝑘−𝑑
]T = 0.

则 𝑥̃T
𝑘+1𝑃𝑗 𝑥̃𝑘+1 − 𝑥̃T

𝑘 𝑃𝑖𝑥̃𝑘 + 𝑥̃T
𝑘 𝑆 𝑥̃𝑘 − 𝑥̃T

𝑘−𝑑𝑆 𝑥̃𝑘−𝑑 +

𝑒T𝑘 𝑒𝑘 − 𝛾2𝜔T
𝑘 𝜔𝑘 ⩽ 0一定成立. 因此, 当 𝑥̃𝑘+1 ∈ Ω𝑗 ,

𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖时, 𝑉𝑗(𝑥̃𝑘+1)− 𝑉𝑖(𝑥̃𝑘) ⩽ 𝛾2𝜔T
𝑘 𝜔𝑘 − 𝑒T𝑘 𝑒𝑘.

同理,当 𝑥̃𝑘+1 ∈ Ω𝑗 , 𝑥̃𝑘 ∈ Ω𝑖时, ∥𝑒𝑘∥2 < 𝛾∥𝜔𝑘∥2,
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故滤波误差系统 (3)在切换律𝜎(𝑥𝑘)作用下渐近稳定

且具有指定的𝐻∞性能指标 𝛾. □

同上文的方法, 可将条件 (15), (16)转化成容易

求解的LMI形式,并且给出𝐻∞滤波器的参数矩阵.

定定定理理理 4 给定性能指标 𝛾 > 0及常数𝜇𝑖 ⩾ 0,

𝜇𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝜃𝑖 ⩾ 0 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑀, 𝑖 ∕= 𝑗), 如果存在对称矩

阵𝑃𝑖11 > 0, 𝑃𝑖22 > 0, 𝑃𝑗11 > 0, 𝑃𝑗22 > 0, 𝑆11 > 0,

𝑆22 > 0, 对称矩阵𝑄𝑖11, 𝑄𝑗11, 𝑄22及矩阵𝑃𝑖12, 𝑃𝑗12,

𝑆12, 𝑄12, 𝐺𝑖11, 𝐺𝑖21, 𝐹𝑖11, 𝐹𝑖21, 𝐻𝑖11, 𝐻𝑖21, 𝑀𝑖11,

𝐺𝑖2, 𝐺𝑖𝑗11, 𝐺𝑖𝑗21, 𝐹𝑖𝑗11, 𝐹𝑖𝑗21, 𝐻𝑖𝑗11, 𝐻𝑖𝑗21, 𝑀𝑖𝑗11使

得LMIs⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜑11
𝑖 0 𝜋13 𝜑14

𝑖 𝜑15
𝑖

0 −𝐼 𝜋23 0 0

𝜋T
13 𝜋T

23 𝜑33
𝑖 𝜑34

𝑖 𝜑35
𝑖

(𝜑14
𝑖 )T 0 (𝜑34

𝑖 )T −𝛾2𝐼 + 𝜑44
𝑖 𝜑45

𝑖

(𝜑15
𝑖 )T 0 (𝜑35

𝑖 )T (𝜑45
𝑖 )T 𝜑55

𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (28)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜍11𝑖𝑗 0 𝜍13𝑖𝑗 𝜍14𝑖𝑗 𝜍15𝑖𝑗

0 −𝐼 𝜋23 0 0

(𝜍13𝑖𝑗 )
T 𝜋T

23 𝜍33𝑖𝑗 𝜍34𝑖𝑗 𝜍35𝑖𝑗

(𝜍14𝑖𝑗 )
T 0 (𝜍34𝑖𝑗 )

T −𝛾2𝐼 + 𝜍44𝑖𝑗 𝜍45𝑖𝑗

(𝜍15𝑖𝑗 )
T 0 (𝜍35𝑖𝑗 )

T (𝜍45𝑖𝑗 )
T 𝜍55𝑖𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩽ 0, (29)

𝑁∑
𝑖=1

𝜃𝑖𝑄𝑖 ⩾ 0 (30)

成立,则在切换律 (18)作用下,滤波误差系统 (3)渐近

稳定且具有指定的𝐻∞性能指标 𝛾. 此外, 滤波器的

参数矩阵可由下式求得:

𝐴𝑓𝑖 = 𝐺−1
𝑖2 𝐴𝑓𝑖, 𝐵𝑓𝑖 = 𝐺−1

𝑖2 𝐵̂𝑓𝑖,

𝐶𝑓𝑖 = 𝐶𝑓𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝑀.

其中

𝜑11
𝑖 =

[
𝑃𝑖11 −𝐺𝑖11 −𝐺T

𝑖11 𝑃𝑖12 −𝐺𝑖2 −𝐺T
𝑖21

𝑃T
𝑖12 −𝐺𝑖21 −𝐺T

𝑖2 𝑃𝑖22 −𝐺𝑖2 −𝐺T
𝑖2

]
,

𝜑14
𝑖

=

[
𝐺𝑖11𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖 −𝑀T

𝑖11

𝐺𝑖21𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

]
,

𝜑15
𝑖

=

[
𝐺𝑖11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 −𝐻T

𝑖11 −𝐻T
𝑖21

𝐺𝑖21𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 −𝐺T
𝑖2 −𝐺T

𝑖2

]
,

𝜑33
𝑖 =

[
𝜐11
𝑖 𝜐12

𝑖

(𝜐12
𝑖 )T 𝜐22

𝑖

]
,

𝜑34
𝑖 =

[
𝐹𝑖11𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖 +𝐴T

𝑖 𝑀
T
𝑖11

𝐹𝑖21𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

]
,

𝜑35
𝑖

=

[
Δ11

𝑖 Δ12
𝑖

Δ21
𝑖 𝐴T

𝑓𝑖

]
, 𝜑44

𝑖 = 𝑀𝑖11𝐵𝑖 + (𝑀𝑖11𝐵𝑖)
T,

𝜑45
𝑖 = [ ∇11

𝑖 ∇12
𝑖 ], 𝜑55

𝑖
=

[
𝜅11
𝑖 𝜅12

𝑖

(𝜅12
𝑖 )T −𝑆22

]
,

𝜍11𝑖𝑗 =

[
𝜈11𝑖𝑗 𝜈12𝑖𝑗

(𝜈12𝑖𝑗 )
T 𝜈22𝑖𝑗

]
,

𝜍13𝑖𝑗 =

[
𝐺𝑖𝑗11𝐴𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖 − 𝐹T

𝑖𝑗11 𝐴𝑓𝑖 − 𝐹T
𝑖𝑗21

𝐺𝑖𝑗21𝐴𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖 −𝐺T
𝑖2 𝐴𝑓𝑖 −𝐺T

𝑖2

]
,

𝜍14
𝑖𝑗

=

[
𝐺𝑖𝑗11𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖 −𝑀T

𝑖𝑗11

𝐺𝑖𝑗21𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

]
,

𝜍15
𝑖𝑗

=

[
𝐺𝑖𝑗11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 −𝐻T

𝑖𝑗11 −𝐻T
𝑖𝑗21

𝐺𝑖𝑗21𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 −𝐺T
𝑖2 −𝐺T

𝑖2

]
,

𝜍33𝑖𝑗 =

[
𝜐11
𝑖𝑗 𝜐12

𝑖𝑗

(𝜐12
𝑖𝑗 )

T 𝜐22
𝑖𝑗

]
,

𝜍34𝑖𝑗 =

[
𝐹𝑖𝑗11𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖 +𝐴T

𝑖 𝑀
T
𝑖𝑗11

𝐹𝑖𝑗21𝐵𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖

]
,

𝜍35
𝑖𝑗

=

[
Δ11

𝑖𝑗 Δ12
𝑖𝑗

Δ21
𝑖𝑗 𝐴T

𝑓𝑖

]
, 𝜍44𝑖𝑗 = 𝑀𝑖𝑗11𝐵𝑖 + (𝑀𝑖𝑗11𝐵𝑖)

T,

𝜍45𝑖𝑗 = [ ∇11
𝑖𝑗 ∇12

𝑖𝑗 ], 𝜍55
𝑖𝑗

=

[
𝜅11
𝑖𝑗 𝜅12

𝑖𝑗

(𝜅12
𝑖𝑗 )

T −𝑆22

]
,

𝜐11
𝑖 = 𝐹𝑖11𝐴𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐹
T
𝑖11 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T−
𝑃𝑖11 + 𝑆11 + 𝜇𝑖𝑄𝑖11,

𝜐12
𝑖 = 𝐴𝑓𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐹
T
𝑖21 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T − 𝑃𝑖12+

𝑆12 + 𝜇𝑖𝑄12,

𝜐22
𝑖 = 𝐴𝑓𝑖 +𝐴T

𝑓𝑖 − 𝑃𝑖22 + 𝑆22 + 𝜇𝑖𝑄22,

Δ11
𝑖 = 𝐹𝑖11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐻
T
𝑖11 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T,

Δ12
𝑖 = 𝐴T

𝑖 𝐻
T
𝑖21 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T,

Δ21
𝑖 = 𝐹𝑖21𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 +𝐴T

𝑓𝑖,

∇11
𝑖 = 𝐵T

𝑖 𝐻
T
𝑖11 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖)

T +𝑀𝑖11𝐴𝑑𝑖,

∇12
𝑖 = 𝐵T

𝑖 𝐻
T
𝑖21 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖)

T,

𝜅11
𝑖 = 𝐻𝑖11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 + (𝐻𝑖11𝐴𝑑𝑖)

T+

(𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖)
T − 𝑆11,

𝜅12
𝑖 = (𝐻𝑖21𝐴𝑑𝑖)

T + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖)
T − 𝑆12,

𝜈11𝑖𝑗 = 𝑃𝑗11 −𝐺𝑖𝑗11 −𝐺T
𝑖𝑗11 + 𝜇𝑖𝑗𝑄𝑗11,

𝜈12𝑖𝑗 = 𝑃𝑗12 −𝐺𝑖2 −𝐺T
𝑖𝑗21 + 𝜇𝑖𝑗𝑄12,

𝜈22𝑖𝑗 = 𝑃𝑗22 −𝐺𝑖2 −𝐺T
𝑖2 + 𝜇𝑖𝑗𝑄22,

𝜐11
𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗11𝐴𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐹
T
𝑖𝑗11 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖+

(𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)
T − 𝑃𝑖11 + 𝑆11 + 𝜇𝑖𝑗𝑄𝑖11,

𝜐12
𝑖𝑗 = 𝐴𝑓𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐹
T
𝑖𝑗21 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T−
𝑃𝑖12 + 𝑆12 + 𝜇𝑖𝑗𝑄12,

𝜐22
𝑖𝑗 = 𝐴𝑓𝑖 +𝐴T

𝑓𝑖 − 𝑃𝑖22 + 𝑆22 + 𝜇𝑖𝑗𝑄22,

Δ11
𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 +𝐴T

𝑖 𝐻
T
𝑖𝑗11 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T,

Δ12
𝑖𝑗 = 𝐴T

𝑖 𝐻
T
𝑖𝑗21 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑖)

T,

Δ21
𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗21𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 +𝐴T

𝑓𝑖,
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∇11
𝑖𝑗 = 𝐵T

𝑖 𝐻
T
𝑖𝑗11 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖)

T +𝑀𝑖𝑗11𝐴𝑑𝑖,

∇12
𝑖𝑗 = 𝐵T

𝑖 𝐻
T
𝑖𝑗21 + (𝐵̂𝑓𝑖𝐷𝑖)

T,

𝜅11
𝑖𝑗 = 𝐻𝑖𝑗11𝐴𝑑𝑖 + 𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖 + (𝐻𝑖𝑗11𝐴𝑑𝑖)

T+

(𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖)
T − 𝑆11,

𝜅12
𝑖𝑗 = (𝐻𝑖𝑗21𝐴𝑑𝑖)

T + (𝐵̂𝑓𝑖𝐶𝑑𝑖)
T − 𝑆12.

证证证明明明 将对称正定矩阵𝑃𝑖, 𝑃𝑗 , 𝑆 写成块矩阵形

式

𝑃𝑖 =

[
𝑃𝑖11 𝑃𝑖12

𝑃T
𝑖12 𝑃𝑖22

]
, 𝑃𝑗 =

[
𝑃𝑗11 𝑃𝑗12

𝑃T
𝑗12 𝑃𝑗22

]
,

𝑆 =

[
𝑆11 𝑆12

𝑆T
12 𝑆22

]
.

其中: 𝑃𝑖11 = 𝑃T
𝑖11 > 0, 𝑃𝑖22 = 𝑃T

𝑖22 > 0, 𝑆11 = 𝑆T
11 >

0, 𝑆22 = 𝑆T
22 > 0.

松弛矩阵变量𝐺𝑖𝑖, 𝐹𝑖𝑖, 𝐻𝑖𝑖, 𝑀𝑖𝑖, 𝐺𝑖𝑗 , 𝐹𝑖𝑗 , 𝐻𝑖𝑗 ,

𝑀𝑖𝑗取如下结构:

𝐺𝑖𝑖 =

[
𝐺𝑖11 𝐺𝑖2

𝐺𝑖21 𝐺𝑖2

]
, 𝐹𝑖𝑖 =

[
𝐹𝑖11 𝐺𝑖2

𝐹𝑖21 𝐺𝑖2

]
,

𝐻𝑖𝑖 =

[
𝐻𝑖11 𝐺𝑖2

𝐻𝑖21 𝐺𝑖2

]
, 𝑀𝑖𝑖 = [ 𝑀𝑖11 0 ],

𝐺𝑖𝑗 =

[
𝐺𝑖𝑗11 𝐺𝑖2

𝐺𝑖𝑗21 𝐺𝑖2

]
, 𝐹𝑖𝑗 =

[
𝐹𝑖𝑗11 𝐺𝑖2

𝐹𝑖𝑗21 𝐺𝑖2

]
,

𝐻𝑖𝑗 =

[
𝐻𝑖𝑗11 𝐺𝑖2

𝐻𝑖𝑗21 𝐺𝑖2

]
, 𝑀𝑖𝑗 = [ 𝑀𝑖𝑗11 0 ].

令𝐺𝑖2𝐴𝑓𝑖 = 𝐴𝑓𝑖, 𝐺𝑖2𝐵𝑓𝑖 = 𝐵̂𝑓𝑖, 类似于定理 2的证

明即可得证. □

注注注 2 文献 [24, 27, 29]均是采用切换Lyapunov

函数方法,要求系统矩阵𝐴𝑖必须是稳定的;而本文主

要结果的后半部分内容是利用多Lyapunov函数方法,

不要求系统矩阵𝐴𝑖必须是稳定的. 因此,定理 4可用

于已有设计方法失效的情况.

4 数数数值值值例例例子子子

考虑具有两个子系统的时滞离散切换系统 (1),

系统参数分别为

𝐴1 =

[
1.4 1.5

0 −0.35

]
, 𝐴𝑑1 =

[
0.035 0

−0.1 −0.25

]
,

𝐵1 =

[
0.44

−0.4

]
, 𝐶1 = [ 0.39 0.25 ],

𝐶𝑑1 = [ 0.03 0 ], 𝐷1 = 0.04, 𝐺1 = [ 0.24 0.13 ],

𝐴2 =

[
−1.2 0

0.8 0.1

]
, 𝐴𝑑2 =

[
0.06 −0.1

0 0.16

]
,

𝐵2 =

[
0.1

−1

]
, 𝐶2 = [ −0.19 0.17 ],

𝐶𝑑2 = [ 0 0.018 ], 𝐷2 = 0.016, 𝐺2 = [ 0.2 0.1 ].

本文的目标是设计一个依赖系统状态的切换

律𝜎(𝑥𝑘)和形如式 (2)的滤波器,使滤波误差系统渐近

稳定且具有指定的𝐻∞性能指标 𝛾.

给定𝐻∞性能指标 𝛾 = 0.55. 通过Matlab求解

LMIs (28), (29)和 (30),可得滤波器的参数矩阵

𝐴𝑓1 =

[
−0.571 0 0.054 1

0.030 5 −0.764 4

]
, 𝐵𝑓1 =

[
−5.442 1

−0.509 3

]
,

𝐶𝑓1 =
[
−0.040 8 −0.009 0

]
,

𝐴𝑓2 =

[
−0.226 2 −0.065 2

−0.066 9 −0.001 1

]
, 𝐵𝑓2 =

[
−0.777 2

0.445 1

]
,

𝐶𝑓2 = [ 0.090 6 0.053 1 ].

注意到系统 (1)中的𝐴1和𝐴2显然是不稳定的.

文献 [24, 27]给出的方法对该例子无效, 而本文给出

的第 2种设计方法是有效的. 由定理 4,在所设计的切

换律

𝜎(𝑥𝑘) =

{
1, 𝑥T

𝑘 (𝑄111 −𝑄211)𝑥𝑘 ⩾ 0;

2, 𝑥T
𝑘 (𝑄211 −𝑄111)𝑥𝑘 ⩾ 0

(31)

的作用下,可以得到一个稳定的滤波误差动态. 仿真

结果见图 1和图 2.其中:初始条件𝑥(0) = [17, −12]T,

𝑥̂(0) = [0, 0]T, 噪声信号为𝜔(𝑘) = 1/(𝑘 + 2) ∈ 𝑙2(0,

∞]. 图 3为滤波误差 𝑒(𝑘) = 𝑧(𝑘) − 𝑧(𝑘)的仿真结果.

图 4是相应的切换信号.

从图 1∼图 3的仿真曲线可以看出,在所设计的

切换律 (31)作用下,滤波误差系统渐近稳定且满足指

定的𝐻∞性能指标 𝛾.
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图 3 误差 𝑒(𝑘)的响应
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图 4 切换信号𝜎(𝑥𝑘)

5 结结结 论论论

本文研究了一类具有状态时滞的离散切换系统

的𝐻∞滤波器的设计问题. 分别利用切换Lyapunov

函数方法和多Lyapunov函数方法并结合Finsler引

理, 在任意切换律和所设计的切换律下分别得到了

均能保证滤波误差切换系统渐近稳定且具有指定

的𝐻∞性能指标 𝛾的充分条件;并基于LMI技术分别

得到了𝐻∞滤波器的增益矩阵. 此外, 本文的结果可

以推广到系统含有范数有界或是线性分式形式的参

数不确定的时滞线性离散时间切换系统中.
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