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摘 要: 针对一类同时具有变时滞和连续分布时滞的分布参数系统的状态反馈控制问题进行了研究,通过选择适当

的Lyapunov-Krasovskii函数,采用线性矩阵不等式 (LMI)方法,得到了变时滞闭环系统渐近稳定的一个充分条件.设

计了无记忆的状态反馈控制器,使得在一个正定矩阵存在的条件下,闭环系统是可镇定的,从而得到了常时滞分布参

数系统可镇定的一个推论.最后,通过一个数值仿真例子说明了所给出设计方法的可行性和有效性.
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Abstract: The problem of state feedback control design is investigated for a class of distributed parameter systems with

both time-varying delay and continuous distributed time-delay. By selecting an appropriate Lyapunov-Krasovskii function, a

sufficient condition is obtained to guarantee the asymptotical stability of the closed-loop system with time-varying delay by

using a linear matrix inequality(LMI) approach. A memoryless state feedback controller is designed, such that the closed-

loop system is stable when a positive matrix exists. Thus, a corollary of stabilization is established for the case of constant

time-delay. Finally, a numerical simulation example is given to illustrate the feasibility and effectivity of the proposed

method.
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0 引引引 言言言

时间滞后 (简称时滞)现象普遍存在于机械、化

工、电子、通讯和网络等实际工程系统中,例如,机械

传输系统中的物料传送过程具有时滞,而时滞往往影

响系统的动态性能,甚至导致系统失稳. 多年来关于

时滞系统的控制研究一直受到广大学者的关注. 由

于分布参数系统广泛的应用性[1-4], 使得对具有时滞

的分布参数控制系统的研究成为近年来控制界学者

主要关注的问题之一, 为时滞分布参数系统寻找一

种实用且有效的控制方法更是控制领域中的热点课

题,并且对时滞分布参数控制系统的稳定及镇定性的

研究已有了一些研究成果[5-11],研究方法主要采用辅

助函数法和状态函数法. 文献 [5, 9]利用辅助函数方

法分别研究了由多个变时滞与不确定分布参数系统

所导出的滑动模方程的指数渐近稳定性问题, 但该

方法具有一定的保守性; 文献 [6]针对常时滞、多个

常时滞及多个变时滞的分布参数控制系统, 通过构

造Lyapunov函数, 利用线性矩阵不等式方法给出了

分布参数系统稳定的充分条件, 该方法适用范围较

大;文献 [7]利用推广的向量Hanalay微分不等式研究

了变时滞分布参数系统的全局指数稳定性,该方法保

守性大, 实用性少, 控制器设计复杂且不易实现; 文

献 [8]研究了反馈控制器对不确定时滞分布参数系统

的鲁棒控制;文献 [10]研究了一类不确定时滞分布参

数系统的指数稳定性;文献 [11]研究了一类不确定时
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滞分布参数切换系统的反馈镇定问题,但未涉及到分

布时滞的情形. 目前,分布参数控制系统的控制器设

计问题主要采用滑模变结构控制方法,但变结构控制

有一个无法克服的困难,即难以避免的抖动现象.然

而,从客观事实来看,分布时滞更能反映事物的本质,

如文献 [12]提出的材料热加工与人类的变迁模型都

是具有分布时滞的抛物型系统,而且具有分布时滞的

抛物型系统包含了𝑛个时滞的控制系统, 因此, 对分

布时滞系统的进一步研究无论在理论还是在工程实

际上都具有重要的意义.

关于分布时滞系统, 文献 [13-14]对集中参数系

统进行了研究; 文献 [15]讨论了具有分布时滞的抛

物型系统的振动性; 文献 [16-17]分别讨论了一种特

殊的具有分布时滞的抛物型系统的镇定性,但 [16]中

的研究是以算子半群理论为工具设计的控制器, 这

给工程实际应用带来一定的困难, [17]中利用推广

的Hanalay微分不等式和Dini导数等不等式方法, 运

用比较原理导出了系统的镇定性条件;文献 [18]给出

了无记忆功能的变结构控制器的设计方案,但设计过

程相当复杂,且该类控制器的设计在一定程度上增加

了控制系统的保守性, 也不易于普遍使用.上述研究

都没有涉及到变时滞的情形,而且得到的控制器比较

复杂,很难实现.

本文针对一类同时具有变时滞与连续分布时

滞的分布参数系统的状态反馈控制问题, 通过选择

适当的Lyapunov-Krasovskii函数,采用线性矩阵不等

式 (LMI)的方法, 设计无记忆的状态反馈控制器, 将

系统的镇定问题转化为线性矩阵不等式 (LMI)的可

行解问题,使得闭环系统在存在一个要求的反馈增益

矩阵的条件下是可镇定的;将本文所得到的变时滞抛

物型系统的结果与前人研究的常时滞的抛物型系统

的有关结论进行了比较, 比较结果说明, 本文的结果

解决实际问题的范围明显增大了. 最后通过一个仿真

实例表明了所给出的设计方法的可行性和有效性.

1 问问问题题题描描描述述述及及及主主主要要要引引引理理理

考虑如下一类同时具有变时滞与分布时滞的分

布参数系统的反馈控制问题:

∂𝒘(𝑥, 𝑡)/∂𝑡 =

𝐷Δ𝒘(𝑥, 𝑡) +𝐴𝒘(𝑥, 𝑡) +𝐴d1𝒘(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))+

𝐴d2

w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠+𝐵𝒖(𝑥, 𝑡). (1)

其中: (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × ℜ+, Ω = {𝑥∣∥𝑥∥ < ℎ, ℎ = Const.>

0} ∈ ℜ𝑙是具有光滑边界 ∂Ω的有界区域, 并且mesΩ

> 0; 𝒘(𝑥, 𝑡) ∈ ℜ𝑛为系统的状态向量函数; 𝒖(𝑥, 𝑡) ∈
ℜ𝑚为系统的控制向量函数; 𝐷> 0且为常数; 𝐴,𝐴d1 ,

𝐴d2 ∈ ℜ𝑛×𝑛为定常矩阵;系统的状态时滞 𝜏1(𝑡), 𝜏2(𝑡)

为时变有界的连续函数, 且满足 0 < 𝜏1(𝑡) ⩽ 𝜏1,

0 < 𝜏2(𝑡) ⩽ 𝜏2, 𝜏1(𝑡) ⩽ 𝛼 < 1, 𝜏2(𝑡) ⩽ 𝛽 < 1,这里 𝜏1,

𝜏2, 𝛼, 𝛽均为已知的正实常数, 记 𝜏 = max {𝜏1, 𝜏2};

Δ =

𝑚∑
𝑖=1

∂2

∂𝑥2
𝑖

为Ω上的Laplace扩散算子. 其相应的

初边界条件为

𝒘(𝑥, 𝑡) = 𝝍(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ [−𝜏, 0]; (2)

∂𝒘(𝑥, 𝑡)/∂n = 0, 𝒘(𝑥, 𝑡) = 0,

(𝑥, 𝑡) ∈ ∂Ω × [−𝜏,+∞). (3)

其中: n为 ∂Ω上的单位外法向量, 𝝍(𝑥, 𝑡)为适当的光

滑函数.

引引引理理理 1[19] 设Ω ⊂ ℜ𝑛是边界 ∂Ω光滑的有界区

域, n为 ∂Ω的单位外法向量, 𝐺 ⊂ Ω为一光滑子域,

若𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶2(𝐺),则w
𝐺
𝑢Δ𝑣d𝑥 =

w
∂Ω

𝑢
∂𝑣

∂n
d𝑆 −

w
Ω
∇𝑢∇𝑣d𝑥.

其中: ∇表示Hamilton算子, d𝑆表示边界区域的面积

微元.

引引引理理理 2[20] 设𝑈1, 𝑈2, 𝑈3为实矩阵, 且𝑈3为正

定的,则对于任意的一个标量𝛼 > 0,下面的不等式成

立:

𝑈T
2𝑈1 + 𝑈T

1𝑈2 ⩽ 𝛼−1𝑈T
1𝑈

−1
3 𝑈1 + 𝛼𝑈T

2𝑈3𝑈2. (4)

引引引理理理 3[21](Schur补引理) 线性矩阵不等式[
𝑄(𝑥) 𝑆(𝑥)

𝑆T(𝑥) 𝑅(𝑥)

]
< 0

等价于𝑅(𝑥) < 0, 𝑄(𝑥) − 𝑆(𝑥)𝑅−1(𝑥)𝑆T(𝑥) < 0. 其

中: 𝑄T(𝑥) = 𝑄(𝑥), 𝑅T(𝑥) = 𝑅(𝑥).

2 主主主要要要结结结果果果

通过构造合适的Lyapunov-Krasovskii函数,结合

LMI, 由Green公式、矩阵不等式 (4)和 Schur补引理,

并根据Lyapunov稳定性理论, 可以给出所讨论系统

无记忆状态反馈控制器的设计方法以及其状态为渐

近稳定的结果.

定定定理理理 1 关于系统 (1), 对任意给定的正定矩阵

𝑄1, 𝑄2,如果存在正定矩阵𝑋 ,以及矩阵𝑀 ,使得如下

线性矩阵不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ1 𝐴𝑑1 𝐴d2 𝑋 0 0

∗ Φ2 0 0 0 0

∗ ∗ Φ3 0 0 0

∗ ∗ ∗ Φ4 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (5)

其中

Φ1 = 𝐴𝑋 +𝑋𝐴T +𝐵𝑀 +𝑀T𝐵T,

Φ2 = −(1− 𝜏1)𝑄1, Φ3 = −(1− 𝜏2)𝑄2,
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Φ4 = −(𝑄1 + 𝜏22𝑄2)
−1.

则系统 (1)在给出的边界条件和无记忆状态反馈控制

器 (6)下是渐近稳定的,且反馈增益矩阵𝐾 = 𝑀𝑋−1,

符号 *代表矩阵的对称项.

证证证明明明 假设𝑃 为正定矩阵,对系统 (1),取无记忆

的状态反馈控制器为

𝒖(𝑥, 𝑡) = 𝐾𝒘(𝑥, 𝑡). (6)

选取Lyapunov-Krasovskii函数如下:

𝑉 (𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =𝑉1(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) + 𝑉2(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡))+

𝑉3(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) + 𝑉4(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)).

其中

𝑉1(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥,

𝑉2(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =
w
Ω

w 𝑡

𝑡−𝜏1(𝑡)
𝒘T(𝑥, 𝑠)𝑄1𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠d𝑥,

𝑉3(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =
w
Ω

w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)

[ w 𝑡

𝑠
𝒘T(𝑥, 𝜃)d𝜃

]
𝑄2 ⋅[ w 𝑡

𝑠
𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃

]
d𝑠d𝑥,

𝑉4(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =
w
Ω

w 𝜏2

0

w 𝑡

𝑡−𝑠
(𝜃 − 𝑡+ 𝑠)𝒘T(𝑥, 𝜃) ⋅

𝑄2𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃d𝑠d𝑥.

对𝑉𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4)分别沿系统 (1)的解求导可得

�̇�1 = 2
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃 �̇�(𝑥, 𝑡)d𝑥 =

2𝐷
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃Δ𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥+w

Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)[𝑃𝐴+𝐴T𝑃 + 𝑃𝐵𝐾+

𝐾T𝐵T𝑃 ]𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥+

2
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃𝐴d1𝒘(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))d𝑥+

2
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃𝐴d2

w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠d𝑥. (7)

记

𝐼(𝑡) = 2𝐷
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃Δ𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥, 𝑃 = (𝑝𝑗𝑘),

利用引理 1和边界条件可得

𝐼(𝑡) = 2𝐷

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

𝑝𝑗𝑘
w
Ω
𝒘𝑗(𝑥, 𝑡)Δ𝒘𝑘(𝑥, 𝑡)d𝑥 =

2𝐷

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

𝑝𝑗𝑘

[ w
∂Ω
𝒘𝑗(𝑥, 𝑡)

∂𝒘𝑘(𝑥, 𝑡)

∂n
d𝑥−

w
Ω
∇𝒘𝑗(𝑥, 𝑡)∇𝒘𝑘(𝑥, 𝑡)d𝑥

]
=

− 2𝐷
w
Ω
∇𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃∇𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥 ⩽ 0, (8)

�̇�2 =
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑄1𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥− [(1− 𝜏1(𝑡))]⋅w

Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))𝑄1𝒘(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))d𝑥 ⩽w

Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑄1𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥− (1− 𝛼)⋅w

Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))𝑄1𝒘(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))d𝑥, (9)

�̇�3 = 2
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑄2

w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)

w 𝑡

𝑠
𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃d𝑠d𝑥−

[(1− 𝜏2(𝑡))]
w
Ω

[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘T(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
⋅

𝑄2

[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
d𝑥 ⩽

2
w
Ω

w 𝑡

𝑡−𝜏2
(𝜃 − 𝑡+ 𝜏2)𝒘

T(𝑥, 𝑡)𝑄2𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃d𝑥−

(1− 𝛽)
w
Ω

[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘T(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
𝑄2⋅[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
d𝑥.

利用引理 2,则有

�̇�3 ⩽w
Ω

w 𝑡

𝑡−𝜏2
(𝜃 − 𝑡+ 𝜏2)𝒘

T(𝑥, 𝜃)𝑄2𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃d𝑥+

𝜏22
2

w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑄2𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥− (1− 𝛽)⋅w

Ω

[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘T(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
𝑄2

[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
d𝑥,

(10)

�̇�4 =

𝜏22
2

w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑄2𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥−w

Ω

w 𝑡

𝑡−𝜏2
(𝜃 − 𝑡+ 𝜏2)𝒘

T(𝑥, 𝜃)𝑄2𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃d𝑥, (11)

于是可得

�̇� = �̇�1 + �̇�2 + �̇�3 + �̇�4 ⩽

− 2𝐷
w
Ω
∇𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃∇𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥+w

Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)[𝑃𝐴+𝐴T𝑃 + 𝑃𝐵𝐾 +𝐾T𝐵T𝑃 ]⋅

𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥+ 2
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃𝐴d1𝒘(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))d𝑥+

2
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃𝐴d2

w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠d𝑥+w

Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑄1𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥− (1− 𝛼)⋅w

Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))𝑄1𝒘(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡))d𝑥+

𝜏22

w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑄2𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥− (1− 𝛽)

w
Ω
⋅[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘T(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
𝑄2

[ w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠

]
d𝑥 ⩽w

Ω
𝜼T(𝑥, 𝑡)Γ𝜼(𝑥, 𝑡)d𝑥. (12)

其中

𝜼(𝑥, 𝑡) = col{𝒘(𝑥, 𝑡),𝒘(𝑥, 𝑡− 𝜏1(𝑡)),w 𝑡

𝑡−𝜏2(𝑡)
𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠},

Θ = 𝑄1 + 𝜏22𝑄2 + 𝑃𝐴+𝐴T𝑃 + 𝑃𝐵𝐾 +𝐾T𝐵T𝑃,

Γ =

⎡⎢⎣ Θ 𝑃𝐴d1 𝑃𝐴𝑑2

∗ −(1− 𝛼)𝑄1 0

∗ ∗ −(1− 𝛽)𝑄2

⎤⎥⎦ . (13)

由式 (12)及Lyapunov稳定性理论可知, 如果Γ < 0,

则闭环系统是渐近稳定的, 即系统可镇定. 对式 (13)
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的左、右两边同时乘以 diag{𝑃−1, 𝐼, 𝐼}, 且令𝑋 =

𝑃−1, 𝑀 = 𝐾𝑋 ,则式 (13)可转化为⎡⎢⎣ Ξ 𝐴d1 𝐴𝑑2

∗ −(1− 𝛼)𝑄1 0

∗ ∗ −(1− 𝛽)𝑄2

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ Φ1 𝐴𝑑1 𝐴𝑑2

∗ Φ2 0

∗ ∗ Φ3

⎤⎥⎦−

⎡⎢⎣ 𝑋 0 0

∗ 0 0

∗ ∗ 0

⎤⎥⎦
T

⋅

⎡⎢⎣ Φ−1
4 0 0

∗ −𝐼 0

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝑋 0 0

∗ 0 0

∗ ∗ 0

⎤⎥⎦ ,

其中

Ξ =𝑋[𝑄1 + 𝜏22𝑄2]𝑋 +𝐴𝑋+

𝑋𝐴T +𝐵𝑀 +𝑀T𝐵T,

再应用引理 3,即可得式 (5). 2
注注注 1 对于控制器的设计, 有记忆功能的控制

器保守性大,尤其是在变时滞的情况下很难实现, 因

此,为变时滞的分布参数控制系统设计无记忆功能的

控制器是非常必要的.

定理 1给出了变时滞的分布参数控制系统的镇

定性条件,下面对常时滞分布参数控制系统这一特殊

情形,给出相应系统镇定的一个推论.

考虑系统

∂𝒘(𝑥, 𝑡)/∂𝑡 =

𝐷Δ𝒘(𝑥, 𝑡) +𝐴𝒘(𝑥, 𝑡) +𝐴𝑑1𝒘(𝑥, 𝑡− 𝛾1)+

𝐴d2

w 𝑡

𝑡−𝛾2

𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠+𝐵𝒖(𝑥, 𝑡), (14)

其中 𝛾1, 𝛾2均为已知的正实常数.

推推推论论论 1 若系统 (14)对任意给定的正定矩阵

𝑄1, 𝑄2都存在正定矩阵𝑋 ,以及矩阵𝑀 ,使得如下线

性矩阵不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ1 𝐴d1
𝐴d2

𝑋 0 0

∗ −𝑄1 0 0 0 0

∗ ∗ −𝑄2 0 0 0

∗ ∗ ∗ Φ4 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (15)

则系统 (14)在所给出的初边界条件和状态反馈控制

器 (6)下的闭环系统是渐近稳定的.

证证证明明明 假设𝑃 为正定矩阵,选取类似于定理 1中

的Lyapunov-Krasovskii函数

𝑉 (𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) = 𝑉1(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) + 𝑉2(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) +

𝑉3(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) + 𝑉4(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)).

其中

𝑉1(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =
w
Ω
𝒘T(𝑥, 𝑡)𝑃𝒘(𝑥, 𝑡)d𝑥,

𝑉2(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =
w
Ω

w 𝑡

𝑡−𝛾1

𝒘T(𝑥, 𝑠)𝑄1𝒘(𝑥, 𝑠)d𝑠d𝑥,

𝑉3(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =w
Ω

w 𝑡

𝑡−𝛾2

[w 𝑡

𝑠
𝒘T(𝑥, 𝜃)d𝜃

]
𝑄2

[ w 𝑡

𝑠
𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃

]
d𝑠d𝑥,

𝑉4(𝑡,𝒘(𝑥, 𝑡)) =w
Ω

w 𝛾2

0

w 𝑡

𝑡−𝑠
(𝜃 − 𝑡+ 𝑠)𝒘T(𝑥, 𝜃)𝑄2𝒘(𝑥, 𝜃)d𝜃d𝑠d𝑥.

下面的证明过程与定理 1的方法相类似,不再赘

述. 2
注注注 2 定理 1讨论的是变时滞的抛物型控制系

统的控制器设计与系统的镇定性问题,所得到的线性

反馈控制器设计简单,系统渐近稳定性的条件比较容

易验证,而且定理 1还适用于常时滞的抛物型控制系

统的控制器设计与系统镇定.

3 仿仿仿真真真算算算例例例

根据文献 [12]中提到的材料热加工过程中的热

传导问题,考虑二维热传导过程的数学模型,同时,为

了方便讨论,二阶分布参数控制系统 (14)选取如下参

数:

𝐷 = 1.2, 𝐴 =

[
−4 0

1 2

]
, 𝐴𝑑1 =

[
−1 2

0 1

]
,

𝐴𝑑2 =

[
0 −1

1 −2

]
, 𝐵 =

[
2 2

−3 0

]
,

𝛾1 = 0.1, 𝛾2 = 0.05,

并取外参数矩阵

𝑄1 =

[
5 −1

−1 2

]
, 𝑄2 =

[
4 −2

−2 5

]
.

根据推论 1,利用Matlab LMI-Toolbox,可解得适合要

求的一组可行解为

𝑋 =

[
1.689 2 0.126 8

0.126 8 2.033 7

]
, 𝑀 =

[
1.878 4 5.585 5

−5.459 3 −3.869 4

]
.

此时,存在原系统的状态反馈控制器 (6),使得闭环系

统为渐近稳定的,且控制器的增益为

𝐾 =

[
0.910 1 2.689 7

−3.103 5 −1.709 1

]
.

取初始条件和边界条件如下:

𝝍(𝑥, 𝑡) =

[
(𝑡+ 0.3)𝑥

1
10 sin(2𝑥)

(𝑡+ 0.6)𝑥
1
6 sin(2𝑥)

]
,

(𝑥, 𝑡) ∈ [0,π]× [−0.1, 0]; (16)

𝒘(𝑥, 𝑡) = 0, 或者
∂𝒘(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
= 0, 𝑥 = 0,π, 𝑡 ⩾ 0.

(17)

图 1和图 2为闭环系统的状态响应曲线. 由图 1

和图 2可以看出, 在所设计控制器的作用下, 在时间
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𝑡 > 1 s时,系统的状态与平面𝒘(𝑥, 𝑡) = 0的距离逐渐

减少，因此系统具有快速响应的稳态性能.

0 1
2 3 0

2
4

t/s
x

w
x

t
1
(

,
)

-0.3

-0.1

0.1

0.3

图 1 系统的状态分量𝒘1(𝑥, 𝑡)的响应曲线

0 1
2 3 0

t/s

2
4

x

-0.6

-0.2

0.2

0.6

w
x

t
2
(

,
)

图 2 系统的状态分量𝒘2(𝑥, 𝑡)的响应曲线

4 结结结 论论论

本文研究了一类具有变时滞和连续分布时滞

的分布参数系统的状态反馈控制问题, 通过选择适

当的Lyapunov-Krasovskii函数,采用线性矩阵不等式

(LMI)的方法,得到了系统可镇定的一个新判据;设计

了线性无记忆的状态反馈控制器,且控制器参数可通

过求解线性矩阵不等式得到,从而推广了现有关于该

类系统的设计方法; 最后, 通过仿真实例表明了所给

出设计方法的可行性和有效性.

顺便指出,对于时滞分布参数系统 (1),若系统中

带有时滞的状态变量含有导数,即时滞中立型分布参

数系统,利用本文方法可给出类似的结论.限于篇幅,

将另文给出.
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