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摘 要: 基于二型模糊关系,研究二型模糊粗糙集. 首先,在二型模糊近似空间中定义了二型模糊集的上近似和下近

似;然后,研究二型模糊粗糙上下近似算子的基本性质,讨论二型模糊关系与二型模糊粗糙近似算子的特征联系;最

后,给出二型模糊粗糙近似算子的公理化描述.
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Abstract: This paper studies type-2 fuzzy rough sets based on the type-2 fuzzy relation. Firstly, the upper approximation

and the lower approximation of type-2 fuzzy sets of a type-2 fuzzy approximate space are defined. Then, basic properties

of type-2 fuzzy rough approximation operators are derived, and the fact that type-2 fuzzy relation having special property

can be characterized by the essential properties of these operators is discussed. Finally, type-2 fuzzy rough approximation

operators are defined by axioms.
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0 引引引 言言言

粗糙集理论是一种新的处理模糊性和不确定性

知识的数学工具. 自 1982年由波兰数学家Pawlak[1-2]

首次提出以来, 经过几十年的发展,在理论与实际中

都得到了广泛应用. 然而在 Pawlak粗糙集模型中,等

价关系起到了重要作用,这限制了它在实际中的应用,

因此将粗糙集模型进行推广就成为了粗糙集理论研

究的重要内容.人们相继提出了一般二元关系下的粗

糙集模型、覆盖粗糙集模型和变精度粗糙集模型等.

文献 [3]提出的模糊集是传统集合的扩展,目前

它在聚类分析、图像识别、自动控制、故障诊断和系

统评价等多方面得到了广泛应用. 为了实际应用的需

要,各类扩展的模糊集相继被提出,文献 [4]提出的二

型模糊集作为一种处理多重不确定性的数学工具,给

出了解决复杂系统的新思路; 文献 [5-6]提出的直觉

模糊集增加了人们判断问题的踌躇信息,更加细腻地

刻画了模糊性的本质; 文献 [7]提出了区间值直觉模

糊集,并指出区间值模糊集等同于直觉模糊集. 模糊

集和粗糙集都是处理不确定性问题的数学工具,它们

具有各自的特点与优势. 文献 [8]首先将粗糙集和模

糊集结合研究,将清晰关系推广到模糊关系,将确定

概念推广到模糊概念, 提出了模糊粗糙集模型, 并研

究其基本性质; 文献 [9]将粗糙集和直觉模糊集相结

合,提出了直觉模糊粗糙集;文献 [10-14]扩充了直觉

模糊粗糙集理论与应用的研究.二型模糊集具有良好

的抗噪性能,在高度不确定的场合,具有超越一型模

糊集的性能表现, 然而, 关于二型模糊集和粗糙集相

结合的研究尚未出现.

众所周知, 粗糙集的一个重要应用就是属性约

简. 传统的粗糙集对包含连续数据的决策表进行约

简, 需要对连续属性进行离散化, 一般的离散方式

采用的是“硬划分”方式, 没有考虑实值数据对离散

值的不同隶属度, 极有可能造成某种程度的信息损

失. 事实上, 连续数据大多具有模糊性, 概念之间的

界限并不十分明确, 一种合理的做法是采用“软划

分”方式, 将实数值转化为相应的隶属度值, 基于一
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型模糊粗糙集, 对原数据集进行属性约简, 这种思

想已经被广泛研究,例如:文献 [15]提出了模糊粗糙

QuickReduct算法; 文献 [16]声称 [15]的算法有一定

的缺陷,进而提出了一种基于模糊粗糙集紧计算域的

属性约简算法. 一般地,连续数据具有高度的不确定

性[17],而二型模糊集的特征是对模糊集合的隶属度值

再次进行模糊化表示,从而提高了处理不确定性的能

力, 因此在处理连续数据集方面, 二型模糊粗糙集比

一型模糊粗糙集更优越. 基于此,本文将普通二型模

糊集和粗糙集相结合,在二型模糊近似空间中定义了

二型模糊集的上近似和下近似; 然后, 研究了二型模

糊粗糙上下近似算子的基本性质,讨论了二型模糊关

系与二型模糊粗糙近似算子的特征联系;最后, 给出

了二型模糊粗糙近似算子的公理化描述.

1 预预预备备备知知知识识识

本节主要给出二型模糊集的基本概念及相应运

算.

定定定义义义 1[15-16] 设𝑋为论域, 一个二型模糊集

𝐴可以描述为

𝐴 =
w
𝑥∈𝑋

𝑢𝐴(𝑥)/𝑥 =
w
𝑥∈𝑋

[ w
𝑢∈𝐽𝑥

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢
]/

𝑥,

𝐽𝑥 ⊆ [0, 1].

其中: 𝐽𝑥为𝑥的主要成员, 𝑓𝑥(𝑢)为𝑥的次隶属度,

𝑢𝐴(𝑥) =
r
𝑢∈𝐽𝑥

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢为次隶属函数.

定定定义义义 2[18-19] 设𝑋 , 𝑌 为论域, 𝑋 × 𝑌 上的二型

模糊关系

𝑅 =
w
(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑌

𝑢𝑅(𝑥, 𝑦)/(𝑥, 𝑦) =w
(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑌

[ w
𝑢∈𝐽(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦)(𝑢)/𝑢
]/

(𝑥, 𝑦),

𝐽(𝑥,𝑦) ⊆ [0, 1].

定定定义义义 3[18-19] 设𝐴, 𝐵是论域𝑋上的两个二型模

糊集,令

𝐴 =
w
𝑥∈𝑋

𝑢𝐴(𝑥)/𝑥 =w
𝑥∈𝑋

[ w
𝑢∈𝐽𝑢

𝑥

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢
]/

𝑥, 𝐽𝑢
𝑥 ⊆ [0, 1];

𝐵 =
w
𝑥∈𝑋

𝑢𝐵(𝑥)/𝑥 =w
𝑥∈𝑋

[ w
𝑤∈𝐽𝑤

𝑥

𝑔𝑥(𝑤)/𝑤
]/

𝑥, 𝐽𝑤
𝑥 ⊆ [0, 1].

其并运算为

𝑢𝐴
∪

𝐵(𝑥) = 𝑢𝐴(𝑥)Δ𝑢𝐵(𝑥) =w
𝑢∈𝐽𝑢

𝑥

w
𝑤∈𝐽𝑤

𝑥

𝑓𝑥(𝑢)
⋀

𝑔𝑥(𝑤)/𝑢
⋁

𝑤;

交运算为

𝑢𝐴
∩

𝐵(𝑥) = 𝑢𝐴(𝑥)∇𝑢𝐵(𝑥) =w
𝑢∈𝐽𝑢

𝑥

w
𝑤∈𝐽𝑤

𝑥

𝑓𝑥(𝑢)
⋀

𝑔𝑥(𝑤)/𝑢
⋀

𝑤;

补运算为

𝑢𝐴𝑐(𝑥) = ¬𝑢𝐴(𝑥) =
w
𝑢∈𝐽𝑢

𝑥

𝑓𝑥(𝑢)/(1− 𝑢).

其中: Δ, ∇和¬分别表示次隶属函数的 join运算、

meet运算和 negation运算.

定定定理理理 1[18-20] 设𝐴, 𝐵, 𝐶是论域𝑋上的 3个二

型模糊集,若对任意𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑢𝐴(𝑥), 𝑢𝐵(𝑥), 𝑢𝐶(𝑥)为标

准的凸一型模糊集, 则在
∪

,
∩

, 𝑐运算下, 交换律、结

合律、幂等律、对合律、De Morgan律、分配律、吸收

律和两级律成立.

若𝑢𝐴(𝑥), 𝑢𝐵(𝑥), 𝑢𝐶(𝑥)不是标准的凸一型模糊

集, 则定理 1的许多性质将不再成立, 例如分配律和

吸收律.另一方面, 在实际应用中, 为了便于计算,常

常选择次隶属函数为标准的凸一型模糊集,比如常见

的高斯二型模糊集和区间二型模糊集. 对此本文研究

的二型模糊集和二型模糊关系具有如下性质: 次隶属

函数是标准的凸一型模糊集.

定定定义义义 4[18, 20] 假如𝐴, 𝐵是论域𝑋上的两个二

型模糊集,规定

𝐴 ⊆ 𝐵 ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑢𝐴(𝑥) ≺ 𝑢𝐵(𝑥),

其中序关系≺定义为
𝑢𝐴(𝑥) ≺ 𝑢𝐵(𝑥) ⇔ 𝑢𝐴(𝑥)∇𝑢𝐵(𝑥) =

𝑢𝐴(𝑥) ⇔ 𝑢𝐴(𝑥)Δ𝑢𝐵(𝑥) = 𝑢𝐵(𝑥).

2 二二二型型型模模模糊糊糊粗粗粗糙糙糙集集集

二型模糊集具有处理高度不确定性的能力,将二

型模糊集与粗糙集结合研究,具有一定的理论与应用

价值.本节将粗糙集推广到二型模糊环境中, 利用二

型模糊关系定义了二型模糊粗糙集,讨论了它和模糊

粗糙集的关系,最后研究了二型模糊粗糙集的一些基

本性质. 本文用𝐹2(𝑈)表示𝑈上的所有二型模糊集.

定定定义义义 5 设𝑅是论域𝑈×𝑈上二型模糊关系,称

二元组 (𝑈,𝑅)是二型模糊近似空间. 对于任意的𝐴 ∈
𝐹2(𝑈), 𝐴关于近似空间 (𝑈,𝑅)的上近似和下近似是

定义在𝑈上的二型模糊集,具体形式如下:

𝑅(𝐴) =
w
𝑥∈𝑈

𝑢𝑅(𝐴)(𝑥)/𝑥, 𝑢𝑅(𝐴)(𝑥) =

∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴(𝑡)],

𝑅̄(𝐴) =
w
𝑥∈𝑈

𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥)/𝑥,

𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)].

称 (𝑅(𝐴), 𝑅̄(𝐴))为𝐴关于 (𝑈,𝑅)的二型模糊粗糙集,

𝑅, 𝑅̄ : 𝐹2(𝑈) → 𝐹2(𝑈)分别为二型模糊粗糙下近似算

子和二型模糊粗糙上近似算子.

若𝑅退化为𝑈上的模糊关系, 𝐴退化为𝑈上的

一型模糊集,则二型模糊粗糙集退化为一般的模糊粗
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糙集. 事实上,此时𝐴和𝑅可重新表达为

𝐴 =
w
𝑥∈𝑋

𝑢𝐴(𝑥)/𝑥 =
w
𝑥∈𝑋

[ w
𝑢∈𝐽𝑥∈[0,1]

1/𝑢
]/

𝑥;

𝑅 =
w
(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑌

𝑢𝑅(𝑥, 𝑦)/(𝑥, 𝑦) =w
(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑌

[w
𝑝∈𝐽(𝑥,𝑦)∈[0,1]

1/𝑝
]/

(𝑥, 𝑦).

故

𝑢𝑅(𝐴)(𝑥) = ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴(𝑡)] =

∇
𝑡∈𝑈

[ w
𝑝∈𝐽(𝑥,𝑡)

1/(1− 𝑝)Δ
w
𝑢∈𝐽𝑡

1/𝑢
]
=

∇
𝑡∈𝑈

[ w
𝑝∈𝐽(𝑥,𝑡)∈[0,1]

w
𝑢∈𝐽𝑡∈[0,1]

1/𝑢
⋁
(1− 𝑝)

]
=

1⋀
𝑡∈𝑈

[ w
𝑝∈𝐽(𝑥,𝑡)∈[0,1]

w
𝑢∈𝐽𝑡∈[0,1]

𝑢
⋁
(1− 𝑝)

] =

1⋀
𝑡∈𝑈

[(1− 𝐽(𝑥,𝑡))
⋁

𝐽𝑡]
.

类似地有

𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥) =
1⋁

𝑡∈𝑈

(𝐽(𝑥,𝑡)
⋀

𝐽𝑡)
.

即二型模糊粗糙集退化为一般模糊关系下的模糊粗

糙集.

下面给出二型模糊粗糙集的基本性质,并比较二

型模糊粗糙集与一型模糊粗糙集在性质方面存在的

不同.

定定定理理理 2 设 𝑅̄和𝑅是定义 5中的上、下近似算

子, ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝐹2(𝑈),则有如下性质:

1) 𝑅𝑐(𝐴𝑐) = 𝑅̄(𝐴), 𝑅̄𝑐(𝐴𝑐) = 𝑅(𝐴);

2)若对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有𝑢𝐴(𝑥) =
1

0
, 𝑢𝐵(𝑥) =

1

1
,则

对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥) =
1

0
, 𝑢𝑅(𝐵)(𝑥) =

1

1
;

3) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝑅̄(𝐴) ⊆ 𝑅̄(𝐵), 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝑅(𝐴) ⊆
𝑅(𝐵);

4) 𝑅(𝐴
∩

𝐵) = 𝑅(𝐴)
∩

𝑅(𝐵), 𝑅̄(𝐴
∪

𝐵) = 𝑅̄(𝐴)∪
𝑅̄(𝐵);

5) 𝑅(𝐴)
∪

𝑅(𝐵) ⊆ 𝑅(𝐴
∪

𝐵), 𝑅̄(𝐴
∩

𝐵) ⊆ 𝑅̄(𝐴)∩
𝑅̄(𝐵);

6) 𝑅1 ⊆ 𝑅2 ⇒ 𝑅̄1(𝐴) ⊆ 𝑅̄2(𝐴), 𝑅1 ⊆ 𝑅2 ⇒
𝑅2(𝐴) ⊆ 𝑅1(𝐴).

证证证明明明 1)对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅𝑐(𝐴𝑐)(𝑥) = ¬{ ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴𝑐(𝑡)]} =

Δ
𝑡∈𝑈

[¬𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)∇¬𝑢𝐴𝑐(𝑡)] =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)] = 𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥),

则𝑅𝑐(𝐴𝑐) = 𝑅̄(𝐴). 类似地, 𝑅̄𝑐(𝐴𝑐) = 𝑅(𝐴).

2)由定义可直接得到.

3)由于𝐴 ⊆ 𝐵,对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑢𝐴(𝑥) ≺ 𝑢𝐵(𝑥),则

对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)] ≺

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐵(𝑡)] = 𝑢𝑅̄(𝐵)(𝑥),

即 𝑅̄(𝐴) ⊆ 𝑅̄(𝐵). 类似地, 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝑅(𝐴) ⊆ 𝑅(𝐵).

4)对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅(𝐴
∩

𝐵)(𝑥) = ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴
∩

𝐵(𝑡)] =

∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ(𝑢𝐴(𝑡)∇𝑢𝐵(𝑡))] =

∇
𝑡∈𝑈

{[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴(𝑡)]∇[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐵(𝑡)]} =

{ ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴(𝑡)]}∇{ ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐵(𝑡)]} =

𝑢𝑅(𝐴)(𝑥)∇𝑢𝑅(𝐵)(𝑥),

则𝑅(𝐴
∩

𝐵) = 𝑅(𝐴)
∩

𝑅(𝐵). 类似地, 𝑅̄(𝐴
∪

𝐵) =

𝑅̄(𝐴)
∪

𝑅̄(𝐵).

5)由性质 (3)可直接得到.

6)由于𝑅1 ⊆ 𝑅2,对于 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅1(𝑥, 𝑦) ≺ 𝑢𝑅2(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑅𝑐
2
(𝑥, 𝑦) ≺ 𝑢𝑅𝑐

1
(𝑥, 𝑦).

因此有

𝑢𝑅̄1(𝐴)(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅1(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)] ≺

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅2(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)] = 𝑢𝑅̄2(𝐴)(𝑥),

此外,

𝑢𝑅2(𝐴)(𝑥) = ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐
2(𝑥,𝑡)

Δ𝑢𝐴(𝑡)] ≺

∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐
1(𝑥,𝑡)

Δ𝑢𝐴(𝑡)] = 𝑢𝑅1(𝐴)(𝑥),

即𝑅1 ⊆ 𝑅2 ⇒ 𝑅̄1(𝐴) ⊆ 𝑅̄2(𝐴), 𝑅1 ⊆ 𝑅2 ⇒ 𝑅2(𝐴) ⊆
𝑅1(𝐴). 2

需要指出的是,上述性质成立的前提条件是,所

有二型模糊集的次隶属函数是标准的凸一型模糊集.

如果没有此限制条件,定理 2的许多性质将不再成立.

事实上, 依据文献 [20]可知, 若二型模糊集的次隶属

函数不限制为标准的凸一型模糊集,分配律、吸收律

和两级律中的𝑢𝐴(𝑥)∇1

0
=

1

0
, 𝑢𝐴(𝑥)Δ

1

1
=

1

1
便不再

成立. 由定理 2的证明过程可见,性质 2)需要使用两

极律,性质 4)需要使用分配律,若无前述限制条件,则

定理 2中的性质 2)与性质 4)就不再成立. 然而,不论

是否对一型模糊集的隶属函数有所限制,定理 2中的

所有性质对一型模糊粗糙集都成立.

3 二二二型型型模模模糊糊糊关关关系系系与与与近近近似似似算算算子子子

本节给出二型模糊关系与上下近似算子的特征

联系.

定定定义义义 6 设𝑅是论域𝑈×𝑈上二型模糊关系,则

规定
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1) 𝑅是自反的⇔ ∀𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑢𝑅(𝑥, 𝑥) =
1

1
;

2) 𝑅是对称的⇔ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 𝑢𝑅(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑅(𝑦, 𝑥);

3) 𝑅是传递的⇔ ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑈 ,

Δ
𝑦∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥, 𝑦)∇𝑢𝑅(𝑦, 𝑧)] ≺ 𝑢𝑅(𝑥, 𝑧).

定定定义义义 7 对于 ∀𝑦 ∈ 𝑈 ,二型单值模糊集 1𝑦和其

补集 1𝑈−{𝑦}分别定义如下:

𝑢1𝑦 (𝑥) =

{
1/1 = 𝑦,

1/0 ∕= 𝑦;

𝑢1𝑈−{𝑦}(𝑥) =

{
1/0 = 𝑦,

1/1 ∕= 𝑦.

定定定理理理 3 设 (𝑈,𝑅)是一个二型模糊近似空间,则

下列条件等价:

1) 𝑅是自反二型模糊关系;

2) ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 𝑅(𝐴) ⊆ 𝐴;

3) ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 𝐴 ⊆ 𝑅̄(𝐴).

证证证明明明 ①“条件 1) ⇒ 条件2)”. 若𝑅是自反二

型模糊关系, 则对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑢𝑅(𝑥, 𝑥) =
1

1
, 那么

有 ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈 ,故

𝑢𝑅(𝐴)(𝑥) = ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴(𝑡)] ≺

𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑥)Δ𝑢𝐴(𝑥) = 𝑢𝐴(𝑥).

即 ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 𝑅(𝐴) ⊆ 𝐴.

② “条件 2) ⇒ 条件 3)”. 由定理 2中的性质 1)

可直接得到.

③ “条件 3) ⇒ 条件 1)”. 对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 , 令𝐴 =

1𝑥,于是 1𝑥 ⊆ 𝑅̄(1𝑥),则有

1/1 = 𝑢1𝑥(𝑥) ≺ 𝑢𝑅̄(1𝑥)(𝑥) =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢1𝑥(𝑡)] = 𝑢𝑅(𝑥,𝑥),

故𝑢𝑅(𝑥,𝑥) = 1/1,因此𝑅是自反二型模糊关系. 2
定定定理理理 4 设 (𝑈,𝑅)是一个二型模糊近似空间,则

下列条件等价:

1) 𝑅是对称二型模糊关系;

2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 𝑢𝑅̄(1𝑥)(𝑦) = 𝑢𝑅̄(1𝑦)(𝑥);

3) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 𝑢𝑅(1𝑈−{𝑦})(𝑥) = 𝑢𝑅(1𝑈−{𝑥})(𝑦).

证证证明明明 ①“条件 1) ⇒ 条件2)”. 若𝑅是对称二

型模糊关系, 则对于 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 𝑢𝑅(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑅(𝑦, 𝑥),

那么有

𝑢𝑅̄(1𝑥)(𝑦) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑦,𝑡)∇𝑢1𝑥(𝑡)] = 𝑢𝑅(𝑦,𝑥),

𝑢𝑅̄(1𝑦)(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢1𝑦 (𝑡)] = 𝑢𝑅(𝑥,𝑦).

因此对于 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 𝑢𝑅̄(1𝑥)(𝑦) = 𝑢𝑅̄(1𝑦)(𝑥).

② “条件 2) ⇒ 条件 3)”. 由定理 2中的性质 1)

可直接得到.

③“条件 3) ⇒条件 1)”. 对于 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅(1𝑈−{𝑦})(𝑥) = ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢1𝑈−{𝑦}(𝑡)] = 𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑦),

𝑢𝑅(1𝑈−{𝑥})(𝑦) = ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑦,𝑡)Δ𝑢1𝑈−{𝑥}(𝑡)] = 𝑢𝑅𝑐(𝑦,𝑥).

则𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑦) = 𝑢𝑅𝑐(𝑦,𝑥),即𝑢𝑅(𝑥,𝑦) = 𝑢𝑅(𝑦,𝑥),因此𝑅是

对称二型模糊关系. 2
定定定理理理 5 设 (𝑈,𝑅)是一个二型模糊近似空间,则

下列条件等价:

1) 𝑅是传递二型模糊关系;

2) ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 𝑅(𝐴) ⊆ 𝑅(𝑅(𝐴));

3) ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 𝑅̄(𝑅̄(𝐴)) ⊆ 𝑅̄(𝐴).

证证证明明明 ①“条件 1) ⇒ 条件3)”. 若𝑅是传递二

型模糊关系,则对于 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑈 ,有

Δ
𝑦∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥, 𝑦)∇𝑢𝑅(𝑦, 𝑧)] ≺ 𝑢𝑅(𝑥, 𝑧).

而对于 ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅̄(𝑅̄(𝐴))(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑡)] =

Δ
𝑡∈𝑈

{𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇[ Δ
𝑝∈𝑈

(𝑢𝑅(𝑡,𝑝)∇𝑢𝐴(𝑝))]} =

Δ
𝑡∈𝑈

Δ
𝑝∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅(𝑡,𝑝)∇𝑢𝐴(𝑝)] =

Δ
𝑝∈𝑈

{[ Δ
𝑡∈𝑈

(𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅(𝑡,𝑝))]∇𝑢𝐴(𝑝)} ≺

Δ
𝑝∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑝)∇𝑢𝐴(𝑝)] = 𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥),

故 𝑅̄(𝑅̄(𝐴)) ⊆ 𝑅̄(𝐴).

②“条件 3) ⇒条件 1)”. 对于 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅̄(1𝑧)(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢1𝑧 (𝑡)] = 𝑢𝑅(𝑥,𝑧),

另外,

𝑢𝑅̄(𝑅̄(1𝑧))(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅̄(1𝑧)(𝑡)] =

Δ
𝑡∈𝑈

{𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇[ Δ
𝑝∈𝑈

(𝑢𝑅(𝑡,𝑝)∇𝑢1𝑧 (𝑝))]} =

Δ
𝑡∈𝑈

Δ
𝑝∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅(𝑡,𝑝)∇𝑢1𝑧 (𝑝)] =

Δ
𝑝∈𝑈

{[ Δ
𝑡∈𝑈

(𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅(𝑡,𝑝))]∇𝑢1𝑧 (𝑝)} =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅(𝑡,𝑧)],

因为条件 3)成立, 所以𝑢𝑅̄(𝑅̄(1𝑧))(𝑥) ≺ 𝑢𝑅̄(1𝑧)(𝑥), 即

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝑅(𝑡,𝑧)] ≺ 𝑢𝑅(𝑥,𝑧). 因此𝑅是传递二型模

糊关系.

③ “条件 2) ⇔ 条件 3)”. 由定理 2中的性质 1)

可直接得到. 2
4 近近近似似似算算算子子子的的的公公公理理理化化化定定定义义义

在二型模糊粗糙集的公理化方法中, 基本概念

是系统 (𝐹2(𝑈),
∩
,
∪
, 𝑐, 𝐿,𝐻), 其中𝐿,𝐻 : 𝐹2(𝑈) →

𝐹2(𝑈)是两个一元算子. 本节讨论二型模糊粗糙近似

算子的公理化描述.
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定定定义义义 8 算子𝐿,𝐻 : 𝐹2(𝑈) → 𝐹2(𝑈)称为是对

偶的,如果对于𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈),它们满足

1) 𝐿(𝐴) = 𝐻𝑐(𝐴𝑐);

2) 𝐻(𝐴) = 𝐿𝑐(𝐴𝑐).

定定定义义义 9 在论域𝑈上, 称每点次隶属函数都相

同的二型模糊集为常二型模糊集,具体形式如下:
⌢
𝛼 =

w
𝑥∈𝑈

𝑢⌢
𝛼
(𝑥)/𝑥 =

w
𝑥∈𝑈

𝛼/𝑥.

其中: ⌢
𝛼是常二型模糊集, 𝛼是次隶属函数.

引引引理理理 1 设 𝑅̄, 𝑅是定义 5中的上、下近似算子,

则对于 ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 以及任意常二型模糊集⌢
𝛼, 有以

下关系成立:

𝑅̄(𝐴
∩⌢

𝛼) = 𝑅̄(𝐴)
∩⌢

𝛼, 𝑅(𝐴
∪⌢

𝛼) = 𝑅(𝐴)
∪⌢

𝛼.

证证证明明明 对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢
𝑅̄(𝐴

∩⌢
𝛼)
(𝑥) = Δ

𝑡∈𝑈
[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢

𝐴
∩⌢

𝛼
(𝑡)] =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)∇𝑢⌢
𝛼
(𝑡)] =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)∇𝛼] = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)]∇𝛼 =

𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥)∇𝑢⌢
𝛼
(𝑥) = 𝑢

𝑅̄(𝐴)
∩⌢

𝛼
(𝑥).

则 𝑅̄(𝐴
∩⌢

𝛼) = 𝑅̄(𝐴)
∩⌢

𝛼.

类似地, 𝑅(𝐴
∪⌢

𝛼) = 𝑅(𝐴)
∪⌢

𝛼. 2
引引引理理理 2 对于 ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 以及任意常二型模

糊集
⌢
𝛼,则𝐴 =

∪
𝑦∈𝑈

[1𝑦
∩⌢

𝑢𝐴(𝑦)].

证证证明明明 对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢 ∪
𝑦∈𝑈

[1𝑦
∩⌢

𝑢𝐴(𝑦)]
(𝑥) = Δ

𝑦∈𝑈
𝑢
1𝑦

∩⌢
𝑢𝐴(𝑦)

(𝑥) =

Δ
𝑦∈𝑈

[𝑢1𝑦 (𝑥)∇𝑢⌢
𝑢𝐴(𝑦)

(𝑥)] =

Δ
𝑦∈𝑈

[𝑢1𝑦 (𝑥)∇𝑢𝐴(𝑦)] = 𝑢𝐴(𝑥),

故𝐴 =
∪
𝑦∈𝑈

[1𝑦
∩⌢

𝑢𝐴(𝑦)]. 2
引引引理理理 3 对 ∀𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈), 以及任意常二型模糊

集
⌢
𝛼,有𝐴 =

∩
𝑦∈𝑈

[1𝑈−{𝑦}
∪⌢

𝑢𝐴(𝑦)].

证证证明明明 对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢 ∩
𝑦∈𝑈

[1𝑈−{𝑦}
∪⌢

𝑢𝐴(𝑦)]
(𝑥) = ∇

𝑦∈𝑈
𝑢
1𝑈−{𝑦}

∪⌢
𝑢𝐴(𝑦)

(𝑥) =

∇
𝑦∈𝑈

[𝑢1𝑈−{𝑦}(𝑥)Δ𝑢⌢
𝑢𝐴(𝑦)

(𝑥)] =

∇
𝑦∈𝑈

[𝑢1𝑈−{𝑦}(𝑥)Δ𝑢𝐴(𝑦)] = 𝑢𝐴(𝑥),

故𝐴 =
∩
𝑦∈𝑈

[1𝑈−{𝑦}
∪⌢

𝑢𝐴(𝑦)]. 2
定定定理理理 6 设𝐿,𝐻 : 𝐹2(𝑈) → 𝐹2(𝑈)是一对对

偶一元算子, 则存在一个𝑈上的二型模糊关系𝑅使

𝐿(𝐴) = 𝑅(𝐴), 𝐻(𝐴) = 𝑅̄(𝐴)对任意𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈)都成

立的充分必要条件是𝐻满足如下性质:

1) 𝐻(𝐴
∩⌢

𝑎) = 𝐻(𝐴)
∩⌢

𝑎;

2) 𝐻(𝐴
∪

𝐵) = 𝐻(𝐴)
∪

𝐻(𝐵).

其中: 𝐴,𝐵 ∈ 𝐹2(𝑈), ⌢
𝑎为任意常二型模糊集.

证证证明明明 基于算子𝐻定义𝑈 × 𝑈上的二型模糊关

系𝑅为𝑢𝑅(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝐻(1𝑦)(𝑥),对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅̄(𝐴)(𝑥) = Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅(𝑥,𝑡)∇𝑢𝐴(𝑡)] =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢𝐻(1𝑡)(𝑥)∇𝑢⌢
𝑢𝐴(𝑡)

(𝑥)] =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢
𝐻(1𝑡)

∩⌢
𝑢𝐴(𝑡)

(𝑥)] =

Δ
𝑡∈𝑈

[𝑢
𝐻(1𝑡

∩⌢
𝑢𝐴(𝑡))

(𝑥)] = 𝑢 ∪
𝑡∈𝑈

𝐻(1𝑡
∩⌢

𝑢𝐴(𝑡))
(𝑥) =

𝑢
𝐻(

∪
𝑡∈𝑈

(1𝑡
∩⌢

𝑢𝐴(𝑡)))
(𝑥) = 𝑢𝐻(𝐴)(𝑥),

则𝐻(𝐴) = 𝑅̄(𝐴),再由对偶性易证𝐿(𝐴) = 𝑅(𝐴). 2
定定定理理理 7 设𝐿,𝐻 : 𝐹2(𝑈) → 𝐹2(𝑈)是一对对

偶一元算子, 则存在一个𝑈上的二型模糊关系𝑅使

𝐿(𝐴) = 𝑅(𝐴), 𝐻(𝐴) = 𝑅̄(𝐴)对任意𝐴 ∈ 𝐹2(𝑈)都成

立的充分必要条件是𝐿满足如下性质:

1) 𝐿(𝐴
∪⌢

𝑎) = 𝐿(𝐴)
∪⌢

𝑎;

2) 𝐿(𝐴
∩

𝐵) = 𝐿(𝐴)
∩

𝐿(𝐵).

其中: 𝐴,𝐵 ∈ 𝐹2(𝑈), ⌢
𝑎为任意常二型模糊集.

证证证明明明 基于算子𝐿定义𝑈 × 𝑈上的二型模糊关

系𝑅为𝑢𝑅𝑐(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝐿(1𝑈−{𝑦})(𝑥),对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝑢𝑅(𝐴)(𝑥) = ∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝑅𝑐(𝑥,𝑡)Δ𝑢𝐴(𝑡)] =

∇
𝑡∈𝑈

[𝑢𝐿(1𝑈−{𝑡})(𝑥)Δ𝑢⌢
𝑢𝐴(𝑡)

(𝑥)] =

∇
𝑡∈𝑈

[𝑢
𝐿(1𝑈−{𝑡})

∪⌢
𝑢𝐴(𝑡))

(𝑥)] =

∇
𝑡∈𝑈

[𝑢
𝐿(1𝑈−{𝑡}

∪⌢
𝑢𝐴(𝑡))

(𝑥)] =

𝑢 ∩
𝑡∈𝑈

𝐿(1𝑈−{𝑡}
∪⌢

𝑢𝐴(𝑡))
(𝑥) =

𝑢
𝐿(

∩
𝑡∈𝑈

(1𝑈−{𝑡}
∪⌢

𝑢𝐴(𝑡)))
(𝑥) = 𝑢𝐿(𝐴)(𝑥),

则𝐿(𝐴) = 𝑅(𝐴),再由对偶性易证𝐻(𝐴) = 𝑅̄(𝐴). 2
5 结结结 论论论

本文在二型模糊环境中,基于二型模糊关系,首

先构建了二型模糊粗糙集, 并讨论了一些基本性质;

然后,研究了二型模糊关系与上下近似算子的特征联

系;最后, 给出了二型模糊粗糙近似算子的公理化描

述. 二型模糊粗糙集为处理高度不确定性数据提供了

一定的理论依据,特别是使高度不确定数据的规则提

取和知识发现拥有了一定的数学基础,在一定程度上

丰富了不确定性理论.下一步,可以考虑将已有的一

型模糊粗糙算法推广到二型模糊粗糙环境中,基于二

型模糊粗糙集对连续数据集进行属性约简.
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