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摘 要: 研究由单批发商多零售商构成的供应商管理库存 (VMI)供应链, 批发商向外部供应商订货, 并为价格和缺

货成本不同的零售商补货. 首先构造解析模型以分析如何为多类零售商确定不同的库存分配策略; 然后将这一最优

的库存分配策略与最优的先到先服务 (FCFS)策略进行比较, 同时比较相应简化的库存分配策略和简化的 FCFS策

略. 解析和算例结果表明, 简化的库存分配策略总是优于简化的 FCFS策略, 而最优的库存分配策略大部分情况下优

于最优的 FCFS策略.
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Abstract: This paper considers a vendor-managed inventory(VMI) system with one wholesaler and multiple retailers. The

wholesaler replenishes its inventory from an outside supplier, and ships them to different retailers who are distinguished

by their contractual prices and backorder costs. An analytical model is proposed to coordinate the inventory and shipment

decisions, and ration inventory among various retailers. Firstly, the optimal rationing policy is compared with the optimal

first-come first serviced(FCFS) policy. Then the reduced rationing policy is compared with the reduced FCFS policy. The

results show that the performance under the reduced rationing policy is always better than that of reduced FCFS policy, while

the optimal rationing policy is superior to the optimal FCFS policy most of the time.
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0 引引引 言言言

供应商管理库存 (VMI)作为一种供应链的协调

策略在多个行业得到普及, 如个人电脑、汽车等行业.

实施VMI策略的供应商不仅要负责下游客户的库存

补货, 还要决定自身的库存补货策略, 因而它能更好

地协同其库存的补货和出库策略. 基于VMI的这种

特性, 很多研究都在VMI的框架下探讨如何同时决定

库存的补货和发货策略, 以更好地节约成本、提高利

润. 除了VMI策略外, 另一个较为常用的绩效改善策

略是实施客户分类, 进行差异化管理. 如奇瑞汽车根

据经销商销售额度的高低将其分为A、B、C三类, 实

行差异化的奖励返利政策.

目前, 关于库存和发货集成策略的研究大多假定

采用特殊的发货策略, 如基于时间的发货策略、基于

数量的发货策略和混合发货策略. 文献 [1]采用基于

时间的发货策略, 补货策略为 (𝑠, 𝑆)策略, 其中 𝑠 = 0,

𝑆 = 𝑄. 同时假定需求为泊松分布, 并采用解析的方

法确定补货和发货的频率. 文献 [2]在文献 [1]的基础

上考察 𝑠 = −1, 𝑆 = 𝑄的 (𝑠, 𝑆)策略, 并采用一个更准

确的方法分析文献 [1]中的问题. 而文献 [3]将运输成

本结构和运输车辆容量限制考虑到库存运输集成模

型中, 但其假定需求是确定的. 文献 [4]采取基于时间
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的发货策略, 并探讨集货运输对长期平均成本的影响.

还有一些学者考虑不同的库存成本结构[5-7], 有些研

究则考虑动态需求的情形[8]. 以上这些解析模型都聚

焦于同质的零售商, 且未考虑如何利用不同零售商之

间的差别来更好地降低成本. 关于多类客户的问题总

是与库存分配策略有关. Veinott[9]于 1965年首次探讨

了多类客户等级库存问题. 文献 [10-12]综述了关于

库存分配的研究. 考虑库存分配策略的研究一般是提

出最优的库存分配策略及其特征, 并为每类客户都设

定一个临界值, 超过这一临界值, 则不再满足此类客

户的需求[13-14]. 还有些学者考虑了有限的生产能力和

运输决策[10, 15]. 文献 [16]则将运输成本考虑到库存

分配决策中.

与上述研究不同, 本文将在库存补货与运输集成

策略的基础上考虑库存分配策略. 批发商利用不同零

售商之间的差异, 为每类零售商设立需求满足优先等

级, 通过推迟低等级零售商的需求以更多地满足高等

级零售商的需求. 但本文并不试图证明该分配策略的

最优性, 而是重点探讨考虑库存分配策略后系统绩效

如何变化. 求解该给定库存分配策略下决策值的关键

在于: 分配库存满足不同零售商的需求, 并同时获得

集货运输的好处.

本文首先提出最优的库存分配策略, 求解相应最

优的库存运输策略, 在此基础上简化最优库存运输分

配策略的结构, 获得较易实施的简化库存运输分配

策略; 然后, 不对零售商进行分类, 采取先到先服务

(FCFS)策略, 并提出最优的库存运输策略, 同时给出

简化的 FCFS库存运输策略; 最后, 通过模型比较了简

化的最优库存运输分配策略和简化的最优库存运输

策略, 并通过算例比较了 4种策略下系统的绩效.

1 建建建模模模与与与求求求解解解

1.1 问问问题题题描描描述述述

考虑一个由单批发商多零售商构成的VMI系统,

如图 1所示.

!" #$
%&

%&

'() *+) ,-./

01) 1

01)M

.
.
.

图 1 单批发商多零售商VMI供应链结构图

批发商向具有无限供应能力的外部供应商订货,

并将库存发送至离𝑀个零售商较近的本地仓库以满

足需求. 不同零售商的价格和缺货成本不同. 假定零

售商和本地仓库的地理位置较近, 因而从本地仓库发

至零售商的运输成本可以忽略不计. 每当零售商的订

单到达时, 批发商需决定是否立即满足该零售商的需

求, 或者推迟至下一个发货周期进行满足. 此决定称

为库存分配策略.

批发商每隔𝑛𝑇 周期向上游补货𝑄𝑅, 并产生固

定补货成本𝐴𝑅; 同时每隔𝑇 周期向下游本地仓库发

货, 在每个补货周期内一共发𝑛次, 第 𝑘次发货的数量

为𝑄𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 并产生固定运输成本𝐴𝑆 . 此

外, 假定所有未满足的需求都缺货回补. 由于非零提

前期的问题可以很容易转化为零订货提前期问题, 本

文假定补货提前期和运输提前期均为 0.

综上, 对于批发商而言, 需决定补货/运输周期和

库存分配策略以最大化平均利润.

根据上述模型假设, 引入如下符号.

𝑇 : 运输周期;

𝑖: 零售商等级, 其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ;

𝑃𝑖: 第 𝑖类零售商的成交价格;

𝑏𝑖: 第 𝑖类零售商的缺货成本 (单位时间单个物

品);

𝐴𝑅: 补货固定成本;

𝐴𝑆 : 运输固定成本;

𝑐𝑅: 单位补货成本;

𝑐𝑆 : 单位运输成本;

𝑄𝑅: 每个补货周期内的补货数量;

𝑄𝐾 : 第 𝑘个运输周期内的运输数量, 其中 1 ⩽
𝑘 ⩽ 𝑛;

ℎ𝑣: 批发商处单位库存持有成本;

ℎ𝑤: 本地仓库单位库存持有成本;

𝑥+ = max{𝑥, 0}.

不失一般性, 假定不同零售商的价格关系为𝑃𝑀

⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑃1, 即零售商等级越高, 价格越高. 同理, 假定

𝑏𝑀 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑏1, 并引入另一个假定 𝑏0 = 0. 此外, 还有

一个重要假设是ℎ𝑣 ⩽ ℎ𝑤, 将在第 1.3节中解释这一

假定.

1.2 模模模型型型构构构建建建

在第 𝑘个运输周期, 定义 𝑟𝑘𝑖 ∈ [0, 1]为第 𝑖类零

售商的即时满足率, 令

𝑦𝑘𝑖𝑡 =

{
1, 时刻 𝑟𝑘𝑖𝑇 为第 𝑖类零售商提供即时服务;

0, 其他.

令𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑦)表示长期平均利润, 批发商需决定

最优的运输周期 𝑡、补货周期𝑛𝑇 和库存分配策略𝑌

= {𝑦𝑘𝑖𝑡}, 以最大化期望平均利润. 在每个补货周期,

总收益为𝑅 = 𝑛

𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖𝜆𝑖𝑇 . 在每个运输周期, 第 𝑖类

零售商被即时满足的需求为
w 𝑇

0
𝜆𝑖𝑦𝑘𝑖𝑡d𝑡, 推迟至下期

满足的需求为
w 𝑇

0
𝜆𝑖(1− 𝑦𝑘𝑖𝑡)d𝑡. 总成本包括: 补货固
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定成本和变动成本、运输成本、缺货成本、批发商处

的库存持有成本和本地仓库的库存持有成本. 各项成

本表达式如下:

1) 补货成本

𝐶𝑅 = 𝐴𝑅 + 𝑐𝑅𝑄𝑅;

2) 运输成本

𝐶𝑆 =

𝑛∑
𝑖=1

(𝐴𝑆 + 𝑐𝑆𝑄𝑘) = 𝑛𝐴𝑆 + 𝑐𝑆𝑄𝑅;

3) 缺货回补成本

𝐵 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖
w 𝑇

0
(1− 𝑦𝑘𝑖𝑡)𝑏𝑖(𝑇 − 𝑡)d𝑡;

4) 批发商处的持货成本

𝐻𝑣 =

𝑛∑
𝑘=1

(𝑘 − 1)𝑄𝑘𝑇ℎ𝑉 ;

5) 本地仓库的持货成本

ℎ𝑤 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑤
w 𝑡

0
𝑡𝑦𝑘𝑖𝑡d𝑡.

长期平均利润为

𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ) =

1

𝑛𝑇

(
𝑛

𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖𝜆𝑖𝑇 − 𝐶𝑅 − 𝐶𝑆 −𝐵 −𝐻𝑣 −𝐻𝑤

)
. (1)

问题可以描述为

max 𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑦).

s.t. 𝑦𝑘𝑖𝑡 = 1 or 0, 𝑖 ∈𝑀 and 𝑟𝑘𝑖 ∈ [0, 1];

𝑄𝑘 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑟𝑘𝑖 + (1− 𝑟(𝑘−1)𝑡))𝑇, 2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛;

𝑄1 = 𝑛

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑇 −
𝑛∑

𝑖=2

𝑄𝑘𝑇 ⩾ 0, 𝑛 ∈ 𝑍;

𝑄𝑅 = 𝑛

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑇. (2)

1.3 模模模型型型求求求解解解

库存分配策略𝑌 ∗: 给定运输周期𝑇 和𝑛, 有

𝑟∗𝑘𝑖 =

⎧⎨⎩
𝑏𝑖 + ℎ𝑣
𝑏𝑖 + ℎ𝑤

, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛− 1;{𝑏𝑖 − (𝑛− 1)ℎ𝑣
𝑏𝑖 + ℎ𝑤

}+

, 𝑘 = 𝑛.

于是库存分配策略𝑌 ∗ 可以表示为

𝑦𝑘𝑖𝑡 =

{
1, 𝑡 ⩽ 𝑟∗𝑘𝑖𝑇 ;

0, 𝑡 > 𝑟∗𝑘𝑖𝑇.
(3)

证证证明明明 固定𝑛和𝑇 , 𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 )最大化的必要条

件为 ∂𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 )/∂𝑟𝑘𝑖 = 0. 𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 )可以表示为

𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ) =

1

𝑛𝑇

(
𝑛

𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖𝜆𝑖𝑇 −𝐴𝑅 − 𝑐𝑅𝑄𝑅 − 𝑛𝐴𝑆 − 𝑐𝑆𝑄𝑅−

𝑛∑
𝑘=1

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖

(1
2
𝑇 2 − 𝑟𝑘𝑖𝑇

2 +
1

2
𝑟2𝑘𝑖𝑇

2
)
+

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣𝑇
2
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑟𝑘𝑖 −
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣𝑇
2(𝑛− 1)𝑟𝑛𝑖−

𝑀∑
𝑖=1

𝑛(𝑛− 1)

2
𝜆𝑖ℎ𝑣𝑇

2 −
𝑛∑

𝑘=1

𝑀∑
𝑖=1

1

2
𝜆𝑖ℎ𝑤𝑟

2
𝑘𝑖𝑇

2
)
.

因而

𝑟∗𝑘𝑖 =

⎧⎨⎩
𝑏𝑖 + ℎ𝑣
𝑏𝑖 + ℎ𝑤

, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛− 1;{𝑏𝑖 − (𝑛− 1)ℎ𝑣
𝑏𝑖 + ℎ𝑤

}+

, 𝑘 = 𝑛. □

在每个运输周期内, 𝑟∗𝑘𝑖 是第 𝑖类零售商的最大需

求满足时刻, 即批发商只满足第 𝑖类零售商在此时刻

之前的需求, 并推迟其他需求至下一个运输周期. 在

第 1.1节中曾假定ℎ𝑣 ⩽ 𝑏𝑤, 若无此假定, 则 𝑟∗𝑘𝑖 ⩾ 1, 与

𝑟∗𝑘𝑖 的定义相悖. 𝑟∗𝑘𝑖 反映了两种不同的权衡因素: ℎ𝑤
与 𝑏𝑖 的权衡, 这与EOQ模型类似. 另一个权衡为ℎ𝑤

与ℎ𝑣, 若ℎ𝑣 ⩽ ℎ𝑤, 则批发商可以将更多的库存存放

在批发商处并推迟满足零售商的需求至下个周期以

节约库存持有成本. 此外, 因每个补货周期的最后一

个运输周期内未被满足的需求将在下一个补货周期

期初得到满足, 此时批发商不需负担这一部分的库存

成本, 故最后一个运输周期的分配策略与其他各期不

同. 如果缺货成本相对于持货成本较小, 则批发商可

以选择将最后一个运输周期的需求全部推迟到下一

个补货周期, 此时成本不会增加.

引理 1 在每个运输周期𝑇 内, 等级高的零售商

有更大的即时满足率, 即 𝑟∗𝑘𝑖 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑟∗𝑘𝑀 .

证证证明明明 令 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑀 , 此时 𝑏𝑖 ⩽ 𝑏𝑗 . 如果 1 ⩽
𝑘 ⩽ 𝑛− 1, 则有

𝑟∗𝑘𝑗 − 𝑟∗𝑘𝑖 =
𝑏𝑗 + ℎ𝑣
𝑏𝑗 + ℎ𝑤

− 𝑏𝑖 + ℎ𝑣
𝑏𝑖 + ℎ𝑤

=

(ℎ𝑤 − ℎ𝑣)
( 1

𝑏𝑖 + ℎ𝑤
− 1

𝑏𝑗 + ℎ𝑤

)
,

显然 𝑟∗𝑘𝑗 ⩾ 𝑟∗𝑘𝑖 总是成立. 如果 𝑘 = 𝑛, 则以上结果依

然成立. □

在给定库存分配策略后, 将计算最优的运输周

期𝑇 ∗ 和𝑛∗.

定理 1 1) 给定库存分配策略𝑌 ∗ 和𝑛, 最优的运

输周期𝑇 满足如下条件:

𝑇 ∗ =

√
2(𝑛𝐴𝑆 +𝐴𝑅)

(𝜓 + 𝜙)
.

其中
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𝜓 = (𝑛∗ − 1)
( 𝑀∑

𝑖=1

ℎ𝑤𝑏𝑖 + ℎ2𝑣
ℎ𝑤 + 𝑏𝑖

+ 𝑛∗
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣−

2

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖
ℎ𝑣 + 𝑏𝑖
ℎ𝑤 + 𝑏𝑖

ℎ𝑣

)
,

𝜙 =

𝑀∑
𝑖=𝑚+1

𝜆𝑖
ℎ𝑤𝑏𝑖 + ((𝑛∗ − 1)ℎ𝑣)

2

ℎ𝑤 + 𝑏𝑖
+

2(𝑛∗ − 1)

𝑀∑
𝑖=𝑚+1

𝜆𝑖
𝑏𝑖 − (𝑛∗ − 1)ℎ𝑣

ℎ𝑤 + 𝑏𝑖
ℎ𝑣,

𝑚 = argmax{𝑖, 𝑏𝑖 ⩽ (𝑛− 1)ℎ𝑣}.
2) 给定库存分配策略𝑌 ∗, 存在唯一的𝑛∗ 最大化

𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ) . 当ℎ𝑣 = ℎ𝑤 时, 𝑛∗ = 1.

证证证明明明 1) 给定如式 (3)所示的库存分配策略, 可

得

𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ) =

𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖𝜆𝑖 −
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑐𝑅 + 𝑐𝑆)−

(𝑛𝐴𝑆 +𝐴𝑅)
1

𝑛𝑇
− (𝜓 + 𝜙)

𝑇

2𝑛
.

其中

𝜓 = (𝑛∗ − 1)
( 𝑀∑

𝑖=1

ℎ𝑤𝑏𝑖 + ℎ2𝑣
ℎ𝑤 + 𝑏𝑖

+ 𝑛∗
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣−

2

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖
ℎ𝑣 + 𝑏𝑖
ℎ𝑤 + 𝑏𝑖

ℎ𝑣

)
,

𝜙 =

𝑀∑
𝑖=𝑚+1

𝜆𝑖
ℎ𝑤𝑏𝑖 + ((𝑛∗ − 1)ℎ𝑣)

2

ℎ𝑤 + 𝑏𝑖
+

2(𝑛∗ − 1)

𝑀∑
𝑖=𝑚+1

𝜆𝑖
𝑏𝑖 − (𝑛∗ − 1)ℎ𝑣

ℎ𝑤 + 𝑏𝑖
ℎ𝑣,

𝑚 = argmax{𝑖, 𝑏𝑖 ⩽ (𝑛− 1)ℎ𝑣}.
令

∂𝜋

∂𝑇
= (𝑛𝐴𝑆 +𝐴𝑅)

1

𝑛𝑇 2
− (𝜓 + 𝜙)

1

2𝑛
= 0,

此时

𝑇 ∗ =

√
2(𝑛𝐴𝑆 +𝐴𝑅)

(𝜓 + 𝜙)
,

∂2𝜋

∂𝑇 2
= −𝐴𝑆 +

𝐴𝑅

𝑛

1

𝑇 3
< 0.

因而𝑇 ∗ 能最大化利润𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ).

2) 假定

𝜋(𝑥, 𝑦) =( 𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖𝜆𝑖𝑦 − 𝐶𝑅 − 𝐶𝑆 −𝐵 −𝐻𝑣 −𝐻𝑤

)
/𝑥𝑦.

其中: 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝜋(𝑥, 𝑦)是一个二元连续函数. 假定

𝜖和 𝜈为任意小的实数, 𝜃和 𝜌为足够大的实数. 实际

中𝑥会落入区间 (𝜖, 𝜃), 而 𝑦会落入区间 (𝜈, 𝜌). 根据二

元连续函数的性质, 𝜋(𝑥, 𝑦)的值将会落在一个封闭的

区域, 因此, 存在唯一的 (𝑥, 𝑦)值使𝜋(𝑥, 𝑦)最大化. 若

将 (𝑥, 𝑦)替代为 (𝑛, 𝑇 ), 则此结果也同样适用, 不过此

时𝑛必须为整数. 当ℎ𝑤 = ℎ𝑣 时, 若批发商在补货后

未尽快发货至本地仓库, 则只会增加固定运输成本,

不会节省任何的持货成本. 因而𝑛∗ = 1合理. □

定理 1表明计算𝑛∗ 有一点困难, 因为在最后一

个运输周期的库存分配策略结构与其他运输周期不

同, 而不同的ℎ𝑤、𝑏𝑖 和ℎ𝑣 会带来不同的 𝑟∗𝑘𝑖, 进而增加

了求解和分析的难度. 若将 𝑟∗𝑘𝑛 简化为 𝑟∗𝑘𝑖(𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1), 则可以获得如下的𝑅策略.

定理 2 1) 库存分配策略𝑅. 给定运输周期𝑇

和𝑛, 令 𝑟𝑅𝑘𝑖 = (𝑏𝑖 + ℎ𝑣)/(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)代表第 𝑖类零售商

的满足率, 此时

𝑦𝑘𝑖𝑡 =

⎧⎨⎩1, 𝑡 ⩽ 𝑟𝑅𝑘𝑖𝑇 ;

0, 𝑡 > 𝑟𝑅𝑘𝑖𝑇.
(4)

2) 运输策略. 给定库存分配策略𝑅和运输频率

𝑛𝑅, 则存在唯一的运输周期𝑇𝑅 满足条件

𝑇𝑅 =

√
2(𝐴𝑆 +𝐴𝑅/𝑛)

𝜓𝑅 + (𝑛− 1)𝜙𝑅
.

其中

𝜓𝑅 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖
ℎ𝑤𝑏𝑖 + ℎ2𝑣
ℎ𝑤 + 𝑏𝑖

, 𝜙𝑅 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣.

3) 补货策略. 给定库存分配策略𝑅, 如果𝜓𝑅−𝜙𝑅
> 0, 则最优的𝑛∗𝑅 满足条件𝑛𝑅(𝑛𝑅 − 1) ⩽ (𝐴𝑅(𝜓

𝑅 −
𝜙𝑅))/𝐴𝑆𝜙

𝑅 ⩽ 𝑛𝑅(𝑛𝑅 + 1); 否则𝑛𝑅 = 1.

证证证明明明 运输策略证明. 给定如式 (4)中的库存分

配策略𝑅, 则有

𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ) =

𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖𝜆𝑖 −
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑐𝑆 + 𝑐𝑅)−

(𝑛𝐴𝑆 +𝐴𝑅)
1

𝑛𝑇
− (𝜓𝑅 + (𝑛− 1)𝜙𝑅)

𝑇

2
.

其中

𝜓𝑅 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖
ℎ𝑤𝑏𝑖 + ℎ2𝑣
ℎ𝑤 + 𝑏𝑖

, 𝜙𝑅 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣.

令

∂𝜋𝑅

∂𝑇
= (𝑛𝐴𝑆 +𝐴𝑅)

1

𝑛𝑇 2
− 1

2
(𝜓𝑅 + (𝑛− 1)𝜙𝑅) = 0,

则

𝑇𝑅 =

√
2(𝐴𝑆 +𝐴𝑅/𝑛)

𝜓𝑅 + (𝑛− 1)𝜙𝑅
,

∂2𝜋𝑅

∂𝑇 2
= −2

(𝐴𝑆 +𝐴𝑅/𝑛)

𝑇 3
< 0.

因而𝑇𝑅 能最大化𝜋𝑅(𝑛, 𝑇, 𝑌 ).

补货策略证明. 将 𝑡替代为𝑇𝑅, 则可得

ATC(𝑛)2 =(
𝜋𝑅(𝑛, 𝑇, 𝑌 )−

𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖𝜆𝑖 −
𝑀∑
𝑖=1

(𝑐𝑅 + 𝑐𝑆)𝜆𝑖

)2

=
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2
(
𝑛𝐴𝑆𝜓

𝑅 +
1

𝑛
𝐴𝑅(𝜓

𝑅 − 𝜙𝑅)+

𝐴𝑅𝜙
𝑅 +𝐴𝑆(𝜓

𝑅 − 𝜙𝑅)
)
.

显然, 能最小化ATC(𝑛)2 的𝑛也能最大化𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ).

若𝜓𝑅 −𝜙𝑅 ⩽ 0, 则ATC(𝑛)2 会随𝑛增加而增加, 因而

当𝑛𝑅 = 1时, ATC(𝑛)2 最小. 令

ATC(𝑛)2 −ATC(𝑛+ 1)2 ⩽ 0,

ATC(𝑛)2 −ATC(𝑛− 1)2 ⩽ 0.

若𝜓𝑅 − 𝜙𝑅 > 0, 则最优的𝑛∗ 满足条件

𝑛𝑅(𝑛𝑅 − 1) ⩽ 𝐴𝑅(𝜓
𝑅 − 𝜙𝑅)

𝐴𝑆𝜙𝑅
⩽ 𝑛𝑅(𝑛𝑅 + 1). □

2 FCFS策策策略略略

为探讨库存分配策略对整个系统的影响, 这里分

析一个比较简单的 FCFS策略, 令上标 𝑓代表最优的

FCFS策略𝐹 ∗. 与上文所提出的库存分配策略不同,

批发商并不会区分不同的零售商, 并推迟满足低等级

零售商的需求以优先满足高等级零售商的需求, 他会

一直满足零售商的需求直到库存耗完. 采用类似的分

析过程, 可以获得如下最优的FCFS策略𝐹 ∗.

定理 3 1) 令

𝑟𝑓𝑘𝑖 =

⎧⎨⎩

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑣)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛− 1;

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 − (𝑛− 1)ℎ𝑣)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

, 𝑘 = 𝑛.

此时FCFS策略𝐹 ∗ 可以表述为

𝑦𝑘𝑖𝑡 =

⎧⎨⎩1, 𝑡 ⩽ 𝑟𝑓𝑘𝑖𝑇 ;

0, 𝑡 > 𝑟𝑓𝑘𝑖𝑇.
(5)

2) 给定 FCFS策略𝐹 ∗ 和𝑛𝑓 , 存在唯一的最优运

输周期𝑇 𝑓 =

√
2(𝑛𝑓𝐴𝑆 +𝐴𝑅)

𝜓𝑓 + 𝜙𝑓
. 其中

𝜓𝑓 = (𝑛𝑓 − 1)
( 𝑀∑

𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑤

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖 +
( 𝑀∑

𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣

)2

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

+

𝑛𝑓
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣 − 2

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑣)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

ℎ𝑣

)
,

𝜙𝑓 =

⎧⎨⎩

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑤

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖 +
(
(𝑛𝑓 − 1)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣

)2

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

+

2(𝑛𝑓 − 1)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 − (𝑛𝑓 − 1)ℎ𝑣)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

ℎ𝑣,

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 − (𝑛𝑓 − 1)ℎ𝑣) > 0;

0, 其他.

3) 给定 FCFS策略𝐹 ∗, 存在唯一最优的𝑛𝑓 最大

化𝜋(𝑛, 𝑇, 𝑌 ). 当ℎ𝑤 = ℎ𝑣 时, 𝑛𝑓 = 1.

定理 3的证明过程与定理 1类似, 此处略去.

引理 2 与最优的FCFS策略𝐹 ∗ 相比, 最优的库

存分配策略𝑌 ∗ 可以提高高等级零售商的即时满足

率.

证证证明明明 令 𝑖 = 𝑗, 1 ⩽ 𝑗 ⩽𝑀 . 当 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛− 1时,

有

𝑟∗𝑘𝑗 − 𝑟𝑓𝑘𝑖 =
𝑏𝑗 + ℎ𝑣
𝑏𝑗 + ℎ𝑤

−

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑣)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

=

ℎ𝑤 − ℎ𝑣

(𝑏𝑗 + ℎ𝑤)

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

( 𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖 −
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑗

)
.

若
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖 ⩽
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑗 , 𝑟∗𝑘𝑗 ⩽ 𝑟𝑓𝑘𝑖 , 则有更多的库

存分配给第 𝑗类零售商, 并提高其满足率; 反之亦然.

考察两种极端情况: 若 𝑗 = 𝑀 , 则 𝑟∗𝑘𝑗 ⩾ 𝑟𝑓𝑘𝑖 总是

成立, 此等级零售商总能获得更多的库存; 若𝑗 = 1,

则 𝑟∗𝑘𝑗 ⩽ 𝑟𝑓𝑘𝑖 也总是成立, 此等级零售商获得的库存总

是比较少.

当 𝑘 = 𝑛时, 上述结果也同样成立. □

库存分配策略总是能改进高等级零售商的即时

满足率, 并提高利润. 然而库存分配策略能多大程度

改善系统的绩效将取决于系统参数, 第 4节将具体探

讨这个问题. 下面简化 FCFS策略并获得与定理 2类

似的简化FCFS策略𝐹 .

定理 4 1) FCFS策略𝐹 . 给定运输周期𝑇 和𝑛,

令

𝑟𝐹𝑘𝑖 =
( 𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑣)
)/( 𝑀∑

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)
)
,

此时 FCFS策略𝐹 可以表示为
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𝑦𝑘𝑖𝑡 =

⎧⎨⎩1, 𝑡 ⩽ 𝑟𝐹𝑘𝑖𝑇 ;

0, 𝑡 > 𝑟𝐹𝑘𝑖𝑇.
(6)

2) 运输策略. 给定如上的 FCFS策略𝐹 和运输频

率𝑛𝐹 , 存在唯一最优的运输周期

𝑇𝐹 =

√
2(𝐴𝑆 +𝐴𝑅/𝑛𝐹 )

𝜓𝐹 + (𝑛𝐹 − 1)𝜙𝐹
.

其中

𝜓𝐹 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑤 +
( 𝑀∑

𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣

)2

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

,

𝜙𝐹 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣.

3) 补货策略. 给定 FCFS策略𝐹 , 若𝜓𝐹 − 𝜙𝐹 > 0,

则最优的𝑛𝐹 满足条件

𝑛𝐹 (𝑛𝐹 − 1) ⩽ 𝐴𝑅(𝜓
𝐹 − 𝜙𝐹 )

𝐴𝑆𝜙𝐹
⩽ 𝑛𝐹 (𝑛𝐹 + 1);

否则𝑛𝐹 = 1.

证明过程与定理 2类似, 在此略去.

引理 3 库存分配策略𝑅下的运输周期总是等

于或者长于 FCFS策略𝐹 . 若所有的缺货成本相同, 则

这两个运输周期将相同. 相应地, 采用库存分配策略

𝑅的平均利润总是等于或者高于采用FCFS策略𝐹 的

平均利润.

证证证明明明 给定𝑛, 比较𝑇𝑅 和𝑇 𝑓 , 其差别来源于𝜓𝑅

和𝜙𝐹 . 为完成证明, 只需证明𝜓𝑅 ⩾ 𝜙𝐹 . 因为

𝜓𝑅 − 𝜙𝐹 =

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑤 +
( 𝑀∑

𝑖=1

𝜆𝑖ℎ𝑣

)2

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

−

𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖
ℎ𝑤𝑏𝑖 + ℎ2𝑣
ℎ𝑤 + 𝑏𝑖

=

(ℎ2𝑤 − ℎ2𝑣)
𝑀∑
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑏𝑖 + ℎ𝑤)

( 𝑀∑
𝑖=1

𝜆2𝑖 −
( 𝑀∑

𝑖=1

𝜆𝑖

)2

+

𝑀∑
𝑖 ∕=𝑗;𝑖,𝑗=1

𝜆𝑖𝜆𝑗

( 𝑏𝑖 + ℎ𝑣
𝑏𝑗 + ℎ𝑤

+
𝑏𝑗 + ℎ𝑣
𝑏𝑖 + ℎ𝑤

))
,

所以

𝜓𝐹 − 𝜙𝑅 ⩾ 0. (7)

采用式 (7), 并比较定理 2的 3)和定理 4的 3)中

的𝑛𝑅 和𝑛𝐹 , 可以容易证明𝑛𝑅 ⩽ 𝑛𝐹 . 将𝜓𝐹 降低至

𝑛𝑅,𝐴𝑆+𝐴𝑅/𝑛
𝐹 会增加至𝐴𝑆+𝐴𝑅/𝑛

𝐹 , (𝑛𝐹−1)𝜙𝐹 会

减少至 (𝑛𝐹 − 1)𝜙𝑅, 从而导致𝑇𝑅 等于或大于𝑇𝐹 , 当

且仅当 𝑏𝑖 = 𝑏𝑗(𝑖 ∕= 𝑗)时, 等号才成立. 相应地, 在库存

分配策略𝑅下的平均利润等于或大于 FCFS策略𝐹 .

证明过程此处略去. □

3 算算算例例例分分分析析析

本节首先比较最优的库存分配策略𝑌 ∗ 与最优的

FCFS策略𝐹 ∗ 的总体绩效, 然后考察不同参数对库存

分配效果的影响. 为简化分析, 假定𝑀 = 2, 𝑃1 = 20,

𝑃2 = 30, 𝑐𝑅 = 𝑐𝑆 = 0. 其他参数有多种取值组合: 𝐴𝑆

= 10, 20, 40; 𝐴𝑅 = 80, 160, 320; 𝜆1 = 2, 4, 6; 𝜆2 = 2, 4,

6; ℎ𝑤 = 2, 4, 6; ℎ𝑣 = 2, 4, 6; 𝑏1 = 2, 4; 𝑏2 = 2, 4, 6. 考虑

前文的假定, 例如ℎ𝑤 ⩾ ℎ𝑣 和 𝑏1 ⩽ 𝑏2, 共有 2 430组算

例.

3.1 库库库存存存分分分配配配策策策略略略𝑌 ∗与与与FCFS策策策略略略𝐹 ∗的的的总总总体体体绩绩绩效效效

比比比较较较

若 𝑏1 = 𝑏2, 则策略𝑌 ∗ 和策略𝐹 ∗ 的表现相同, 因

此下面只考虑 𝑏1 < 𝑏2 的情况, 此时有 1 458组算例可

供分析. 在所有情况中, 若采用策略𝑌 ∗ 而不是策略

𝐹 ∗, 则第 1类零售商的即时满足率总是降低, 而第 2

类零售商的即时满足率总是增加. 下面采用一些符

号来代表绩效的差异. 假定APD代表两个策略平均

利润的差异, 即APD = (AP𝑌 ∗ − AP𝐹∗)/(AP𝐹∗). 若

APD > 0, 则采用策略𝑌 ∗ 所带来的利润将高于策略

𝐹 ∗. 令ArD1 表示第 1类客户的平均利润差异, ArD2

表示第 2类客户的平均利润差异; TD表示运输周期

差异, nTD表示补货周期差异. ArD1、ArD2、TD和

nTD的表达式与APD类似, 此处略去.

表 1给出了库存分配策略𝑌 ∗ 与 FCFS策略𝐹 ∗

的总体绩效比较.

表 1 库存分配策略𝑌 ∗与FCFS策略𝐹 ∗的绩效比较 %

指 标 APD ArD1 ArD2 TD nTD

最大值 34.3 0 50 151 46.4

最小值 −41.02 −53.85 −20 −58.87 −37.43

平均值 0.31 −14.47 6.99 11.25 −0.63

大于 0的算例数量 1 283 0 1 367 1 289 1 003

表 1的数据表明, 库存分配策略大部分情况下

能够改善系统的绩效. 在 1 458组算例中, 有 1 283组

算例的库存分配策略𝑌 ∗ 的利润高于 FCFS策略𝐹 ∗,

且最大改善幅度高达 34.3%, 而平均利润改善程度仅

为 0.31%. 相较于即时满足率, 两类零售商的平均利润

显示出不一致的变化. 第 1类零售商的平均满足率总

是降低, 而第 2类零售商的平均满足率均值为 6.99%;

但也有接近 100组算例中第 2类零售商的平均满足率

在库存分配策略𝑌 ∗ 下有所降低. 造成此种现象的原

因是运输周期延长, 运输频率降低, 使得第 2类零售

商的平均利润降低. APD与ArD2 同时大于 0的相应

算例数量为 1 192, 即在绝大部分情况下, 能同时改善

高等级零售商的满足率和平均利润. 从表 1中还观察
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到, 即使有时两类零售商的利润率同时降低, 此时平

均利润仍然会增加, 原因在于此时运输周期或补货周

期被延长, 使得平均固定成本有所降低, 从而降低了

总成本.

3.2 缺缺缺货货货成成成本本本对对对平平平均均均利利利润润润差差差异异异的的的影影影响响响

为探讨不同缺货成本对库存分配效果的影响, 假

定 𝑏2 有多个取值, 并固定其他取值为: 𝐴𝑅 = 80; 𝐴𝑆 =

10; 𝜆1 = 4; 𝜆2 = 6; ℎ𝑤 = 2, 4, 6, 8; ℎ𝑣 = 2; 𝑏1 = 2.

图 2给出了缺货成本对平均利润AP的影响.
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图 2 缺货成本对平均利润AP的影响

从图 2可以看出, 库存分配策略𝑌 ∗ 下的平均利

润有时低于 FCFS策略. 随着 𝑏2 增加, 两个策略下平

均利润的差异并非一直减少. 当ℎ𝑤 = 4时, 平均利润

差异先增加, 后减少至 1.26, 此后又增加. 而当 𝑏1 与

𝑏2 相等时, 两个策略下的表现将一样. 因此若零售商

同质, 则批发商无必要对其库存进行分配.

3.3 其其其他他他参参参数数数对对对库库库存存存分分分配配配效效效果果果的的的影影影响响响

令AF1和AF2代表库存分配策略下第 1类和第

2类零售商的平均满足率, 而AFf表示 FCFS策略下

两类零售商的平均满足率. 表 2列出了部分算例结果,

其中TD、nTD、APD的单位为%. 下面对 2 430组算

例中得到的一些基本结论进行分析.

总体上, 不同参数对APD的影响并非单调的. 随

着𝐴𝑆、𝐴𝑅、𝜆1、ℎ𝑤、ℎ𝑣 和 𝑏2 增加, APD并非一直增

加. 库存分配对系统的影响取决于所有参数的综合影

响, 且库存分配改善系统绩效的幅度取决于𝐴𝑅/ℎ𝑤,

ℎ𝑤/ℎ𝑣, ℎ𝑤/𝑏𝑖 等的值. 例如, 当 𝑏1 与 𝑏2 的差异较大时,

如 𝑏2−𝑏1 = 4, 此时批发商更有可能推迟第 1类零售商

的需求. 另外, 若第 1类零售商的需求率较大, 即𝜆1 较

大时, 采用库存分配策略会使运输周期缩短, 进而增

加总运输成本, 由第 1类零售商需求所带来的缺货成

本也会增加. 由于第 2类零售商的满足率提高会带来

缺货成本降低, 此时平均利润可能会降低, 也有可能

会增加 (如表 2中第 16、17行). 事实上, 平均利润的改

善程度源于 3个方面因素的相互作用: 由延长的补货

周期所带来的固定补货成本降低, 由延长的运输周期

所带来的固定运输成本降低, 以及由两类零售商的满

足率提高而导致缺货成本的降低. 总之, APD取决于

TD、nTD、ArD1 和ArD2. 在本文的参数设置下, 前

两个因素占主导作用, 即只要TD和 nTD同时大于 0,

APD便会大于 0. 只要运输周期和补货周期延长, 即

使两个零售商的满足率降低, 平均利润还是会增加

(如表 2中的第 18行).

表 2 库存分配策略𝑌 ∗与FCFS策略𝐹 ∗的结果比较
Num 𝐴𝑆 𝐴𝑅 𝜆1 𝜆2 ℎ𝑤 ℎ𝑣 𝑏1 𝑏2 𝑛∗ 𝑇∗ 𝜋 𝑛𝑓 𝑇𝑓 𝜋𝑓 TD nTD APD AF1 AF2 AFf

1 10 80 2 2 2 2 2 4 2 3.69 72.92 3 2.62 72.03 40.84 −6.11 1.23 0.50 0.67 0.67
2 20 80 2 2 2 2 2 4 2 4.05 70.34 1 6.45 69.02 −37.33 25.34 1.91 0.50 0.67 0.60
3 40 80 2 2 2 2 2 4 1 7.17 66.53 1 7.07 66.06 1.42 1.42 0.72 0.50 0.67 0.60
4 40 80 2 4 4 2 4 6 1 4.20 102.87 1 4.18 102.63 0.42 0.42 0.23 0.50 0.60 0.57
5 40 160 2 4 4 2 4 6 1 5.42 86.24 4 0.17 86.17 150.26 −37.43 0.09 0.50 0.60 0.59
6 40 320 2 4 4 2 4 6 4 2.65 69.60 4 2.65 69.57 0.03 0.03 0.04 0.56 0.60 0.59
7 40 160 2 6 4 2 2 6 2 2.96 139.01 1 4.74 135.67 −37.53 24.94 2.46 0.33 0.60 0.56
8 40 160 4 6 4 2 2 6 2 2.80 174.21 1 4.37 168.45 −35.97 28.05 3.42 0.33 0.60 0.52
9 40 160 6 6 4 2 2 6 2 2.66 209.67 3 2.06 209.37 28.99 −14.01 0.14 0.33 0.60 0.50
10 40 320 4 6 2 2 4 6 1 7.09 158.41 1 7.06 158.02 0.85 0.39 0.72 0.67 0.70 0.72
11 40 320 4 6 4 2 4 6 4 2.06 143.35 4 2.06 143.31 0.68 0.03 0.61 0.56 0.60 0.59
12 40 320 4 6 6 2 4 6 4 1.93 135.87 4 1.93 135.79 2.25 0.07 2.19 0.45 0.50 0.48
13 40 160 4 6 6 2 2 4 2 2.74 172.36 3 2.11 171.73 29.50 −13.67 0.37 0.25 0.40 0.38
14 40 160 4 6 6 4 2 4 2 2.94 178.32 2 2.94 178.28 0.05 0.05 0.02 0.38 0.40 0.39
15 40 160 4 6 6 6 2 4 2 2.83 175.15 2 2.83 175.15 0.00 0.00 0.00 0.50 0.50 0.50
16 10 160 6 2 6 4 2 6 2 2.54 109.22 2 2.85 116.75 −10.65 −10.65 −6.45 0.38 0.46 0.39
17 40 160 6 2 2 2 2 6 2 4.47 126.33 1 6.45 118.03 −30.72 38.56 7.03 0.50 0.75 0.60
18 10 160 4 2 4 4 4 6 2 3.20 83.72 3 1.99 76.33 60.74 7.16 9.67 0.50 0.60 0.67

大多情况下库存分配策略能改善系统绩效. 当固

定补货成本和固定运输成本比持货成本和缺货成本

相对较大时, 库存分配效果较好. 此外, ℎ𝑤/ℎ𝑣 较大, 或

ℎ𝑤/𝑏𝑖 与ℎ𝑣/𝑏𝑖 较大时, 库存分配效果也较好. 若批发

商处的库存持有成本比本地仓库的持有成本较小时,

批发商会推迟发货以节省持货成本, 并减少每个补货

周期内的发货次数. 当库存持有成本比缺货成本相对

较大时, 批发商更有可能推迟满足零售商的需求, 进

而能集并运输需求而延长运输周期.

毫无疑问, 库存分配策略为改善系统绩效提供了

一种新的途径. 从算例中可以看出, 有时库存分配策

略的系统绩效会劣于FCFS策略, 因而管理者若想最

大化库存分配策略的效果, 则应清楚库存分配策略的

适用范围. 本文结果还表明, 在管理者采取各种措施
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降低库存持有成本等单个因素时, 为发挥库存分配策

略的最优化效果, 还需同时优化相应的其他参数.

4 结结结 论论论

本文研究一个库存与运输集成VMI系统, 其中

多个零售商具有不同的缺货成本, 通过为不同零售商

合理分配库存可以有效改善系统绩效. 本文不仅求解

给定规则下最优的库存分配运输策略和最优的FCFS

库存运输策略, 而且提出了相应的简化策略. 引理 3

表明, 简化的库存分配运输策略总是优于简化的

FCFS库存运输策略. 然而, 最优的库存分配运输策

略和最优的 FCFS库存运输策略则无此统一结论. 最

优的库存分配运输策略在大多情况下优于最优的

FCFS库存运输策略. 值得一提的是, 某些情况下库存

分配运输策略所带来的好处较多, 如固定补货和固定

运输成本较大的情形下.

本文假定单位缺货成本不变, 而实际中缺货成本

往往与等待时间相关. 未来研究可以考虑这一新的缺

货成本假定. 此外, 本文的需求率确定, 若需求随机,

则整个系统会更加复杂, 但也更符合实际、更有意义,

进一步的研究也可以从这一方面展开.
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