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摘 要: 针对航空航天领域中存在的控制分配问题,提出一种基于最大方向导数 (MDD)不动点迭代的控制分配策

略.定义MDD为当前迭代点沿所有单位向量方向中最大导数对应的单位向量,沿MDD方向,取前一迭代点和当前

迭代点的迭代增量作最小二乘拟合,下一迭代点在该方向上的估计迭代增量作为当前迭代点的更新迭代增量,并对

改进算法的收敛性进行证明. 通过不同方法的仿真对比验证,表明了所提出算法的有效性和快速性.
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Control allocation method based on MDD fixed-point iteration
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Abstract: For the control allocation problem in the field of aeronautics and astronautics, a control allocation method based

on max direction derivative(MDD) fixed-point(FXP) iteration is proposed. MDD is defined as the unit vector which has the

max derivative among all the directions of the unit vector at current iteration point. Along the MDD direction, the increment

of next iteration point is estimated by using least square fitting of the increments of the former and current iteration point,

which is taken as a update for the increment of current iteration along the MDD direction. The convergence of the method

is also proved. Finally, the comparison of different methods is carried out. The simulation results show the effectiveness and

the rapidity of the proposed method.
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0 引引引 言言言

随着航空航天领域中多操纵面和推力矢量技术

的应用, 飞行器具备较多的气动控制余度,使得飞行

器操纵面的控制方式和组合方式不再唯一[1]. 如果

仍按传统的控制系统设计思路, 则其设计的难度和

复杂性将大大增加, 因此, 有必要采用先进的控制策

略—–控制分配技术来设计控制系统.控制分配技术

将控制律和分配律分开设计, 简化了控制律的设计.

随着Durham[2]的研究, 学者们将注意力集中到研究

快速高效的控制分配算法上, 使得控制指令可以合

理、有效、迅速地分配到各个操纵面上, 从而提高飞

行器正常飞行时的控制性能和发生故障时的生存能

力,这是飞控系统设计的关键环节.

Härkegård[3]研究了不同控制分配方法在飞控系

统中的应用. 在现有的控制分配方法中,伪逆法具有

计算量小和易于实现等优点,但没有直接考虑到操纵

面的饱和 (位置和速率)约束限制,不能避免操纵面进

入饱和,也不能实现可达集中的所有控制.工程实际

上要求控制分配方法要综合地考虑操纵面的气动效

率、位置约束和速率约束等因素[4-5], 但某些方法依

然存在计算量较大、难以满足工程应用的实时性要

求等问题,如线性规划、二次规划方法等[6-7]. 不动点

(FXP)迭代法是研究较多的方法之一,它利用递归不

动点紧缩算法, 易于编程实现, 对于大多数输入指令

是快速而有效的[8],且在飞控系统控制分配问题的应

用中取得了较好的效果[9-10]. Lu[11]对 FXP方法的全

局收敛性进行了证明,同时指出 FXP方法对较大的指

令输入收敛较慢.

考虑到飞控系统对控制分配问题求解的快速性

要求, 本文在保证改进算法收敛性的基础上, 探索
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FXP改进算法应用于二次规划控制分配问题中的快

速性. 通过与伪逆法、多级广义逆分配方法、线性规

划方法和基本 FXP方法等算法进行仿真对比验证,表

明了该改进策略的有效性和快速性.

1 MDDFXP迭迭迭代代代方方方法法法
1.1 基基基本本本FXP迭迭迭代代代方方方法法法

基于基本 FXP方法的二次规划控制分配问题如

下所示[3,9]:

𝐽 =
1

2
[(1− 𝜀)(𝐺𝑢− 𝑣)T𝑄1(𝐺𝑢− 𝑣) + 𝜀𝑢T𝑄2𝑢],

s.t. 𝑢 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑢. (1)

其中: 𝑣为虚拟输入; 𝑢为控制分配输出; 𝐺为控制效

率矩阵; 𝑄1 = 𝑊𝑣
T𝑊𝑣 > 0, 𝑄2 = 𝑊𝑢

T𝑊𝑢 > 0为加权

矩阵; 𝜀 = (1 + 𝛾)−1, 𝛾 > 0为加权因子.

对于任意𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑚)T ∈ 𝑅𝑚,若满足

𝑠𝑖(𝑢) =

⎧⎨⎩
𝑢, 𝑢𝑖 ⩽ 𝑢;

𝑢𝑖, 𝑢 < 𝑢𝑖 < 𝑢, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑢, 𝑢𝑖 ⩾ 𝑢.

(2)

其中 𝑠(⋅)为操纵面约束限制. 则式 (1)的二次规划问

题的解满足如下FXP等式:

𝑢 = 𝑠[(1− 𝜀)𝜔𝐺T𝑄1𝑣 − (𝜔𝐻 − 𝐼)𝑢] ≜ 𝑓(𝑢). (3)

其中: 𝐻 = (1 − 𝜀)𝐺T𝑄1𝐺 + 𝜀𝑄2; 𝜔 = ∥𝐻∥𝐹−1为步

长因子; 𝜀∈(0, 1)用于平衡控制分配误差和控制能量.

这样可得到FXP迭代格式为

𝑢𝑘+1 = f(𝑢𝑘), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (4)

1.2 MDDFXP迭迭迭代代代方方方法法法的的的原原原理理理

MDDFXP迭代方法是在基本 FXP的基础上对沿

MDD方向上的迭代增量进行改进, 在描述改进设计

之前先给出MDD的定义[12].

定义 1 设 𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛是连续函数,对于𝑢0 ∈
𝑅𝑛和单位向量 𝑒𝑖 = (𝛿1

𝑖, 𝛿2
𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑛𝑖)T (𝛿𝑗𝑖=0, 𝑗 ∕= 𝑖,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),函数 𝑓(𝑢0 + 𝑡)𝑒𝑖在 𝑡 = 0处的导数 (若

存在)称为 𝑓在点𝑢0关于𝑢𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的一阶
偏导数. 对于任意 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 若 𝑓在点𝑢关于𝑢𝑖

的一阶偏导数存在,则称 𝑓(𝑢)在点𝑢的梯度定义为

▽𝑓(𝑢) =
(∂𝑓(𝑢)

∂𝑢1
,
∂𝑓(𝑢)

∂𝑢2
, ⋅ ⋅ ⋅ , ∂𝑓(𝑢)

∂𝑢𝑛

)T

. (5)

定义 2 对于𝑢0 ∈ 𝑅𝑛和 𝑑 ∈ 𝑅𝑛,函数 𝑓 在点𝑢0

关于 𝑑的方向导数定义为
∂𝑓(𝑢0)

∂𝑑
= lim

𝑡→0+

𝑓(𝑢0 + 𝑡𝑑)− 𝑓(𝑢0)

𝑡
. (6)

用𝐷𝑓(𝑢0; 𝑑)表示 𝑓在点𝑢0关于 𝑑的方向导数, 当 𝑓

的一阶偏导数连续可微时,方向导数可以计算为

𝐷𝑓(𝑢0; 𝑑) = ▽𝑓(𝑢0)
T𝑑. (7)

由上述定义可知, 用于 FXP迭代的 𝑓(𝑢)在𝑢点

的梯度定义为

▽𝑓𝑓(𝑢) =(𝑓(𝑢+Δ𝑡𝑒1)− 𝑓(𝑢)

Δ𝑡
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓(𝑢+Δ𝑡𝑒𝑛)− 𝑓(𝑢)

Δ𝑡

)
.

(8)

其中: 等式左侧下标 𝑓表示 FXP迭代; Δ𝑡为迭代步数

的间隔,一般取为 1. 因此, 𝑓在迭代点𝑢0关于 𝑑的方

向导数可以计算为

𝐷𝑓(𝑢0; 𝑑) = ▽𝑓𝑓(𝑢0)
T𝑑. (9)

MDD即为

max
{𝑓(𝑢0 +Δ𝑡𝑒𝑖)− 𝑓(𝑢0)

Δ𝑡

}
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 (10)

所对应的单位方向.

定义 3 对于𝑢𝑘, 𝑢𝑘+1 ∈ 𝑅𝑛和单位向量 𝑒𝑖,函数

𝑓在点𝑢𝑘+1关于方向 𝑒𝑖的增量定义为

Δ𝑓(𝑢𝑘+1; 𝑒𝑖) =

𝑓(𝑢𝑘+1 +Δ𝑡𝑒𝑖)− 𝑓(𝑢𝑘+1)

Δ𝑡
− 𝑓(𝑢𝑘 +Δ𝑡𝑒𝑖)− 𝑓(𝑢𝑘)

Δ𝑡
.

(11)

在引入MDD的定义和函数 𝑓在某点关于方向

𝑒𝑖的增量定义后, 设计MDDFXP迭代算法. 将当前

迭代点及其前一个迭代点在MDD上的迭代增量作

最小二乘拟合,得到下一迭代点在该MDD上的估计

迭代增量, 作为当前迭代点的更新迭代增量. 对于

MDDFXP迭代 (𝑘 ⩾ 1, 𝑘 ∈ 𝑁),算法步骤如下.

Step 1: 取 𝑓(𝑢𝑘)和 𝑓(𝑢𝑘+1).

Step 2: 计算▽𝑓𝑓(𝑢
𝑘+1)

T
𝑒𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 取

max{(𝑓(𝑢𝑘+1 +Δ𝑡𝑒𝑖)− 𝑓(𝑢𝑘+1))/Δ𝑡}所对应的单位
方向 𝑒𝑖为MDD,记为 𝑒𝑀 .

Step 3: 计算Δ𝑓(𝑢𝑘+1; 𝑒𝑀 )和Δ𝑓(𝑢𝑘; 𝑒𝑀 )(𝑘 ⩾ 2,

𝑘 ∈ 𝑁)并进行最小二乘拟合, 得到由当前迭代点

(𝑢𝑘+1)估计的下一迭代点在 𝑒𝑀方向上的迭代增量

Δ∗𝑓(𝑢𝑘+1; 𝑒𝑀 ).

Step 4: 更新

𝑓(𝑢𝑘+1) = 𝑓(𝑢𝑘+1) + Δ∗𝑓(𝑢𝑘+1; 𝑒𝑀 )𝑒𝑀 .

Step 5: 以𝑢𝑘+2 = 𝑓(𝑢𝑘+1)作为新的迭代点,计算

𝑓(𝑢𝑘+2)和 𝑓(𝑢𝑘+3).

Step 6: 当满足 𝑘 < 𝐾(𝐾 ∈ 𝑁)且 ∥ ▽𝑓𝑓(𝑢
𝑘+1) ∥

> 𝜉(𝜉 > 0)时, 重复 Step 1∼Step 5; 否则, 转为基本

FXP迭代过程.

注意到, 对于存在约束条件的控制分配问题,

Step 4更新的 𝑓(𝑢𝑘+1)还应满足其约束条件.

1.3 MDDFXP迭迭迭代代代方方方法法法的的的收收收敛敛敛性性性

以下讨论MDDFXP迭代方法的收敛性, 首先将

控制分配问题变为如下标准的二次规划问题:

𝐽 =
1

2
[(1− 𝜀)(𝐺𝑢− 𝑣)T𝑄1(𝐺𝑢− 𝑣) + 𝜀𝑢T𝑄2𝑢] =
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1

2
(1− 𝜀)(𝑢T𝐺T𝑄1𝐺𝑢− 𝑢T𝐺T𝑄1𝑣 − 𝑣T𝑄1𝑣)+

𝜀𝑢T𝑄2𝑢/2 =

1

2
𝑢T[(1− 𝜀)𝐺T𝑄1𝐺+ 𝜀𝑄2]𝑢+

𝑢T(1− 𝜀)(−𝐺T𝑄1𝑣) + (1− 𝜀)𝑣T𝑄1𝑣/2. (12)

由于 (1 − 𝜀)𝑣T𝑄1𝑣/2对于采样周期而言是常数, 移

除后不影响对目标函数优化解的求取, 令 𝑐 = (1 −
𝜀)(−𝐺T𝑄1𝑣),基于二次规划的控制分配问题描述为

𝐽 = 𝑢T𝐻𝑢/2 + 𝑢T𝑐, s.t. 𝐴𝑢 ⩾ 𝑏. (13)

其中𝐴和 𝑏可由式 (1)经过简单变化获得.

当代价函数为凸函数时,对于任意优化算法,均

应满足库恩-塔克 (Kuhn-Tucker)条件[12],基于二次规

划的优化算法也不例外. 对于凸规划, Kuhn-Tucker条

件既是必要条件,也是充分条件.点𝑢∗是正定二次规

划问题全局最优解的充要条件为𝑢∗是Kuhn-Tucker

点[12]. 由文献 [13]可知, FXP等式 (3)的解也是二次

规划问题 (13)的唯一解,从而可以得到 FXP迭代法能

够精确求解二次规划问题[11], 表明了基本 FXP迭代

法的收敛性. 由此,设𝑢∗是该二次规划控制分配问题

的全局最优解. 设基本 FXP的迭代序列为 {𝑢𝑛},则数
列收敛于𝑢∗. 由MDDFXP迭代方法的设计步骤可知,

该方法仅改变了FXP迭代序列 {𝑢𝑛}的有限项, 因此

不影响该序列的收敛性. 进一步,由数列极限的唯一

性可知, MDDFXP迭代序列也收敛于𝑢∗.

2 仿仿仿真真真实实实例例例及及及分分分析析析

2.1 简简简单单单算算算例例例的的的验验验证证证

首先给出一个简单的控制分配实例[3]. 设

𝐺 = [2 1], 𝑣 = 3, 𝑄1 = 𝑄2 = 𝐼2, 𝜀 = 0.001,

𝑢 = [1 1]T, 𝑢 = [−1 − 1]T,

取初始迭代点为𝑢0 = [0 0]T, 由 FXP迭代公式可得

𝑢1 = [0.119 98 0.599 9]T. 取𝐾 = 15, 𝜉 = 1e-4, 进行

基本 FXP方法和MDDFXP方法的对比仿真, 结果如

图 1所示. MDDFXP与基本 FXP的前 10次迭代结果

如表 1所示.

对上述控制分配算例进行 100次仿真, CPU平

均计算时间均为 0.015 6 s, FXP方法的迭代次数为 44,

MDDFXP方法的迭代次数为 38次. 由表 1可见,在第

10个迭代点, MDDFXP方法的𝑢2输出值为 0.975 7,

基本 FXP方法的𝑢2输出值为 0.945 5, 这表明与基本

FXP方法相比, MDDFXP方法在迭代前期的收敛速

度更快. 另外, 由图 1可知, MDDFXP方法在一定程

度上是最小二乘估计和基本FXP方法在迭代增量上

的博弈.在博弈的过程中,初期MDDFXP占明显优势,

随着迭代的进行, MDDFXP的优势逐渐降低,直至处

于劣势,此时需要及时地终止改进的迭代过程.

10 20 30 400

0.5

1

iteration time

u
2

basic FXP

MDDFXP

图 1 MDDFXP与基本 FXP的迭代过程对比

表 1 MDDFXP与基本FXP前10次的迭代结果

基本FXP MDDFXP
迭代次数

𝑢1 𝑢2 𝑢1 𝑢2

0 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.000 0

1 1.000 0 0.599 9 1.000 0 0.599 9

2 1.000 0 0.679 8 1.000 0 0.679 8

3 1.000 0 0.743 7 1.000 0 0.791 6

4 1.000 0 0.794 8 1.000 0 0.833 1

5 1.000 0 0.835 7 1.000 0 0.891 2

6 1.000 0 0.868 3 1.000 0 0.912 8

7 1.000 0 0.894 5 1.000 0 0.943 0

8 1.000 0 0.915 4 1.000 0 0.954 2

9 1.000 0 0.932 1 1.000 0 0.969 9

10 1.000 0 0.945 5 1.000 0 0.975 7

2.2 ADMIRE模模模型型型中中中的的的对对对比比比

ADMIRE是多操纵面飞机控制分配经常采用的

模型之一[3,10,15],本文利用该模型进行仿真,仿真中所

用主要数据如下:

𝐺 =

⎡⎢⎣ 0.798 4 −0.798 4 −4.578 7 −3.941 3
1.384 1 1.384 1 −1.090 6 −1.743 3
−0.397 0 0.397 0 −0.201 4 −0.425 6

→

←
3.941 3 4.578 7 2.691 9

−1.743 3 −1.090 6 0.004 6

0.425 6 0.201 4 −1.626 5

⎤⎥⎦ ,

𝑊𝑣 =

⎡⎢⎣ 1 0 0

0 10 0

0 0 10

⎤⎥⎦ , 𝑊𝑢 = 𝐼7, 𝜀 = 𝜉 = 1e-3.

操纵面定义如下,其饱和约束限制如文献 [3]所示.

𝑢 = [𝛿𝑐𝑙 𝛿𝑐𝑟 𝛿𝑟𝑜𝑒 𝛿𝑟𝑖𝑒 𝛿𝑙𝑖𝑒 𝛿𝑙𝑜𝑒 𝛿𝑟]
T.

仿真中,在 0.5 s输入两组虚拟阶跃输入信号 (每

组分别包含 𝑣1, 𝑣2和 𝑣3三个方向的输入),设置两组仿

真中MDDFXP算法的参数𝐾分别为 3和 4. 对两组

输入信号分别进行基于伪逆法 (PINV)、多级广义逆

分配方法 (CGI)[12]、线性规划 (LP)方法、FXP方法和

MDDFXP方法的对比仿真实验,每种方法各进行 100

次仿真,各方法的平均运行时间如表 2所示. 由表 2可

知, 在两组仿真中, MDDFXP均是除 PINV方法外运

行时间最少的方法, 且 PINV方法的运行时间相比

MDDFXP方法并没有绝对的优势. 同时,由图 3可见,
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对于第 2组虚拟输入,采用 PINV方法的控制分配后,

各输出均存在明显的稳态误差.
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图 2 第 1组虚拟输入下不同控制分配方法的对比

表 2 不同方法的平均运行时间对比

组号
平均运行时间/s

PINV CGI LP FXP MDDFXP

1 0.033 8 0.051 1 0.583 0 0.051 1 0.050 0

2 0.032 0 0.055 0 0.506 4 0.050 5 0.047 8

此外,在两组仿真中, MDDFXP方法比基本 FXP

方法在运行时间上分别减少了 2.15%和 5.35%. 这表

明了MDDFXP方法在控制分配中的可行性和相比

基本 FXP方法的快速性. 由于MDDFXP方法与基本

FXP方法在分配输出上是一样的, 图 2和图 3仅给出

MDDFXP方法与其他方法的对比输出.
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图 3 第 2组虚拟输入下不同控制分配方法的对比

3 结结结 论论论

本文研究了 FXP迭代过程的迭代增量沿最大方

向导数 (MDD)方向上的改进算法, 将最小二乘拟合

方法用于下一迭代点的迭代增量估计,给出了详细的

算法设计步骤, 并对改进算法的收敛性进行了证明.

所提出的MDDFXP算法考虑了操纵面的饱和约束限

制,且算法在运行时间上比基本 FXP算法更接近伪逆

法,可应用于多种控制分配问题中. 下一步将研究改

进算法 Step 6中的跳出条件对迭代速度的影响,以求

更好的改进效果.
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