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摘 要: 随机退货会导致库存增加, 为了控制库存位于某一合理区间内, 在假设库存水平的动态变化由布朗运动描

述条件下, 利用更新过程和鞅理论构建了提前期为随机时系统的期望折扣总费用 (包括库存、短缺、补货和处理费

用)模型, 并在此基础上, 采用交叉熵法确定最优的产品补充和退货处理策略. 最后通过仿真实验分析了系统参数变

化对最优控制策略和期望折扣总费用的影响.
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Abstract: Stochastic returns can lead to the increase of inventory. In order to keep the inventory level between a reasonable

interval, under the assumption that the inventory level is expressed as a Brownian motion(BM), the total expected discounted

cost(including inventory, shortage, replenishment and disposal cost) model is established by utilizing renewal process and

martingale theorems for some random lead times. Subsequently, the cross-entropy method is applied to obtain the optimal

replenishment and disposal policies are returned. Numerical results illustrate the effect of system parameters on the optimal

control policies and the total expected discounted cost.
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0 引引引 言言言

目前, 许多企业都面临退货困扰, 如Wal-Mart每

年的退货处理费高达 6亿美元[1]. 退货不但在经济上

造成巨大损失, 而且在数量和时间上的高度不确定性

导致库存变化失去了单调性, 从而很难有效地管理.

近年来, 该问题已引起一些学者的关注. 由于建模的

复杂性, 所做的研究大多集中在确定性[2]或动态确定

性需求和退货环境下库存管理问题[3-4].

现实中, 需求和退货经常是不确定的. 需求导致

库存减少, 而退货又造成库存增加, 它们共同作用下

的库存水平呈现出随机波动的特点. 当需求和退货到

达强度较小时, 库存变化表现为离散的跳跃运动, 此

情况下常采用排队理论解决库存问题[5]; 当需求和退

货到达强度较大时, 库存水平变化可近似描述为连续

的布朗运动 (BM). 下面, 给出近年来与此有关的研究

成果. 由于存在提前期, 极大地增加了问题的求解难

度. 文献 [6-7]在假设提前期为零的条件下, 利用脉冲

控制法, 分别研究了库存被控制在某一范围和趋近

给定目标值的最优策略问题; 文献 [8]在假设确定提

前期执行中, 库存总高于订货水平的情况下, 分析了

退货处理和订货策略问题, 但它仅能得到次优解. 文

献 [9]假设在提前期执行中, 若退货造成库存超出控

制阈值, 且订单可取消的条件下, 则给出了补货和订

单控制的联合最优策略. 遗憾的是, 它无法将库存控

制在一定范围内.

为有效控制库存变化, 本文在上述成果基础上,

针对随机提前期研究了集成退货处理和产品补充控

制问题. 在描述问题后, 构建了系统期望折扣总费用
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模型, 并利用仿真实验分析了系统参数对最优策略和

费用的影响.

1 问问问题题题描描描述述述

一零售商面临顾客对某种产品连续的需求和退

货. 假设退货经简单处理 (如擦洗)后如同新品一样能

够满足未来顾客需要, 则零售商库存水平动态变化过

程可采用BM近似描述. 若系统实施供应商管理库存

策略, 其目标是控制库存在某一合理区间内, 即当大

量退货使库存到达处理水平𝑆时, 则供应商将超出水

平𝑄的退货回收或运到其他零售商; 当库存到达订货

水平 𝑟时, 供应商开始备货, 经过与库存独立的参数

为 𝜉的指数分布提前期, 若此时库存水平小于𝑄, 则供

应商将库存补充到𝑄; 若大于𝑄, 则将超出部分处理

掉. 假设供应商在提前期执行中仅备一次货, 期间若

库存水平为零, 则用户需求丢失. 若每次退货处理和

补货的固定费用分别为𝜅𝑢 和𝜅𝑜, 单位产品的退货处

理、补货和短缺费用分别为 𝑘𝑢、𝑘𝑜 和𝜋, 单位时间每

单位产品库存费用为ℎ, 则可确定𝑆、𝑄和 𝑟, 使系统

的期望折扣总费用最小.

由以上描述可知, 若每次选择提前期结束后, 库

存位于水平𝑄时作为起始点, 则它的变化是一个更新

过程. 图 1给出了一次循环库存水平的变化过程.
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图 1 一次循环库存水平的变化过程

为便于分析, 将一次循环分为 3个阶段: 1) 从更

新水平𝑄开始, 至库存到达订货水平 𝑟为止; 2) 从水

平 𝑟开始, 至提前期结束或库存到达水平𝑆为止; 3)

从水平𝑄开始, 至提前期结束为止. 在第 2阶段, 若库

存到达水平𝑆前提前期结束, 则该次循环不包含第

3阶段. 另外, 除退货处理时间点外, 第 1阶段库存变

化可用BM描述. 第 2和第 3阶段, 为避免提前期执行

中库存是负的, 库存变化用在 0点反射BM (RBM)描

述.

2 费费费用用用模模模型型型的的的建建建立立立及及及求求求解解解

建模工具是Kella-Whitt鞅, 它是有效解决Levy

过程问题的方法[10]. 假设𝑋是从 0点出发, 漂移和扩

散参数分别为𝜇和𝜎2 的BM, 对应的RBM为𝑊 (𝑡) =

𝑋(𝑡) + 𝐿(𝑡), 其中𝐿(𝑡) = − lim
0⩽𝑠⩽𝑡

[𝑋(𝑠)]− 为局部时间

过程, 则

𝑀(𝑡) = (𝜑(𝛼)− 𝛽)
w 𝑡

0
e−𝛼𝑊 (𝑠)−𝛽𝑠d𝑠+ e−𝛼𝑊 (0)−

e−𝛼𝑊 (𝑡)−𝛽𝑡 − 𝛼
w 𝑡

0
e−𝛽𝑠d𝐿(𝑠) (1)

是一个零均值鞅, 这里𝜑(𝛼) = log𝐸 exp−𝛼𝑋(1) =

𝜎2𝛼2/2 − 𝜇𝛼为𝑋的特征指数. 若过程无反射, 则式

(1)不含最后一项. 不失一般性, 本文取𝜎2 = 2, 所以

𝜑(𝛼) = 𝛼2 − 𝜇𝛼.

另外, 为便于说明, 采用如下标记: 𝐸𝑥[⋅] = 𝐸[⋅ ∣
𝑊 (0) = 𝑥].

2.1 第第第 1阶阶阶段段段费费费用用用模模模型型型的的的建建建立立立

退货处理的存在导致库存变化不再具有连续性,

为此, 先构建库存水平变化过程函数.

定义 𝜏1 = 𝑧1 = inf{𝑡 > 0 : 𝑋(𝑡) = 𝑆 −𝑄 or𝑋(𝑡)

= 𝑟 − 𝑄}, 若对某一𝑛 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }, 𝜏𝑛 已定义, 令 𝑧𝑛

=

𝑛∑
𝑖=1

𝜏𝑖, 𝜏𝑛+1 = inf{𝑡 > 𝑧𝑛 : 𝑋(𝑡 − 𝑧𝑛) = 𝑆 − 𝑄 or

𝑋(𝑡 − 𝑧𝑛) = 𝑟 − 𝑄} − 𝑧𝑛, 则 𝜏1, 𝜏2, ⋅ ⋅ ⋅ 是独立同分布

的.

定义

𝑊1(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑄+𝑋(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑧1;

𝑄+𝑋(𝑡− 𝑧𝑛), 𝑧𝑛 < 𝑡 ⩽ 𝑧𝑛+1.

显然, 在时刻 𝑧𝑛, 𝑊1(𝑡)是不连续的, 有𝑊1(𝑧𝑛) ∈ {𝑟,
𝑆}, 右极限𝑊1(𝑧𝑛+) = 𝑄, 不难证明, 当 𝑡 → ∞时,

𝑊1(𝑡)是从𝑄出发的更新过程.

定义停时𝑇1 = inf{𝑡 > 0 : 𝑊1(𝑡) = 𝑟}, 则𝑇1 =

𝑧𝑁1 , 其中𝑁1 服从参数为 𝑝1 的几何分布. 据由BM理

论[11]可知, 𝑝1 等于从水平𝑄出发的BM在到达水平

𝑆前到达 𝑟的概率, 其值为

𝑝1 = 𝑃𝑄(𝑊1(𝜏1) = 𝑟) =

(e−𝜇𝑆 − e−𝜇𝑄)/(e−𝜇𝑆 − e−𝜇𝑟).

至此, 0∼ 𝑇1 时间的𝑊1(𝑡)描述了第 1阶段库存

的变化过程. 基于更新过程理论, 可依据 𝑡 ∈ [0, 𝜏1]的

𝑊1(𝑡), 给出此阶段所有费用函数.

下面确定有关函数. 因该阶段无反射, 式 (1)不含

有最后一项, 对停时 𝜏 应用最优抽样定理得

(𝜑(𝛼)− 𝛽)𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛼𝑊1(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

𝐸𝑄[e
−𝛼𝑊1(𝜏1)−𝛽𝜏1 ]− 𝐸𝑄[e

−𝛼𝑊1(0)] =

e−𝛼𝑟𝐸𝑄[e
−𝛽𝜏1𝑰{𝑊1(𝜏1)=𝑟}]+

e−𝛼𝑆𝐸𝑄[e
−𝛽𝜏1𝑰{𝑊1(𝜏1)=𝑆}]− e−𝛼𝑄 =

e−𝛼𝑟𝜙𝑟 + e−𝛼𝑆𝜙𝑆 − e−𝛼𝑄. (2)

其中

𝜙𝑟 = 𝐸𝑄[e
−𝛽𝜏1𝑰𝑊1(𝜏1)=𝑟],

𝜙𝑆 = 𝐸𝑄[e
−𝛽𝜏1𝑰𝑊1(𝜏1)=𝑆 ].

依据𝜑(𝛼)− 𝛽 = 0, 求得𝛼的两个根如下:
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𝛼1 = [𝜇+
√

𝜇2 + 4𝛽]/2, 𝛼2 = [𝜇−
√

𝜇2 + 4𝛽]/2.

将𝛼1 和𝛼2 分别代入式 (2)得

e−𝛼𝑖𝑟𝜙𝑟 + e−𝛼𝑖𝑆𝜙𝑆 − e−𝛼𝑖𝑄 = 0, 𝑖 = 1, 2,

解得

𝜙𝑟 =
e−𝛼1𝑄−𝛼2𝑆 − e−𝛼1𝑆−𝛼2𝑄

e−𝛼1𝑟−𝛼2𝑆 − e−𝛼1𝑆−𝛼2𝑟
,

𝜙𝑆 =
e−𝛼1𝑟−𝛼2𝑄 − e−𝛼1𝑄−𝛼2𝑟

e−𝛼1𝑟−𝛼2𝑆 − e−𝛼1𝑆−𝛼2𝑟
.

因此, 式 (2)可表示为

𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛼𝑊1(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

(e−𝛼𝑟𝜙𝑟 + e−𝛼𝑆𝜙𝑆 − e−𝛼𝑄)/(𝜑(𝛼)− 𝛽). (3)

对式 (3)两边关于𝛼求导, 并令𝛼 = 0得

𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡𝑊1(𝑡)d𝑡 =

[(𝑄− 𝑟𝜙𝑟 − 𝑆𝜙𝑆)𝛽 − (𝜙𝑟 + 𝜙𝑆 − 1)𝜇]/𝛽2.

另有

Γ1 = 𝐸𝑄[e
−𝛽𝑇1 ] =

∞∑
𝑛=1

𝐸𝑄[e
−𝛽𝑇1𝑰{𝑁1=𝑛}] =

∞∑
𝑛=1

[𝐸𝑄(e
−𝛽𝜏1𝑰{𝑊1(𝜏1)=𝑆})]𝑛−1𝐸𝑄[e

−𝛽𝜏1𝑰{𝑊1(𝜏1)=𝑟}]=

𝜙𝑟/(1− 𝜙𝑆). (4)

下面构建费用函数模型. 本阶段包含两种费用:

1) 退货处理期望折扣费用.

定义𝑇𝑢 = inf{𝑡 > 0 : 𝑊1(𝑡) = 𝑆}; 𝐾𝑢 表示每

次库存到达水平𝑆时的退货处理费用, 即𝐾𝑢 = 𝜅𝑢

+ 𝑘𝑢(𝑆 − 𝑄); 𝑁(𝑡)表示到 𝑡时退货处理次数. 由上面

分析可知, 到𝑇1 时的退货处理次数为𝑁1 − 1, 故该费

用为

𝐶1
𝐷 = 𝐾𝑢𝐸𝑄

w 𝑇1

0
e−𝛽𝑡d𝑁(𝑡) =

𝐾𝑢𝐸𝑄

[𝑁1−1∑
𝑖=1

(𝐸𝑄e
−𝛽𝑇𝑢)𝑖

]
= 𝐾𝑢𝜙𝑆/(1− 𝜙𝑆). (5)

2) 库存期望折扣费用.

借鉴文献 [12]求解思路, 在𝑁1 服从参数为 𝑝1 的

几何分布条件下, 该费用可表示为

𝐶1
𝑃 = ℎ𝐸𝑄

w 𝑇1

0
e−𝛽𝑡𝑊1(𝑡)d𝑡 =

ℎ𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡𝑊1(𝑡)d𝑡/𝑝1 =

ℎ[(𝑄− 𝑟𝜙𝑟 − 𝑆𝜙𝑆)𝛽 − (𝜙𝑟 + 𝜙𝑆 − 1)𝜇]/(𝑝1𝛽
2). (6)

2.2 第第第 2阶阶阶段段段费费费用用用模模模型型型的的的建建建立立立

为便于分析, 本阶段计时从第 1阶段结束开始.

定义RBM为𝑊2(𝑡) = 𝑟 +𝑋(𝑡) + 𝐿2(𝑡), 其中𝐿2(𝑡) =

− inf
0⩽𝑠⩽𝑡

[𝑟 + 𝑋(𝑆)]−. 定义𝑇2 = inf{𝑡 > 0 : 𝑊2(𝑡) =

𝑆}, 𝑇𝜉 表示参数为 𝜉的指数分布随机变量 (即提前期),

𝑇2 = 𝑇2

⋀
𝑇𝜉. 因此, 当 𝑡 ∈ [0, 𝑇2]时, 𝑊2(𝑡)描述了第 2

阶段库存水平的变化过程.

为了确定有关库存和短缺函数, 先利用式 (1)对

𝑇2 应用最优抽样定理, 得

(𝜑(𝛼)− 𝛽)𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛼𝑊2(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇2)−𝛽𝑇2 ]− e−𝛼𝑟 + 𝛼𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡).

(7)

其中

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇2)−𝛽𝑇2 ] =

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇2)−𝛽𝑇2𝑰{𝑇2<𝑇𝜉}]+

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉𝑰{𝑇𝜉≤𝑇2}] =

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇2)−𝛽𝑇2𝑰{𝑇2<𝑇𝜉}]+

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ]−

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ]𝑰{𝑇2<𝑇𝜉}] =

e−𝛼𝑆𝐸𝑟[e
−(𝛽+𝜉)𝑇2 ] + 𝐸𝑟[e

−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ]−
𝐸𝑟[e

−(𝛽+𝜉)𝑇2 ]𝐸𝑆 [e
−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ].

故式 (7)可简化为

(𝜑(𝛼)− 𝛽)𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛼𝑊2(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

− e−𝛼𝑟𝜃1 + Φ𝑟(𝛼)− 𝜃1Φ𝑆(𝛼)+

𝛼𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡). (8)

其中

𝜃1 = 𝐸𝑟[e
−(𝛽+𝜉)𝑇2 ], Φ𝑟(𝛼) = 𝐸𝑟[e

−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ],

Φ𝑆(𝛼) = 𝐸𝑆 [e
−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ].

下面利用式 (1)来确定式 (8)的各项具体形式.

首先, 针对循环时间𝑇2, 应用最优抽样定理得

(𝜑(𝛼)− 𝛽)𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛼𝑊2(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇2)−𝛽𝑇2 ]− e−𝛼𝑟+

𝛼𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡). (9)

令𝜑(𝛼)− 𝛽 = 0中𝛽取 𝛽 = 𝛽 + 𝜉, 求得𝛼的两根

如下:

𝜐1 = [𝜇+
√

𝜇2 + 4(𝛽 + 𝜉)]/2,

𝜐2 = [𝜇−
√

𝜇2 + 4(𝛽 + 𝜉)]/2.

因式 (9)对任意𝛼及非负 𝛽均成立, 故令 𝛽取𝛽, 𝛼分

别取 𝜐1 和 𝜐2, 可得

e−𝜐𝑖𝑆𝜃1 + 𝜐𝑖𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡) = e−𝜐𝑖𝑟, 𝑖 = 1, 2,

解得

𝜃1 =
𝜐2e

−𝜐1𝑟 − 𝜐1e
−𝜐2𝑟

𝜐2e−𝜐1𝑆 − 𝜐1e−𝜐2𝑆
.

若 𝛽取 𝛽, 𝛼取 0, 则得
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𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−(𝛽+𝜉)𝑡d𝑡 =

(1− 𝐸𝑟[e
−(𝛽+𝜉)𝑇2 ])/(𝛽 + 𝜉) = (1− 𝜃1)/(𝛽 + 𝜉).

从而, 可求得

Γ2 = 𝐸𝑟[e
−𝛽𝑇2 ] =

𝐸𝑟[e
−𝛽𝑇2𝑰{𝑇2<𝑇𝜉}] + 𝐸𝑟[e

−𝛽𝑇𝜉𝑰{𝑇2≥𝑇𝜉}] =

𝐸𝑟[e
−(𝛽+𝜉)𝑇2 ] + 𝜉𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−(𝛽+𝜉)𝑡d𝑡 =

(𝜃1𝛽 + 𝜉)/(𝛽 + 𝜉). (10)

其次, 针对循环时间𝑇𝜉, 应用最优抽样定理得

(𝜑(𝛼)− 𝛽)𝐸𝑟

w 𝑇𝜉

0
e−𝛼𝑊2(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ]− e−𝛼𝑟+

𝛼𝐸𝑟

w 𝑇𝜉

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡). (11)

根据更新过程理论和PASTA原则, 有下列关系:

𝐸𝑟[e
−𝛼𝑊2(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ] =

𝐸𝑟

w 𝑇𝜉

0
e−𝛼𝑊2(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡/𝐸𝑟[𝑇𝜉] =

𝜉𝐸𝑟

w 𝑇𝜉

0
e−𝛼𝑊2(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡,

故式 (11)可表示为

(𝜑(𝛼)− 𝛽 − 𝜉)𝐸𝑟

w 𝑇𝜉

0
e−𝛼𝑊2(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

− e−𝛼𝑟 + 𝛼𝐸𝑟

w 𝑇𝜉

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡). (12)

将 𝜐1 代入式 (12), 得

𝐸𝑟

w 𝑇𝜉

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡) = e−𝜐1𝑟/𝜐1, (13)

故由式 (11)∼ (13), 可求得

Φ𝑟(𝛼) = 𝜉(𝛼e−𝜐1𝑟 − 𝜐1e
−𝛼𝑟)/[𝜐1(𝜑(𝛼)− 𝛽 − 𝜉)],

同理

Φ𝑆(𝛼) = 𝜉(𝛼e−𝜐1𝑆 − 𝜐1e
−𝛼𝑆)/[𝜐1(𝜑(𝛼)− 𝛽 − 𝜉)].

至此, 式 (8)右边各项的具体形式已确定.

最后, 将𝛼1 代入式 (8), 可得

𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡) =

[e−𝛼1𝑟 − e−𝛼1𝑆𝜃1 − Φ𝑟(𝛼1) + 𝜃1Φ𝑆(𝛼1)]/𝛼1.

将式 (8)两边对𝛼求导, 并令𝛼 = 0得

𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡𝑊2(𝑡)d𝑡 =[

𝑟 − 𝑆𝜃1 + 𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡) + Φ′

𝑟(0)− 𝜃1Φ
′
𝑆(0)

]/
𝛽 − 𝜇[𝜃1 − 1 + Φ𝑟(0)− 𝜃1Φ𝑆(0)]/𝛽

2. (14)

其中Φ′
𝑟(0)和Φ′

𝑆(0)是Φ𝑟(𝛼)和Φ𝑆(𝛼)关于𝛼一阶导

数在 0点的值.

本阶段包含以下 3种费用:

1) 库存期望折扣费用

𝐶2
𝑃 = ℎ𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡𝑊2(𝑡)d𝑡. (15)

将式 (14)代入, 即可得其值.

2) 短缺期望折扣费用

𝐶2
𝑆 = 𝜋𝐸𝑟

w 𝑇2

0
e−𝛽𝑡d𝐿2(𝑡) =

𝜋[e−𝛼1𝑟 − e−𝛼1𝑆𝜃1 − Φ𝑟(𝛼1) + 𝜃1Φ𝑆(𝛼1)]/𝛼1. (16)

3) 补货和退货处理期望折扣费用.

由文献 [13-14]可知, 𝑊2(𝑡)是从水平 𝑟出发的

RBM, 若它与𝑇𝜉 独立, 则提前期结束时, 𝑊2(𝑇𝜉)的密

度函数为

𝑔+𝑟 (𝑥) = 𝜂𝑟𝜆2e
𝜆2𝑥, 𝑥 > 𝑟;

𝑔−𝑟 (𝑥) = 𝜌𝑟(𝜆1e
𝜆1𝑥 − 𝜆2e

𝜆2𝑥), 0 < 𝑥 ⩽ 𝑟.

其中

𝜆1 = [𝜇+
√

𝜇2 + 4𝜉]/2, 𝜆2 = [𝜇−
√

𝜇2 + 4𝜉]/2,

𝜂𝑟 = (𝜆1e
−𝜆2𝑟 − 𝜆2e

−𝜆1𝑟)/(𝜆2 − 𝜆1),

𝜌𝑟 = 𝜆2e
−𝜆1𝑟/(𝜆2 − 𝜆1).

本阶段的补货和退货处理期望折扣费用, 仅当

𝑇𝜉 小于𝑇2 的情况下发生, 此时, 𝑊2(𝑇𝜉)落在 (0, 𝑆)之

间, 其值分别为

𝐶2
𝑜 =

𝐸𝑟{e−𝛽𝑇2 [𝜅𝑜 + 𝑘𝑜(𝑄−𝑊2(𝑇𝜉))] ⋅ 𝑰{𝑊2(𝑇𝜉⩽𝑄)}} =

Γ2

[
𝜅𝑜

( w 𝑟

0
𝑔−𝑟 (𝑥)d𝑥+

w 𝑄

𝑟
𝑔+𝑟 (𝑥)d𝑥

)
+

𝑘𝑜

( w 𝑟

0
(𝑄− 𝑥)𝑔−𝑟 (𝑥)d𝑥+w 𝑄

𝑟
(𝑄− 𝑥)𝑔+𝑟 (𝑥)d𝑥

)]/
𝐺(𝑆)=

Γ2{𝑘𝑜[𝜌𝑟e𝜆1𝑟 − (𝜌𝑟 + 𝜂𝑟)e
𝜆2𝑟+

𝜂𝑟e
𝜆2𝑄] + 𝑘𝑜[(𝑄− 𝑟 + 𝜆−1

1 )𝜌𝑟e
𝜆1𝑟−

(𝜌𝑟 + 𝜂𝑟)(𝑄− 𝑟 + 𝜆−1
2 )e𝜆2𝑟 + 𝜂𝑟𝜆

−1
2 e𝜆2𝑄−

𝜌𝑟(𝜆
−1
1 − 𝜆−1

2 )]}/𝐺(𝑆), (17)

𝐶2
𝑢 =

𝐸𝑟{e−𝛽𝑇2 [𝜅𝑢 + 𝑘𝑢(𝑊2(𝑇𝜉)−𝑄)] ⋅ 𝑰{𝑄<𝑊2(𝑇𝜉)<𝑆}} =

Γ2

[
𝜅𝑢

w 𝑆

𝑄
𝑔+𝑟 (𝑥)d𝑥+ 𝑘𝑢

w 𝑆

𝑄
(𝑥−𝑄)𝑔+𝑟 (𝑥)d𝑥

]/
𝐺(𝑆) =

Γ2𝜂𝑟{𝜅𝑢(e
𝜆2𝑆 − e𝜆2𝑄) + 𝑘𝑢[(𝑆 −𝑄− 𝜆−1

2 )e𝜆2𝑆+

𝜆−1
2 e𝜆2𝑄]}/𝐺(𝑆), (18)

其中𝐺(𝑆) = 1−
w ∞
𝑆

𝑔+𝑟 (𝑥)d𝑥 = 1 + 𝜂𝑟e
𝜆2𝑆 .

2.3 第第第 3阶阶阶段段段费费费用用用模模模型型型的的的建建建立立立

与前面相同, 本阶段从 0开始计时. 为构建库存

变化过程函数, 定义RBM为𝑉 (𝑡) = 𝑄+𝑋(𝑡)+𝐿3(𝑡),

其中𝐿3(𝑡) = inf
0⩽𝑠⩽𝑡

[𝑄+𝑋(𝑠)]−. 定义𝑇 1 = inf{𝑡 > 0 :

𝑉 (𝑡) = 𝑆}, 𝜏1 = 𝛾1 = 𝑇 1

⋀
𝑇𝜉. 若对某一𝑛 ∈ {1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ }, 𝜏𝑛 已定义, 令 𝛾𝑛 =

𝑛∑
𝑖=1

𝜏 𝑖, 𝑇𝑛+1 = inf{𝑡 > 𝛾𝑛 :

𝑉 (𝑡 − 𝛾𝑛) = 𝑆} − 𝛾𝑛, 𝜏𝑛+1 = 𝑇𝑛+1

⋀
𝑇𝜉, 则 𝜏1,

𝜏2, ⋅ ⋅ ⋅ 是独立同分布的.
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定义

𝑊3(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑉 (𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝛾1;

𝑉 (𝑡− 𝛾𝑛), 𝛾𝑛 < 𝑡 ⩽ 𝛾𝑛+1.

易证, 当 𝑡 → ∞时, 𝑊3(𝑡)是从𝑄出发的更新过程.

取𝑁2 = min{𝑛 ⩾ 1 : 𝜏𝑛 = 𝑇𝜉}, 则它服从参数为

𝑝2 的几何分布, 𝑝2 = 𝑃𝑄(𝑇𝜉 < 𝑇 1) = 1 − 𝐸𝑄[e
−𝜉𝑇 1 ].

故第 3阶段时间𝑇3 等于 𝛾𝑁2 , 且 0 ∼ 𝑇3 时间的𝑊3(𝑡)

描述了该阶段库存的变化过程. 同样, 由 𝑡 ∈ [0, 𝜏1]的

𝑊3(𝑡), 可求出此阶段所有费用函数.

按式 (8)求解方法, 对 𝜏1 应用最优抽样定理得

(𝜑(𝛼)− 𝛽)𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛼𝑊3(𝑡)−𝛽𝑡d𝑡 =

− e−𝛼𝑄 + e−𝛼𝑆𝜃2 + Φ𝑄(𝛼)−

𝜃2Φ𝑆(𝛼) + 𝛼𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡d𝐿3(𝑡). (19)

其中

𝜃2 = 𝐸𝑄[e
−(𝛽+𝜉)𝑇 1 ], Φ𝑄(𝛼) = 𝐸𝑄[e

−𝛼𝑊3(𝑇𝜉)−𝛽𝑇𝜉 ],

等于用𝑄分别取代 𝜃1 和Φ𝑟(𝛼)中 𝑟得到的值. 令 𝜃2 中

的𝛽 = 0, 得到𝐸𝑄[e
−𝜉𝑇 1 ], 进而可求出 𝑝2 值.

据式 (19), 按与第 2阶段相同方法, 可得到

𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡d𝐿3(𝑡) =

[e−𝛼1𝑄 − e−𝛼1𝑆𝜃2 − Φ𝑄(𝛼1) + 𝜃2Φ𝑆(𝛼1)]/𝛼1,

𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡𝑊3(𝑡)d𝑡 =

[𝑄− 𝑆𝜃2 + 𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡d𝐿3(𝑡) + Φ

′
𝑄(0)−

𝜃2Φ
′
𝑆(0)]/𝛽 − 𝜇[𝜃2 − 1 + Φ𝑄(0)− 𝜃2Φ𝑆(0)]/𝛽

2. (20)

结合式 (4)和 (10)的求解方法, 可得

Γ3 = 𝐸𝑄[e
−𝛽𝑇3 ] = 𝜉/(𝛽 + 𝜉). (21)

下面, 构建有关费用模型. 本阶段包含 3种费用:

1) 库存期望折扣费用

𝐶3
𝑃 = ℎ𝐸𝑄

w 𝑇3

0
e−𝛽𝑡𝑊3(𝑡)d𝑡 =

ℎ𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡𝑊3(𝑡)d𝑡/𝑝2, (22)

将式 (20)代入, 即可得到该值.

2) 短缺期望折扣费用

𝐶3
𝑆 = 𝜋𝐸𝑄

w 𝑇3

0
e−𝛽𝑡d𝐿3(𝑡) =

𝜋𝐸𝑄

w 𝜏1

0
e−𝛽𝑡d𝐿3(𝑡)/𝑝2 =

𝜋[e−𝛼1𝑄 − e−𝛼1𝑆𝜃2 − Φ𝑄(𝛼1)+

𝜃2Φ𝑆(𝛼1)]/(𝛼1𝑝2). (23)

3) 退货处理和补货期望折扣费用.

根据提前期执行情况, 又分以下两部分:

1) 提前期结束前发生的退货处理期望折扣费用.

令𝑁(𝑡)表示到 𝑡时的退货处理次数. 由上面分析

知, 该阶段退货处理𝑁2 − 1次, 考虑到开始前发生的

一次退货处理, 期望折扣费用为

𝐶3
𝐷 = 𝐾𝑢 +𝐾𝑢𝐸𝑄

w 𝑇3

0
e−𝛽𝑡d𝑁(𝑡) =

𝐾𝑢

(
1 + 𝐸𝑄

[𝑁2−1∑
𝑖=1

(𝐸𝑄e
−𝛽𝑇 1)𝑖

])
=

𝐾𝑢/(1− 𝑞2𝜃3). (24)

其中: 𝐾𝑢 与前面定义相同; 𝜃3 = 𝐸𝑄[e
−𝛽𝑇 1 ], 它等于 𝜃2

中 𝜉取 0后的值; 𝑞2 = 1− 𝑝2.

2) 提前期结束时发生的期望折扣费用.

与前面类似, 当𝑊3(𝑡)从水平𝑄出发时, 𝑊3(𝑇𝜉)

的密度函数为

𝑔+𝑄(𝑥) = 𝜂𝑄𝜆2e
𝜆2𝑥, 𝑥 > 𝑄;

𝑔−𝑄(𝑥) = 𝜌𝑄(𝜆1e
𝜆1𝑥 − 𝜆2e

𝜆2𝑥), 0 < 𝑥 ⩽ 𝑄.

其中

𝜂𝑄 = (𝜆1e
−𝜆2𝑄 − 𝜆2e

−𝜆1𝑄)/(𝜆2 − 𝜆1),

𝜌𝑄 = 𝜆2e
−𝜆1𝑄/(𝜆2 − 𝜆1),

𝜆1 和𝜆2 定义同上.

据此, 求得补货和退货处理期望折扣费用分别为

𝐶3
𝑜 =

𝐸𝑄{e−𝛽𝑇3 [𝜅𝑜 + 𝑘𝑜(𝑄−𝑊3(𝑇𝜉))] ⋅ 𝑰{𝑊3(𝑇𝜉)⩽𝑄}} =

Γ3

[
𝜅𝑜

w 𝑄

0
𝑔−𝑄(𝑥)d𝑥+𝑘0

w 𝑄

0
(𝑄− 𝑥)𝑔−𝑄(𝑥)d𝑥

]/
𝐻(𝑆) =

Γ3𝜌𝑄[𝜅𝑜(e
𝜆1𝑄 − e𝜆2𝑄) + 𝑘𝑜(𝜆

−1
1 e𝜆1𝑄−

𝜆−1
2 e𝜆2𝑄 − 𝜆−1

1 + 𝜆−1
2 )]/𝐻(𝑆), (25)

𝐶3
𝑢 =

𝐸𝑄{e−𝛽𝑇3 [𝜅𝑢 + 𝑘𝑢(𝑊3(𝑇𝜉)−𝑄)] ⋅ 𝑰{𝑄<𝑊3(𝑇𝜉)<𝑆}} =

Γ3

[
𝜅𝑢

w 𝑆

𝑄
𝑔+𝑄(𝑥)d𝑥+𝑘𝑢

w 𝑆

𝑄
(𝑥−𝑄)𝑔+𝑄(𝑥)d𝑥

]/
𝐻(𝑆) =

Γ3𝜂𝑄{𝜅𝑢(e
𝜆2𝑆 − e𝜆2𝑄) + 𝑘𝑢[(𝑆 −𝑄− 𝜆−1

2 )e𝜆2𝑆+

𝜆−1
2 e𝜆2𝑄]}/𝐻(𝑆), (26)

其中

𝐻(𝑆) = 1−
w ∞
𝑆

𝑔+𝑄(𝑥)d𝑥 = 1 + 𝜂𝑄e
𝜆2𝑆 .

2.4 系系系统统统优优优化化化模模模型型型的的的建建建立立立和和和求求求解解解

由问题描述知, 一次循环的时间为𝑇 = 𝑇1 +

𝑇2 + 𝑇3 ⋅ 𝑰{𝑇2<𝑇𝜉}, 由RBM的强Markov性知, 𝑇1,

𝑇2 和𝑇3 是独立的, 从而可求得

Γ = 𝐸𝑄[e
−𝛽𝑇 ] =

𝐸𝑄[e
−𝛽𝑇1 ]𝐸𝑟[e

−𝛽𝑇2 ](1− 𝜃4 + 𝜃4𝐸𝑄[e
−𝛽𝑇3 ]) =

Γ1Γ2(1− 𝜃4 + 𝜃4Γ3), (27)

其中: 𝜃4 = 𝑃𝑟(𝑇2 < 𝑇𝜉) = 𝐸𝑟[e
−𝜉𝑇2 ], 它等于 𝜃1 中

𝛽取 0后的值. 将式 (4), (10)和 (21)代入, 即得其值.

根据一次循环费用和时间, 确定期望折扣费用

为:
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1) 提前期结束前, 退货处理期望折扣费用

𝐶𝐷∞ = (𝐶1
𝐷 + 𝜃4Γ1Γ2𝐶

3
𝐷)/(1− Γ ),

将式 (4), (5), (10), (24)和 (27)代入, 即得其值.

2) 提前期结束时, 补货和退货处理期望折扣费用

𝐶𝑈∞ = [(1− 𝜃4)Γ1(𝐶
2
𝑜 + 𝐶2

𝑢)+

𝜃4Γ1Γ2(𝐶
3
𝑜 + 𝐶3

𝑢)]/(1− Γ ),

将式 (4), (3), (17), (18), (25)∼(27)代入, 即得其值.

3) 库存期望折扣费用

𝐶𝐻∞ = (𝐶1
𝑃 + Γ1𝐶

2
𝑃 + 𝜃4Γ1Γ2𝐶

3
𝑃 )/(1− Γ ),

将式 (4), (6), (10) (15), (22)和 (27)代入, 即得其值.

4) 短缺期望折扣费用

𝐶𝑆∞ = (Γ1𝐶
2
𝑆 + 𝜃4Γ1Γ2𝐶

3
𝑆)/(1− Γ ),

将式 (4), (10), (16), (23)和 (27)代入, 即得其值.

最后, 系统最优期望折扣总费用模型为

min𝑇𝐶(𝑟,𝑄, 𝑆) = 𝐶𝐷∞ + 𝐶𝑈∞ + 𝐶𝐻∞ + 𝐶𝑆∞,

s.t. 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑄 ⩽ 𝑆.

该模型是带约束条件 𝑟, 𝑄和𝑆的高度非线性函

数, 传统技术很难求解. 交叉熵法是比较新的解决连

续多极值优化问题的方法, 基于罚函数思想, 将约束

问题转化为无约束问题. 另外, 为避免搜索陷入局部

最优解, 需将更新值进行修正, 本文修正参数𝜔取 0.9.

下面给出第𝑚次迭代 𝑟, 𝑄, 𝑆均值和方差的更新及修

正公式[15].

均值和方差更新公式为

𝑢𝑘,𝑚 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑰{𝑇𝐶𝑖,𝑚⩽𝜒𝑚}𝜗𝑘
𝑖,𝑚

/ 𝑁∑
𝑖=1

𝑰{𝑇𝐶𝑖,𝑚⩽𝜒𝑚},

𝛿2𝑘,𝑚 =

𝑁∑
𝑖=1

I{𝑇𝐶𝑖,𝑚⩽𝜒𝑚}(𝜗𝑘
𝑖,𝑚 − 𝑢𝑘,𝑚)2

/
𝑁∑
𝑖=1

𝑰{𝑇𝐶𝑖,𝑚⩽𝜒𝑚}.

均值和方差更新值修正公式为

𝑢𝑘,𝑚 = 𝜔𝑢𝑘,𝑚 + (1− 𝜔)𝑢𝑘,𝑚,

𝛿2𝑘,𝑚 = 𝜔𝛿2𝑘,𝑚 + (1− 𝜔)𝛿2𝑘,𝑚, 𝑘 = 1, 2, 3.

经过 𝑀 次抽样和更新, 𝑢𝑘,𝑀 (𝑘 = 1, 2, 3) 非常接近最

优的{𝑟∗, 𝑄∗, 𝑆∗}, 故可视为最优解.

3 仿仿仿真真真实实实验验验及及及结结结果果果分分分析析析

为分析参数变化对最优控制策略和总费用的影

响, 给出参数基本值如下: 𝜅𝑢 = 15, 𝑘𝑢 = 5, 𝜅𝑜 = 6,

𝑘𝑜 = 3, ℎ = 3, 𝜋 = 20, 𝜇1 = −0.1, 𝜉 = 0.01. 每次仅改

变一个参数值, 其他取基本值. 考虑空间限制, 折扣系

数𝛽取固定值 0.05. 另外, 为分析参数变化对退货处

理的影响, 表 1∼表 8中给出了一次循环退货处理期

望次数, 即

𝐸[𝑁 ] = (𝐸[𝑁1]− 1) + 𝜃4𝐸[𝑁2] =

(1/𝑝1 − 1) + 𝜃4/𝑝2.

表 1和表 2表明: 当𝜅𝑢 和 𝑘𝑢 增大时, 𝑟和𝐸[𝑁 ]逐

渐减小, 而𝑇𝐶逐渐增大. 除此之外, 为减少退货处理

次数, 每次的退货处理量 (即𝑆 −𝑄)也相应增大.

表 1 𝜅𝑢变化对应的最优控制策略和费用

𝜅𝑢 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

5 0.883 1.875 12.856 0.707 297.627

10 0.864 1.875 12.938 0.695 298.621

15 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

20 0.818 1.874 13.102 0.673 300.575

25 0.792 1.873 13.183 0.662 301.535

表 2 𝑘𝑢变化对应的最优控制策略和费用

𝑘𝑢 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

1 0.844 1.854 12.615 0.745 293.529

3 0.843 1.865 12.816 0.714 296.595

5 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

7 0.822 1.882 13.230 0.655 302.554

9 0.788 1.889 13.447 0.627 305.444

表 3和表 4表明: 当𝜅𝑜 和 𝑘𝑜 增大时, 𝑟, 𝑄和𝑆逐

渐变小, 𝐸[𝑁 ]和𝑇𝐶逐渐变大; 但因𝜇值较大, 𝜅𝑜 和

𝑘𝑜 对最优控制策略和费用影响不明显.

表 3 𝜅𝑜变化对应的最优控制策略和费用

𝜅𝑜 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

2 0.866 1.881 13.026 0.682 299.443

4 0.854 1.878 13.023 0.683 299.524

6 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

8 0.830 1.871 13.018 0.684 299.684

10 0.818 1.867 13.015 0.685 299.763

表 4 𝑘𝑜变化对应的最优控制策略和费用

𝑘𝑜 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

1 0.858 1.882 13.022 0.683 299.526

2 0.850 1.878 13.021 0.683 299.565

3 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

4 0.834 1.871 13.020 0.684 299.643

5 0.826 1.867 13.019 0.685 299.681

由表 5可知, ℎ对最优控制策略和费用影响比较

明显. 随ℎ的增大, 𝑟, 𝑄和𝑆均逐渐减小, 而𝐸[𝑁 ]和

𝑇𝐶相应增大.

表 5 ℎ变化对应的最优控制策略和费用

ℎ 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

1 3.271 4.090 17.725 0.291 151.292

2 1.712 2.553 14.382 0.520 230.512

3 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

4 0.253 1.486 12.197 0.819 364.494

5 0.000 1.257 11.717 0.909 427.135
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由表 6可知, 当𝜋增大时, 为避免缺货造成较大

费用, 𝑟和𝑄逐渐增大, 𝑇𝐶随之增加, 退货处理水平𝑆

也逐渐增大, 相应的𝐸[𝑁 ]逐渐变小.

表 6 𝜋变化对应的最优控制策略和费用

𝜋 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

10 0.000 1.136 11.875 0.869 250.597

15 0.215 1.487 12.391 0.786 276.241

20 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

25 1.357 2.229 13.552 0.612 321.039

30 1.800 2.558 14.010 0.559 340.893

由表 7可知, 当𝜇逐渐减小时, 𝑟和𝑄逐渐增大,

𝐸[𝑁 ]逐渐减小, 直至接近为 0; 而𝑆和𝑇𝐶的变化不

再具有单调性, 它们先减小, 然后又增大.

表 7 𝜇变化对应的最优控制策略和费用

𝜇 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

−0.001 0.668 1.578 13.520 1.202 323.444

−0.01 0.682 1.603 13.475 1.026 320.757

−0.1 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

−1 1.553 5.836 14.911 0.001 415.842

−2 4.246 11.206 25.483 0.000 719.072

由表 8可知, 随着 𝜉的增大, 𝑆逐渐减小; 而 𝑟, 𝑄,

𝐸[𝑁 ]和𝑇𝐶的变化, 不再具有单调性.

表 8 𝜉变化对应的最优控制策略和费用

𝜉 𝑟 𝑄 𝑆 𝐸[𝑁 ] 𝑇𝐶

0.0001 1.172 1.607 65.218 0.143 311.388

0.001 1.622 1.622 59.951 0.018 311.286

0.01 0.842 1.874 13.020 0.684 299.604

0.1 0.820 2.253 7.359 0.398 281.739

1 0.100 1.937 7.218 0.242 284.129

总之, 随机退货环境下参数𝜇和 𝜉的影响比较复

杂, 用传统库存管理知识, 很难对它们进行合理解释,

采用多组数据进行试验后, 可得到同样结论. 究其原

因, 在于𝜇和 𝜉对最优控制策略和费用的影响, 除与它

们自身大小有关外, 还与系统其他参数相对大小有关.

4 结结结 论论论

现实中, 受存储空间和资金限制, 人们经常面临

将库存控制在某一合理区间问题. 由于随机退货环境

下库存变化不具有单调性, 再加上提前期的随机性,

它们共同作用造成了模型构建非常困难, 从而导致此

问题在理论上缺乏研究.

本文在假设库存水平动态变化由BM描述的条

件下, 针对随机提前期, 利用更新过程理论和Kella-

Whitt鞅, 构建了系统期望折扣总费用模型. 因它是控

制策略高度非线性函数, 传统优化技术很难求解, 因

而利用交叉熵法, 确定了模型最优解. 最后, 通过仿真

实验分析了系统参数对最优控制策略和费用的影响,

揭示了漂移参数 (它近似反映单位时间系统的平均净

需求)和随机提前期影响的复杂性, 进而为随机退货

环境下有效管理库存, 提供了理论和方法支持.

在本文基础上, 还可从以下两个方向展开研究:

1) 需求和退货到达强度随时间发生变化; 2) 利用价格

对需求和退货的影响, 考虑定价和订货联合控制策略

问题. 通过进一步研究, 以期更好解决该问题.
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