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摘 要: 主成分分析是一种常用的特征选择算法, 经典方法是计算各个特征之间的相关, 但是相关无法评估变量间

的非线性关系. 互信息可用于衡量两个变量间相互依赖的强弱程度, 且不局限于线性相关, 鉴于此, 提出一种基于互

信息的主成分分析特征选择算法. 该算法计算特征间的互信息, 以互信息矩阵的特征值作为评价准则确定主成分的

个数, 并衡量主成分分析特征选择的效果. 通过实例对所提出方法和传统主成分分析方法进行比较, 并以神经网络为

分类器分析分类效果.
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PCA based on mutual information for feature selection
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Abstract: Principal component analysis(PCA) is a common method for feature selection. The classical procedure to obtain

principal components is calculating the correlation matrix between features. However, the correlation cannot reflect the

nonlinear relationship. Mutual information measures the interdependence strength between variables which are not limited

to the linear correlation. PCA based on mutual information(MIPCA) for feature selection is presented. The algorithm

calculates the mutual information matrix and extracts the eigenvalues as the criteria to determine the number of principal

components and assess the effect of feature selection. Finally, the proposed algorithm is compared with PCA by cases, and

the efficiency of classification is tested by neuron network.

Key words: mutual information；principal component analysis；feature selection

0 引引引 言言言

特征选择[1]的基本任务是从众多特征中找出能

反映不同类别之间差异的那些有效特征. 作为分类问

题的预处理, 特征选择广泛应用于数据挖掘[2]、模式

识别[3]、机器学习和人工智能[4]等领域. 随着信息科

学与计算机技术的发展、应用领域的拓宽和相关研究

成果的不断涌现, 特征选择越来越受到人们的重视.

目前, 信息获取水平逐步提高, 存储能力不断增强, 可

获得的数据量越来越大, 数据的维数也越来越高, 这

些新情况一方面对后端分类器的设计与训练带来挑

战, 如随着特征维数的增高带来的“维数灾难”[5], 使

得分类效果恶化, 计算复杂度大幅度提升, 所需样本

数量急剧增加; 另一方面, 特征之间的冗余造成虚假

信息, 或者特征集包含与分类无关的特征进而造成计

算量的提高. 因此, 如何更有效地进行特征选择是目

前研究的一个热点.

特征选择算法主要包括两类: 第 1类是组合优化

方法, 如搜索树[6]、遗传算法[7]等, 这些算法在每一次

搜索迭代过程中, 通过可分性判据评价当前特征选择

的优劣; 第 2类是转换法, 如主成分分析[8]、独立成分

分析[9]等, 这些算法大都是将高维的特征空间进行线

性转化, 压缩至低维特征空间.

主成分分析是目前应用较为广泛的特征选择方

法, 最早由 Pearson等提出, 将数据集从原始空间转换

到主成分空间, 主成分空间内每一个主成分表示转换

后有效的新特征. 计算数据集的协方差矩阵或相关矩

阵, 利用矩阵的特征值确定主成分的维数, 利用矩阵

的特征向量确定主成分方向. 这种方法意义明确, 易
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于操作. 一般进行主成分分析之前先对数据进行标准

化预处理, 消除变量之间由于量纲不同造成的差异,

因此计算变量之间的协方差即计算变量之间的相关.

但是相关只能反映变量之间的线性关系, 对于非线性

相关无法进行度量. 而互信息衡量两个变量间相互依

赖的强弱程度, 表示两个变量间共同拥有信息的含量,

且这种度量不局限于线性关系, 对于变量之间的非线

性关系也能进行评估. 互信息属于信息度量的范畴,

主要利用信息熵[10]等量化特征相对于分类类别的不

确定性程度来判定其包含的类别信息. 它是一种无参

的、非线性的标准, 目前在特征选择领域引起了广泛

的关注[11-14].

本文针对传统的主成分分析特征选择算法中相

关矩阵只能衡量变量之间线性关系的局限性, 提出一

种基于互信息的主成分分析法用于特征选择. 首先根

据样本数据, 得到特征的概率分布; 然后结合信息论

理论, 计算特征的自信息和特征之间的互信息, 得到

互信息矩阵后计算其特征值与特征向量, 其中特征向

量表征新的特征空间—–基于互信息的主成分空间内

每一个主成分的方向, 特征值与总体特征值之和的百

分比表征对应主成分占总体主成分信息量的比重, 以

此作为选择主成分的维度的标准. 该算法从互信息的

角度计算主成分, 可以提供更多特征之间的关系信息,

转换后的主成分较传统的主成分所需维数降低, 且保

留了大部分原始信息. 通过实例分析, 验证了这一方

法的有效性.

1 主主主成成成分分分分分分析析析特特特征征征选选选择择择

主成分分析 (PCA)是一种以𝐾-𝐿变换[15]为基础

的统计分析方法, 其基本思想是对一个维数较高、各

维变量之间相互关联的数据集进行降维处理, 且降维

后数据集尽量保留原始信息. PCA通过线性转换, 将

原始空间转换到低维的主成分空间, 转换后的新特征

称为主成分, 满足各个主成分之间不相关, 并按照其

对应方向的方差贡献率降序排列.

假设特征空间R𝑛上的样本数据集𝑋 , 每一个数

据𝑥由𝑛维特征变量组成, 即 (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛). PCA对

𝑥进行线性变换, 转换到主成分空间R𝑛内的数据 𝑦,

其中每一个数据 𝑦由𝑚维主成分组成, 即 (𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦𝑚), 有

𝑦 = 𝐴′𝑥. (1)

𝑦中第 𝑘个元素 𝑦𝑘 表示第 𝑘个主成分, 𝑘=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

𝑚 ⩽ 𝑛. 除非特殊说明, 一般要求第 1个主成分 𝑦1 表

示在此主成分方向上数据的方差最大, 第 2个主成分

𝑦2 表示在此主成分方向上数据的方差次大, 且第 2主

成分 𝑦2 与第 1主成分 𝑦1 无关. 以此类推.

由式 (1)中矩阵𝐴的第 𝑘列向量𝛼𝑘 可得到

𝑦𝑘 = 𝛼′
𝑘𝑥. (2)

根据主成分的要求, 考虑第 1主成分𝛼′
1𝑥满足此

方向上的方差最大化要求 var [𝛼′
1𝑥], 则有

var[𝛼′
1𝑥] = 𝛼′

1Σ𝛼1, (3)

其中Σ 表示𝑥的协方差, 有时也用互相关代替. 由于

满足此要求的向量𝛼1 不唯一, 需要添加一定限制, 一

般要求𝛼′
1𝛼1 = 1. 注意到, 其他限制如max ∣𝛼1∣ = 1

得出的结果是不同于主成分的.

利用拉格朗日因子法求解𝛼1, 最大化𝛼′
1Σ𝛼1 −

𝜆(𝛼′
1𝛼1 − 1), 可以推导得出

(Σ − 𝜆𝐼𝑛)𝜆1 = 0,

其中 𝐼𝑛 是𝑛×𝑛的单位阵. 因此, 𝜆是此主成分方向𝛼1

上的方差, 且𝜆是Σ 最大的特征值, 𝛼1 是对应的特征

向量. 𝛼2 的求解与𝛼1 类似, 再加上一个限制, 𝛼′
1𝑥与

𝛼′
2𝑥无关, 即

cov[𝛼′
1𝑥, 𝛼

′
2𝑥] =

𝛼′
1Σ𝛼2 = 𝛼′

2Σ𝛼1 = 𝛼′
2𝜆1𝛼1 = 𝜆1𝛼

′
2𝛼1 = 0, (4)

即𝛼′
2𝛼1 = 0. 利用拉格朗日因子法得到𝛼2 为Σ 次大

的特征值对应的特征向量. 以此类推, 各个主成分为

降序排列的Σ 的特征值对应的特征向量, 因此有

𝐴′Σ𝐴 = Λ. (5)

其中: 𝐴是由Σ 的特征向量为列向量组成的矩阵,

Λ是由Σ 的特征值组成的对角阵.

在主成分分析前, 一般先对数据进行标准化预

处理, 消除不同量纲之间的影响. 经过处理后的数据

进行协方差运算等效于进行相关运算. 主成分维数由

前𝑚个主成分对应特征值之和所占总体特征值之和

的比重确定, 一般选择 85%∼95%.

2 基基基于于于互互互信信信息息息的的的主主主成成成分分分分分分析析析特特特征征征选选选择择择算算算法法法

2.1 互互互信信信息息息

信息是认识主体所感受和所表达的事物运动的

状态和运动状态变化的方式[16]. 信息的度量方式有

两种, 一种是对消息或消息集合本身所含信息量多少

的度量, 一种是对消息之间或消息集合之间相互提供

信息量多少的度量. 前者用自信息和消息熵 (自信息

的平均值)来描述, 后者用互信息和平均互信息来描

述.

互信息衡量两个变量间相互依赖的程度, 表示两

个变量间共同拥有信息的含量. 给定两个随机变量

𝑋和𝑌 , 若它们各自的边缘概率分布和联合概率分

布分别为 𝑝(𝑥), 𝑝(𝑦)和 𝑝(𝑥, 𝑦), 则它们之间的互信息

𝐼(𝑋;𝑌 )定义为
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𝐼(𝑋;𝑌 ) =
∑
𝑥

∑
𝑦

𝑝(𝑥, 𝑦) log
𝑝(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)
. (6)

当变量𝑋和𝑌 完全无关或相互独立时, 互信息最小,

结果为 0, 这意味着两个变量之间不存在重叠的信息;

反之, 两者的相互依赖程度越高, 互信息的值越大, 所

包含的相同信息也越多.

2.2 基基基于于于互互互信信信息息息的的的主主主成成成分分分分分分析析析特特特征征征选选选择择择算算算法法法

相关或相关系数只能反映两个变量之间的线性

相关, 无法衡量两个变量之间的非线性关系. 而互信

息从信息论的角度出发, 可以评估变量间共有信息

量的多少, 并且不局限于线性关系, 与相关比较有很

大优势. 因此, 考虑在主成分分析中用互信息来替代

协方差或相关, 提出一种基于互信息的主成分分析

(MIPCA)特征选择算法. 将式 (7)改写为

𝐵′Σ𝐼𝑋𝑌 𝐵 = Λ. (7)

其中: Σ𝐼𝑋𝑌
为数据集的互信息矩阵, 𝐵为特征向量

(𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛)组成的矩阵, Λ为特征值 (𝜇1, 𝜇2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜇𝑛)组成的对角阵.

下面判断式 (9)是否有解和解的特点. Σ𝐼𝑋𝑌 中对

角线元素表示变量的自信息, 即变量的信息熵, 非对

角线元素表示两个变量之间的互信息. 无论互信息或

信息熵均为实数, 当两个变量之间不相关时, 互信息

为 0, 否则为正数, 因此Σ𝐼𝑋𝑌
为非负实数阵. 互信息

满足

𝐼(𝑋,𝑌 ) = 𝐼(𝑌,𝑋),

可得到Σ𝐼𝑋𝑌
为非负实数对称阵, Σ𝐼𝑋𝑌

的特征值为实

数, Λ为实数对角阵, 对应的特征向量两两正交, 矩

阵𝐵为正交阵.

基于互信息的主成分为

𝑧 = 𝐵′𝑥. (8)

主成分 𝑧𝑘 = 𝛽′
𝑘𝑥(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 且两两正交, 满足

主成分要求, 𝛽𝑘 是主成分 𝑧𝑘 的转换系数, 简称主成分

𝑘的系数.

然后判断主成分的维数𝑚. 定义MIPCA的主成

分贡献率 𝛿𝑘 为单一主成分占总体主成分信息量的比

率, 即

𝜎𝑘 = 𝜇𝑘

/ 𝑛∑
𝑘=1

𝜇𝑘, (9)

其中𝜇𝑘 为式 (9)中互信息矩阵Σ𝐼𝑋𝑌 第 𝑘大的特征值,

表示主成分 𝑘的信息量. 定义MIPCA的主成分累积

贡献率 𝛿𝑘 为前 𝑘个主成分的贡献率之和, 有

𝛿𝑘 =

𝑘∑
𝑖=1

𝜎𝑖. (10)

选择贡献率之和为 85%∼95%的前𝑚个主成分作为

新的特征.

3 实实实验验验分分分析析析

3.1 数数数据据据库库库

选择 Iris鸢尾花数据集, 此数据集是数据挖掘和

模式识别中常用的数据集, 每一个鸢尾花数据包含 4

个特征: 花瓣长度、花瓣宽度、花萼长度和花萼宽度,

数据集共有 150个鸢尾花数据, 分为 setosa, versicolor

和 virginica 3类, 每类 50个数据.

3.2 实实实验验验分分分析析析

实验 1 比较两维数据情况下, PCA和MIPCA

计算得到的主成分方向的异同.

只选择两维数据进行比较是为了清楚地看出两

种方法得到的主成分方向的差异, 利用两维数据进行

计算, 主成分方向可以展示在二维图形上, 可视化的

结果可以进行较为直观的比较.

实验 1采用鸢尾花的花瓣长度和花瓣宽度 2维

特征, 数据个数不变, 进行 PCA和MIPCA特征选择.

表 1为 PCA和MIPCA各自得到的各自主成分系数𝛽

(为了表示方便, PCA的主成分系数在本实验和后续

实验中均用 𝛽表示, 而非𝛼)和累积贡献率 𝛿. 将表 1中

的主成分方向和两维鸢尾花数据绘制在二维图中, 如

图 1所示. 为了清楚地看出主成分方向, 将主成分方

向长度增加, 方向保持不变. 图 1显示的 3类鸢尾花

分别由不同标识符表示, 根据这些数据, 利用PCA和

MIPCA两种特征选择方法计算得出各自的主成分方

向, 同时也将这些主成分方向绘制在图 1中, 并标出

各自主成分方向 1.

表 1 PCA和MIPCA得到的主成分系数𝛽和累积贡献率𝛿

主成分 1 主成分 2
算法

𝛽1 𝛿1/% 𝛽2 𝛿2/%

PCA [0.707 1, 0.707 1] 98.1 [−0.707 1, 0.707 1] 100

MIPCA [0.695 1, 0.718 9] 94.6 [−0.718 9, 0.695 1] 100

-3 -1 1 3
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图 1 鸢尾花数据, MIPCA和PCA得到的主成分方向

从图 1可以看出, 相对于原来的两维特征, 利用

PCA得到的主成分方向 1或MIPC A得到的主成分方

向 1能够更好地区分 3类数据, 实现了数据的降维处

理. 经过计算, MIPCA得到的主成分 1与 PCA得到的
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主成分 1之间的夹角为 0.97°, 约等于方向相同. 并且

由表 1得到PCA和MIPCA的主成分 1的累积贡献率

分别为 98.1%和 94.6%, 相差不大. 因此可以说, 数据

集𝑋转换到基于互信息的主成分空间后的数据集

𝑍与𝑋转换到主成分空间后的数据集𝑌 之间近似相

等. 因此在两维情况下, 基于互信息的主成分分析特

征选择算法与传统的主成分分析特征选择算法结果

相似.

实验 2 比较多维数据情况下, PCA和MIPCA

计算得到的主成分方向的异同.

选择 Iris鸢尾花数据集的全部特征进行 PCA和

MIPCA特征选择, 得到两种方法各自的主成分系数

𝛽、主成分方向的信息𝜇、主成分贡献率𝜎和累积贡献

率 𝛿.

表 2给出了经过 PCA和MIPCA特征选择后的

主成分系数𝛽和累积贡献率 𝛿. 由表 2可见, MIPCA主

成分 1的贡献率明显大于 PCA主成分 1的贡献率, 前

两维主成分累积贡献分别为 95.81%和 97.61%, 维数

相同的情况下, MIPCA得出的主成分贡献更大, 若以

85%的累积贡献率为限选择主成分维数, 则MIPCA

特征选择方法仅需 1维, 而 PCA方法则需要 2维.

表 2 PCA和MIPCA得到的主成分的𝛽和 𝛿

主成分 𝛽 𝛿/%

1 [0.521 1,−0.269 3, 0.580 4, 0.564 9] 72.96

2 [−0.377 4,−0.923 3 − 0.024 5,−0.066 9] 95.81PCA
3 [0.719 6,−0.244 4,−0.142 1,−0.634 3] 99.48

4 [0.261 3,−0.123 5,−0.801 4, 0.523 6] 100

1 [−0.296 7,−0.243 8,−0.386 5,−0.838 5] 86.52

2 [−0.525 2,−0.469 4,−0.464 7, 0.536 6] 97.61MIPCA
3 [0.790 9,−0.300 1,−0.530 7, 0.051 2] 99.65

4 [0.102 7,−0.793 8, 0.594 1,−0.079 3] 100

实验 3 以多层感知器 (MLP)神经网络为分类

器, 比较 PCA和MIPCA得到的主成分的分类正确率.

MLP含有 1个隐层, 隐层内含有 4个神经元. 隐

层和输出层的传递函数分别为对数-𝑆形 (logsid)函数

和线性函数. 以不同维度的主成分作为输入, 输入层

神经元个数与主成分维度一致. 输出层含有 3个神经

元, 与鸢尾花的类别数量一致. MLP的训练采用后向

传播 (BP)算法, 以最小均方误差为准则. 分类正确率

如表 3所示.

表 3 分类正确率 %

主成分维度
算法

1 2 3 4

PCA 78 92 98 98

MIPCA 86 94 98 98

由表 3可见, 维数相同的情况下, 采用MIPCA计

算出的主成分作为神经网络输入得到的分类正确率

大于等于 PCA方法. 结合表 2和表 3, 以两维主成分

为例, 表 2表明MIPCA方法计算得到的 2维主成分所

含的累积贡献率大于 PCA方法得到的结果; 由表 3可

知, 同时以神经网络作为分类器时, MIPCA得到的 2

维主成分为特征, 得到的分类正确率也大于PCA得到

的两维主成分的分类正确率. 实验表明, 以式 (11)和

(12)为依据判断选择的主成分所包含的信息是合理

的, 且采用MIPCA方法得到的累积贡献率更大, 分类

正确率更高.

4 结结结 论论论

本文描述了基于互信息的主成分分析特征选择

算法, MIPCA利用数据的互信息矩阵取代 PCA中的

协方差或相关矩阵计算主成分方向, 并确定主成分维

度. 通过实验分析了基于互信息的主成分分析特征选

择算法的性能. 实验表明: 1)在两维情况下, 主成分分

析与基于互信息的主成分分析得到的主成分方向相

同; 2)以主成分累积贡献率为准则判断主成分维数,

基于互信息的主成分特征选择算法较之主成分分析

能够得到更少的主成分维度, 降低了特征维数, 以便

减少后端分类或识别的计算量, 若选择主成分维数相

同, 则基于互信息的主成分特征选择方法得到的主成

分的累积贡献率更高; 3)以神经网络为分类器, 同样

维数的主成分, 采用基于互信息的主成分分析较之传

统主成分分析特征选择算法能够得到更高的分类正

确率.
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