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摘 要: 在𝐾奇异值字典学习方法的基础上,结合主成分分析方法提出了𝐾主成分分析字典学习方法. 该方法取代

了𝐾奇异值分解 (KSVD)方法中对误差项直接进行 SVD分解来更新原子,取而代之的是通过对误差项进行 PCA分

解,提取其主成分作为字典中原子的更新. 仿真结果表明,与KSVD字典学习方法相比,所提出的方法字典学习效果

更好,对训练样本的表达误差更小,学习字典更能表达训练样本的特征.
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Abstract：：：The 𝐾-principle component analysis dictionary learning method is proposed based on the 𝐾-singular value

decomposition(KSVD) method and the principle component analysis(PCA) method. Instead of the SVD decomposition to

the error in the KSVD method, the atoms of the dictionary of the method are updated by distilling the principle component

of the PCA decomposition. Simulation results show that, compared with the KSVD method, the better learning effect is

achieved, the representation error is small, and the learned dictionary reflects the features of the training data much better

with the KPCA method.
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0 引引引 言言言

近年来, 信号稀疏分解已被广泛应用于图像压

缩[1]、图像重构[2]、图像去模糊和超分辨[3]、信号去

噪[4-7]、人脸特征识别[8]等领域,并取得了很好的效果.

然而, 字典构建是稀疏分解中的关键环节, 关系到信

号能否实现稀疏分解.关于字典构建, 主要分为以下

两大类: 1)根据一定的先验知识构造固定的字典; 2)

在没有先验知识或先验知识不足时,通过样本训练的

方法学习得到自适应的学习字典[7,9-12].由于通过字

典学习得到的字典具有良好的自适应性和对训练样

本的学习能力,字典学习已成为国内外很多学者和研

究机构在稀疏分解领域研究的一个热点.

目前,字典学习方法主要包括𝐾奇异值分解方法

(KSVD)[2,9]、递归最小二乘 (RLS)字典学习方法[10]、

最优方向法 (MOD)[11]和最大后验概率逼近 (MAP)[5]

方法等. KSVD方法已被广泛应用于图像去噪、图像

去模糊和图像超分辨等领域, 并取得了很好的效果;

RLS方法的应用领域比较少; MOD方法和MAP方法

主要用于框架压缩以及框架设计等方面.为此, 本文

结合KSVD字典学习方法和 PCA方法的思想, 提出

一种基于主成分分析的字典学习方法,即KPCA字典

学习方法.

1 稀稀稀疏疏疏分分分解解解理理理论论论

给定一个集合𝐷={𝑑𝑗}𝐾𝑗=1 ∈ 𝑅𝑁 ,其元素是张成

整个𝑁维Hilbert空间𝐻=𝑅𝑁的单位矢量,如果其元

素个数𝐾 > 𝑁 ,则集合𝐷构成一个过完备基,也称为

字典,其列向量 𝑑𝑗称为原子,且其范数为 1. 通过过完

备字典𝐷, 信号 𝑦 ∈ 𝑅𝑁能够被表示为其列向量的稀

疏线性组合,即信号具有确切的表达 𝑦 = 𝐷𝑥,或者信

号具有近似表达 𝑦 ≈ 𝐷𝑥, 且满足 ∥𝑦 − 𝐷𝑥∥𝑝 ⩽ 𝜉, 其
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中𝑥为信号 𝑦的表示系数.在近似表示中, 𝑝的取值一

般为 1,2或∞,本文取 𝑝 = 2. 由于𝐾 > 𝑁,𝐷字典为满

秩矩阵, 信号 𝑦具有无穷多个表示系数.如何找到非

零元素个数最少的表示系数是信号稀疏分解中的重

要问题.信号稀疏分解的实现[2,13-15]可以表示为

min
𝑥

∥𝑥∥0满足 𝑦 = 𝐷𝑥, (1)

或者

min
𝑥

∥𝑥∥0满足 ∥𝑦 −𝐷𝑥∥2 ⩽ 𝜉, (2)

其中 ∥ ⋅ ∥0表示向量中非零元素的个数. 然而,上述问

题的求解是一个NP难题.为了解决这个问题,人们提

出了许多稀疏分解算法[2,13],如匹配追踪 (MP)算法、

基追踪 (BP)算法、框架方法 (MOF)和最优正交基

(BOB)算法等.

2 KPCA字字字典典典学学学习习习方方方法法法
2.1 PCA方方方法法法[3,6]

PCA是一种典型的消除信号相关的方法,已广泛

应用于信号去噪、信号降维、模式识别和数据压缩等

方面.信号𝑌 进行 PCA分解的目的是寻找信号的主

成分分量,消除信号的相关性.信号 PCA分解的过程

如下:

定义向量 𝑦 = [𝑦1 𝑦2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑚]T,信号

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦11 𝑦21 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑛1

𝑦12 𝑦22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑛2
...

...
. . .

...

𝑦1𝑚 𝑦2𝑚 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑛𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
为𝑚× 𝑛的矩阵,均值矩阵

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦11 𝑦21 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑛1

𝑦12 𝑦22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑛2
...

...
. . .

...

𝑦1𝑚 𝑦2𝑚 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑛𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

其中

𝑦𝑖=𝑦𝑖 − 𝜇𝑖, 𝜇=[𝜇1 𝜇2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜇𝑚]T, 𝜇𝑖=
1

𝑛

𝑛∑
𝑗=1

𝑦𝑗𝑖 .

则信号𝑌 进行 PCA分解的过程如下: 首先求解协方

差矩阵Ω = 𝐸(𝑦𝑦T) ≈ 1

𝑛
𝑌 𝑌 T;然后对协方差矩阵Ω

进行奇异值分解,得到Ω = ΦΛΦT. 因此,信号𝑌 的估

计值𝑌 = 𝑃𝑌 ,其中𝑃 = ΦT.

2.2 KPCA方方方法法法

给定一系列训练信号 {𝑦𝑖, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}组成矩
阵𝑌 , 训练信号 𝑦𝑖在字典𝐷上的分解系数表示为𝑥𝑖,

则稀疏表示系数矩阵𝑋 = {𝑥𝑖, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. 因此,

𝑌 在字典𝐷上的稀疏分解问题可以表示为

min
𝑋

∑
𝑖

∥𝑥𝑖∥0满足 ∥𝑌 −𝐷𝑋∥2𝐹 ⩽ 𝜀, (3)

或者

min
𝑋

∥𝑌 −𝐷𝑋∥2𝐹 满足 ∀𝑖, ∥𝑥𝑖∥0 ⩽ 𝑇0. (4)

字典学习通过一系列训练数据学习训练一个字

典, 使得训练信号在该字典上总体表示误差最小, 从

而使得训练得到的字典能够更好地适应所要解决的

问题.因此,对于训练信号𝑌 ,寻找可能的最优字典的

问题可以表示为

min
𝐷,𝑋

∑
𝑖

∥𝑥𝑖∥0满足 ∥𝑌 −𝐷𝑋∥2𝐹 ⩽ 𝜀, (5)

或者

min
𝐷,𝑋

∥𝑌 −𝐷𝑋∥2𝐹 满足 ∀𝑖, ∥𝑥𝑖∥0 ⩽ 𝑇0. (6)

式 (6)的目标函数可以表示为

∥𝑌 −𝐷𝑋∥2𝐹 =
∥∥∥𝑌 −

𝑁∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝑥
𝑗
𝑇

∥∥∥2

𝐹
=

∥∥∥(𝑌 −
∑
𝑗 ∕=𝑘

𝑑𝑗𝑥
𝑗
𝑇

)
− 𝑑𝑘𝑥

𝑘
𝑇

∥∥∥2

𝐹
=

∥𝐸𝑘 − 𝑑𝑘𝑥
𝑘
𝑇 ∥2𝐹 . (7)

KPCA方法结合了KSVD方法和 PCA方法,它通过对

式 (7)中的𝐸𝑘利用 PCA方法进行分解,得到

Ω ≈ 1

𝑁
(𝐸̄𝑘𝐸̄𝑘

T) = 𝑃Λ𝑃T, (8)

其中𝑃 为主成分矩阵. 将Λ中最大的特征值对应的𝑃

中的特征向量作为 𝑑𝑘的更新.从式 (8)可看出, KPCA

方法与KSVD方法的计算复杂度相同.

3 仿仿仿真真真实实实验验验

3.1 随随随机机机信信信号号号的的的字字字典典典学学学习习习

为了研究KPCA字典学习方法的字典学习效果,

随机生成大小为 20×50的生成字典,且字典的每一列

均被归一化. 根据生成字典生成 1 500个训练样本信

号,且每个样本信号由初始字典中 3个不同原子线性

组合生成,每个样本信号的采样点数为 20.令𝐸=𝑌 −
𝐷𝑋 ,则定义样本总误差=

𝑛∑
𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

𝐸(𝑖, 𝑗)2.原子比率

为学习字典与生成字典原子之间乘积大于某一值的

个数;相似度为学习字典与生成字典之间的列向量点

乘绝对值之和.通过 100次迭代,得到图 1所示两种字

典学习方法的样本总误差随着迭代次数的变化曲线.

从图 1可以看出, KPCA字典学习方法得到的样本总

误差小于KSVD字典学习方法获得的样本总误差,前

者的字典学习效果更好,通过学习得到的字典更好地

反映了训练样本的信息.

在训练样本中抽取第 1 000个样本信号,利用两

种字典学习方法得到的学习字典和相关分解系数对

第 1 000个样本信号进行重构.两种方法对应的重构

信号和原始信号如图 2所示.从图 2可以看出,两种字

典学习方法对信号重构的效果的差别很小,但均能够

较好地重构原始信号,且信号误差均较小.
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图 1 样本表达总误差随迭代次数的变化
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图 2 第 1 000个样本信号的重构信号

两种字典学习方法在 100次迭代后总的运行时

间、原子比率、相似度以及第 100次迭代后的总样本

误差等指标如表 1所示. 从表 1可以看出, KPCA字典

学习方法在原子比率、相似度以及总误差方面均优

于KSVD字典学习方法,但KSVD字典学习方法运行

时间优于KPCA方法. 所以与KSVD字典学习方法相

比, KPCA字典学习方法获得了较好的字典学习效果,

但牺牲了计算速度.

表 1 两种字典学习方法结果对比

字典学习方法 运行时间 / s 原子比率 相似度 误差

KSVD 54.480 57 3 632 7.953 1 0.047 1

KPCA 80.578 26 3 726 8.868 0 0.038 7

3.2 雷雷雷达达达信信信号号号训训训练练练样样样本本本的的的字字字典典典学学学习习习

为了进一步研究KPCA字典学习方法对实际信

号的字典学习效果,以雷达信号为训练样本, 样本个

数为 4 000, 采样点数为 16, 生成字典大小为 16 × 32.

通过Matlab仿真,得到的样本总表达误差曲线如图 3

所示.从图 3可以看出, 利用KPCA字典学习方法得

到的学习字典使得样本表达总误差较小,即与KSVD

学习字典相比, KPCA学习字典更好地表达了训练样

本,更好地学习了样本的信息.
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图 3 样本表达总误差随迭代次数的变化

图 4为通过两种字典学习方法对第 3 000个雷达

信号训练样本的重构信号.从图 4可以看出: 通过

KPCA字典学习方法重构的信号与原始信号更相似,

差别较小, 大致反映了原始信号的变化规律和特征;

而KSVD字典学习方法重构的信号与原始信号之间

的差别较大,丢失了原始信号的部分特征.
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图 4 第 3 000个样本信号的重构信号

表 2为两种字典学习方法针对雷达信号训练样

本得到的结果对比.从表 2可以看出, KPCA字典学习

方法在原子比率、相似度以及总误差方面优于KSVD

字典学习方法,但运行时间较长.

表 2 两种字典学习方法结果对比

字典学习方法 运行时间 / s 原子比率 相似度 误差

KSVD 180.715 23 806 8.552 2 0.402 31

KPCA 369.547 87 812 9.144 4 0.385 502

4 结结结 论论论

本文在结合KSVD字典学习方法和 PCA方法的

基础上, 提出了KPCA字典学习方法. 通过仿真实验

验证可以得到如下结论: 与KSVD字典学习方法相

比, KPCA字典学习方法具有较好的字典学习效果,

学习得到的字典与生成字典更相似,更能反映训练样

本的信息. 但是, KPCA字典学习方法在获得较好的

字典学习效果的同时牺牲了效率,计算速度较慢.如

何在保证字典学习效果的同时改进计算速度尚待进

一步研究.
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