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摘 要: 针对奇异值-QR分解方法存在有效奇异值难以确定的问题,采用奇异值分解方法分析从区间二型模糊模型

抽取的两个激活强度矩阵,提出了奇异值归一化差值的概念以描述相邻奇异值的变化情况,从而反映了重要规则和

冗余规则在奇异值变化上的本质差异;进而根据其临界点确定有效奇异值个数,并利用QR分解得到有效奇异值所

对应的重要规则构建简约型区间二型模糊结构. 仿真实例验证了所提出方法的有效性和可行性.
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Construction of parsimonious interval type-2 fuzzy model based on SVD
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Abstract: As the determination of number for effective singular value is a problem for the simplification of interval type-2

fuzzy model structure by using the singular value decomposition-QR method, two firing strength matrixes are got though

the analysis of interval type-2 fuzzy model structure and then analyzed by using the singular value decomposition method.

The concept of normalized difference of singular value is proposed to describe the change of adjacent singular value so as

to reflect the essential differences between important rules and redundant rules in aspect of singular value. Then the number

of effective singular can be determined according to its critical point, and the parsimonious interval type-2 fuzzy model is

constructed with rules located by QR decomposition. Finally, simulation results show the effectiveness and feasibility of the

proposed method.
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0 引引引 言言言

为了将传统模糊集合的隶属度值再次进行模糊

化, Zadeh [1]于 1975年提出了二型模糊集合的概念.

由于隶属度函数是三维的,比传统模糊集合多了一维

处理不确定性的自由度,二型模糊逻辑系统已成为现

实环境中解决高不确定性问题的有效手段. 与传统模

糊逻辑系统类似,二型模糊逻辑系统也存在模糊集合

冗余和模糊规则冗余两方面问题,如何消除冗余带来

的不良影响,同时保证系统的逼近性能,成为二型模

糊模型结构辨识的研究热点之一[2]. Liang等[3]用奇

异值-QR分解 (SVD-QR)方法研究了区间二型模糊系

统的设计问题.结果表明, 在有效奇异值个数选取恰

当的前提下,该方法可以明显减少规则数量. 但是,有

效奇异值个数的确定更多是依赖经验进行选取,目前

还没有成熟的选择方法. Zhou等[4]采用列主元QR分

解算法,给出 4种新的模糊规则排序指标进行规则精

简. 该方法在保证逼近精度情况下能够有效地精简规

则,但如何针对具体问题从 4种排序指标中选出最有

效的指标是个棘手的问题.

本文在给出区间二型模糊结构的基础上, 针对

SVD-QR方法存在的问题,提出奇异值归一化差值的

概念来描述重要规则和冗余规则的本质差异,并利用

其临界点确定有效奇异值个数,即明确重要规则数目;

然后结合矩阵QR分解,根据矩阵Π 中每列值为 1的

元素位置确定重要规则, 从而构建简约型模糊模型;

最后,采用Mackey-Glass混沌时间序列对该方法的性
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能进行仿真验证,取得了满意的结果.

1 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊模模模型型型的的的描描描述述述

考虑𝑀条规则的Mamdani区间二型模糊逻辑系

统, 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)
T为𝑛维输入变量, 𝑦 ∈ 𝑌 为

单输出变量,模糊规则为

If 𝑥1 is 𝐹 𝑙
1 and ⋅ ⋅ ⋅ and 𝑥𝑛 is 𝐹 𝑙

𝑛, Then 𝑦 is 𝐺̃𝑙.

其中: 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ; 𝐹 𝑙
𝑖 和 𝐺̃𝑙为区间二型模糊集.

采用单值模糊器、扩展 Sup-star合成推理和Center-of-

set降型方法,所得结果是一个区间集合,表示为

𝑌cos(𝑋)
Δ
= [𝑦𝑙, 𝑦𝑟] =w

𝑦1∈[𝑦1
𝑙 ,𝑦

1
𝑟 ]
⋅ ⋅ ⋅

w
𝑦𝑀∈[𝑦𝑀

𝑙 ,𝑦𝑀
𝑟 ]

w
𝑓1∈[𝑓1,𝑓

1
]
⋅ ⋅ ⋅

w
𝑓𝑀∈[𝑓𝑀 ,𝑓

𝑀
]( 𝑀∑

𝑖=1

𝑓 𝑖𝑦𝑖
)/( 𝑀∑

𝑖=1

𝑓 𝑖
) .

(1)

对降型集合求区间端点的中心即可得到模糊系

统的输出[5]. 由式 (1)可得, 𝑌cos是关于 𝑦𝑖的单调递增

函数,其最小值 𝑦𝑙和最大值 𝑦𝑟分别为

𝑦𝑙 =

𝑀∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑙𝑓
𝑖
𝑙

/ 𝑀∑
𝑖=1

𝑓 𝑖
𝑙 =

𝑀∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑙𝑝
𝑖
𝑙, (2)

𝑦𝑟 =

𝑀∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑟𝑓
𝑖
𝑟

/ 𝑀∑
𝑖=1

𝑓 𝑖
𝑟 =

𝑀∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑟𝑝
𝑖
𝑟. (3)

实际应用中, 通常采用Karnik-Mendel[6]迭代算

法计算 𝑦𝑙和 𝑦𝑟. 规则前后件的主隶属度函数采用具

有不确定均值的高斯函数,可利用反向传播算法[7]和

梯度下降法[8]实现模型结构的参数辨识.

2 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊模模模型型型的的的结结结构构构精精精简简简

2.1 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊模模模型型型结结结构构构

由于采用KM方法计算 𝑦𝑙和 𝑦𝑟的过程类似, 本

文仅以 𝑦𝑟的计算为例,进一步分析区间二型模糊模型

的结构[9]. 计算 𝑦𝑟的实质是确定数值𝑅,若 𝑖 ⩽ 𝑅,则

𝑓 𝑖
𝑟 = 𝑓 𝑖;若 𝑖 > 𝑅,则 𝑓 𝑖

𝑟 = 𝑓
𝑖
. 于是 𝑦𝑟可表示为

𝑦𝑟 =

𝑅∑
𝑖=1

𝑓 𝑖𝑦𝑖𝑟 +

𝑀∑
𝑖=𝑅+1

𝑓 𝑖𝑦𝑖𝑟

𝑅∑
𝑖=1

𝑓 𝑖 +

𝑀∑
𝑖=𝑅+1

𝑓 𝑖

=

𝑀∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑟𝑝
𝑖
𝑟, (4)

其中模糊基函数 𝑝𝑖𝑟可表示为

𝑝𝑖𝑟 =

⎧⎨⎩
𝑓 𝑖
/( 𝑅∑

𝑖=1

𝑓 𝑖 +

𝑀∑
𝑖=𝑅+1

𝑓
𝑖
)
, 𝑖 ⩽ 𝑅;

𝑓
𝑖
/( 𝑅∑

𝑖=1

𝑓 𝑖 +

𝑀∑
𝑖=𝑅+1

𝑓
𝑖
)
, 𝑖 > 𝑅.

(5)

模糊基函数与模糊规则是一一对应的, 所以等

式 (4)可写成向量与矩阵形式

𝑦𝑟 = 𝑷T𝒚𝑟. (6)

其中

𝑷 = [𝑝1𝑟, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑅𝑟 , 𝑝𝑅+1
𝑟 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑀𝑟 ]T, (7)

𝒚𝑟 = [𝑦1𝑟 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑀𝑟 ]T. (8)

采用KM方法计算 𝑦𝑟时, 必须先将 {𝑦𝑖𝑟}𝑀𝑖=1按递

增顺序排列,在计算完成后,还要利用转置矩阵𝑸恢

复规则顺序,即

𝑷1 = 𝑸−1[𝑝1𝑟, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑅𝑟 , 𝑝𝑅+1
𝑟 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑀𝑟 ]T. (9)

设有𝑁个数据样本 {𝑥(𝑖), 𝑦(𝑖)}𝑁
𝑖=1

, 可得到𝑁个

向量𝑷1,𝑷2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑷𝑁 , 构成𝑁 × 𝑀的激活强度矩阵

Φ𝑟,可表示为

Φ𝑟
Δ
= [𝑷1, 𝑷2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑷𝑁 ]

T
. (10)

构建模糊模型时,样本数据的数量通常比规则数

多,这意味着𝑁 > 𝑀 . 注意到矩阵Φ𝑟中的每一列对

应一条模糊规则,本文的主要工作是从Φ𝑟中选取重

要规则,排除那些冗余或作用甚小的规则.

2.2 模模模糊糊糊模模模型型型的的的结结结构构构精精精简简简原原原理理理

根据奇异值分解原理[10], 对于一个实矩阵𝑷 ∈
𝑹𝑁×𝑀 , 不管行列是否相关,必定存在正交矩阵𝑼 ∈
𝑹𝑁×𝑁和𝑽 ∈ 𝑹𝑀×𝑀 ,使得

𝑷 = 𝑼Σ𝑽 T (11)

成立. 其中: Σ=[diag(𝜎1, 𝜎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜎𝑟) 0], 𝑟=rank(𝑷 ),

且𝜎1 ⩾ 𝜎2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜎𝑟 ⩾ 0,称为矩阵𝑷 的奇异值.

本文对激活强度矩阵Φ𝑟进行奇异值分解. 当

矩阵Φ𝑟的秩 rank(Φ𝑟) = 𝑀时, 表明前件推理所表

征的输入空间是线性独立的, 不存在冗余规则; 当

rank(Φ𝑟) < 𝑀时, 矩阵Φ𝑟即是所谓秩亏矩阵, 表明

输入空间是线性相关的,模糊规则中含有冗余或作用

甚小的规则.于是, 如何找出重要规则的问题转化为

如何从Φ𝑟中选取线性无关的子列集. 由SVD分解的

几何意义知,通过忽略较小的奇异值可以得到线性无

关的子列集,再利用有效奇异值对应的重要规则重构

模型即可实现结构精简.

有效奇异值个数的确定是一个关键问题.奇异值

个数选择过多,会使精简模型中混进冗余或作用甚小

的规则;选择过少则会丢失重要的模糊规则,降低逼

近性能. 虽然奇异值的计算结果是从大到小排列的,

但这种减小的幅度很小, 奇异值曲线是连续光滑的,

两两相邻奇异值之间没有明显突变.为了更加清楚地

描述相邻奇异值的变化情况,本文提出了奇异值归一

化差值概念,定义

𝑎𝑖 =
𝜎𝑖 − 𝜎𝑖+1

max(𝜎)−min(𝜎)
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1. (12)

可见, 𝑎𝑖反映了相邻奇异值之间的变化情况, 并且缩

小了变化幅度.随着奇异值的逐渐减小, 相邻奇异值
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的变化幅度也逐渐缩小, 𝑎𝑖逐渐逼近于 0. 由于 𝑎𝑖具

有缩小量值的作用, 从而加快了差别小的相邻奇异

值的 𝑎𝑖趋向于 0的速度, 使得差别大的相邻奇异值

的 𝑎𝑖更加明显. 于是,在由所有 𝑎𝑖形成的奇异值归一

化差值曲线上必然出现逼近于 0的临界点,它表明了

该位置前后的奇异值在性质上存在着明显差异.临界

点之前的相邻奇异值差别明显,表示所对应的是性质

截然不同的模糊规则;临界点之后的相邻奇异值差别

很小, 表示所对应的是性质相同或相近的模糊规则.

因此, 可根据临界点的位置确定有效奇异值的个数,

即重要规则数目.

2.3 SVD-QR子子子列列列集集集选选选择择择

精简规则数目确定之后, 需要明确有效奇异

值对应于矩阵Φ𝑟列向量的位置. 在秩亏缺情况下,

Golub等[10]提出的基于列选主 SVD-QR算法是一种

相当可靠的方法. 设𝑷 ∈ 𝑹𝑁×𝑀的SVD由式 (11)给

出,定义矩阵𝑷 (𝑟) ∈ 𝑹𝑁×𝑟,有

𝑷Π =

[
𝑷 𝑟 𝑷 (𝑀−𝑟)

]
,

𝑟 𝑀 − 𝑟
(13)

其中Π ∈ 𝑹𝑀×𝑀为置换矩阵. Golub等证明了如果

ΠT𝑉 =

[
𝑉 ′
11 𝑉 ′

21

𝑉 ′
12 𝑉 ′

22

]
𝑟

𝑀 − 𝑟

𝑟∗ 𝑀 − 𝑟

(14)

且𝑉 ′
11非奇,则

𝜎𝑟(𝑃 )

∥(𝑉 ′
11)

−1∥2 ⩽ 𝜎𝑟(𝑃
(𝑟)) ⩽ 𝜎𝑟(𝑃 ), (15)

其中 𝜎𝑟(𝑃
(𝑟))和𝜎𝑟(𝑃 )分别是矩阵𝑃 (𝑟)和𝑃 的第 𝑟

个奇异值. 这表明, 为了得到一个充分线性无关的

子列集,所选择的置换矩阵Π 应使得到的子矩阵𝑉 ′
11

尽可能是良态, 才能促使 ∥(𝑉 ′
11)

−1∥2尽可能小, 从而

最大化矩阵𝑃 (𝑟)的最小奇异值.于是,采用列选主QR

算法来计算矩阵 [ 𝑉 T
11 𝑉 T

21 ],得到

𝑄T[ 𝑉 T
11 𝑉 T

21 ]Π =

[
𝑅11 𝑅12

]
.

𝑟 𝑀 − 𝑟
(16)

对比式 (14),可知[
𝑉 ′
11

𝑉 ′
21

]
= ΠT

[
𝑉11

𝑉21

]
=

[
𝑅T

11𝑄
T

𝑅T
12𝑄

T

]
. (17)

其中: 𝑄为正交矩阵, Π 为置换矩阵, 𝑅11为上三角形

矩阵,且 ∥(𝑉 ′
11)

−1∥2 = ∥𝑅−1
11 ∥2. 该方法可有效得到一

个良态的𝑅11,从而产生一个良态的𝑉 ′
11.

如上所述,本文采用基于列选主 SVD-QR算法分

析Φ𝑟,得到了一个充分线性无关的子列集. 最后所得

矩阵Π 的各列向量中值为 1的元素位置即对应着从

大到小顺序的奇异值𝜎𝑖所对应的规则.

2.4 算算算 法法法

构建简约型区间二型模糊模型的步骤如下:

1)计算激活强度矩阵Φ𝑟和Φ𝑙;

2)计算矩阵Φ𝑟的 SVD分解,保留矩阵Σ和𝑽 ;

3) 确定矩阵Σ的奇异值, 按式 (12)计算奇异值

归一化差值,确定精简模型规则数 𝑟1;

4)对𝑽 划分,得到 [𝑉 T
11 𝑉 T

21],并对其进行QR分

解得到置换矩阵Π ,其前 𝑟1列中元素为 1的位置即对

应于Φ𝑟中列的位置,得到规则集合𝑇1;

5)重复步 2)∼步 4),分析Φ𝑙得到精简模型规则

数 𝑟2和规则集合𝑇2;

6)采用规则集合𝑇1

∪
𝑇2重构模糊模型.

3 仿仿仿真真真验验验证证证

采用Mackey-Glass混沌时间序列进行仿真研究,

其可用时滞微分方程表示为
d𝑥(𝑡)

d𝑡
=

0.2𝑥(𝑡− 𝜏)

1 + 𝑥10(𝑡− 𝜏)
− 0.1𝑥(𝑡),

当 𝜏 > 17时呈现混沌特性. 从 𝑡 = 1000到 𝑡 = 2000,

得到 1 000对输入输出数据, 前 504对作为训练数据,

后 496对作为测试数据. 设模糊模型输入为𝑥 =

[𝑥(𝑡− 3), 𝑥(𝑡− 2), 𝑥(𝑡− 1), 𝑥(𝑡)]T,输出为𝑥(𝑡+1). 每

个规则前件的输入空间包含 2个区间二型模糊集,构

成初始规则数目为 24 = 16, 主隶属函数选取具有不

确定均值的高斯函数, 采用梯度下降法进行训练得

到 16条规则前后件参数. 然后,选取后 496对数据构

成测试输入, 在全规则条件下得到模型预测结果如

图 1所示. 可见,模型逼近性能接近,性能指标误差为

RMSE = 0.021 86.
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图 1 模型验证

采用本文方法对模型结构进行精简, 得到𝑷𝑟的

奇异值分析结果如图 2所示. 其与𝑷𝑙分析结果类似,

不再赘述. 由图 2(a)可见,奇异值曲线是连续光滑的,

不利于判断相邻奇异值变化的临界点. 图 2(b)给出

的奇异值归一化差值曲线清晰地反映了相邻奇异值

的变化情况, 其中, 第 4个坐标之前相邻奇异值差值

变化都很明显,第 4个坐标之后的差值变化逐渐趋于

平缓,这表明第 4个坐标是奇异值变化的临界点. 因

此精简模型的规则数目为 4. 图 2(c)是按规则顺序排

列的奇异值曲线, 可得到重要规则的序号为 3、6、10

和 5.
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图 2 矩阵奇异值分析结果

为了对比精简前后模型的逼近性能, 同样采

用后 496对数据构成测试输入, 得到精简模型的预

测输出结果如图 3所示, 性能指标误差为RMSE=

0.045 92. 可见,在规则数目大幅精简的条件下, 模型

的逼近性能降低并不大.
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图 3 精简模型验证

4 结结结 论论论

本文研究了基于奇异值QR分解的区间二型模

糊模型结构精简,提出了奇异值归一化差值的概念以

描述相邻奇异值性质的差异,利用其临界点来确定有

效奇异值个数,从而确定精简模型规则数目. 仿真结

果表明,采用该方法得到的精简模型能有效减少规则

数目,且逼近性能降低不大.与梯度下降法相结合,本

文方法提供了一种构建简约型区间二型模糊系统的

有效途径.
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