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摘 要: 针对太阳帆航天器地球逃逸轨道控制问题,给出一种新的解析最优控制律.该控制律可使航天器在逃逸过

程中轨道能量变化速率最大,从而保证逃逸时间最短. 考虑到地球逃逸轨道形状,引入改进春分点轨道根数对航天器

运动学方程进行描述,并给出了地球逃逸轨道最优控制律的推导过程. 仿真分析表明,该控制律计算速度较快,而且

可以根据航天器状态实时计算姿态控制角,因此比较适用于未来太阳帆航天器在轨自主控制系统.
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Abstract: Aiming at orbit control problem for escaping the earth with solar sail, a new analytical optimal control law

is presented. This approach maximizes the instantaneous rate of the increase of the total orbital energy in the process of

escaping the earth, so as to ensure the shortest escape time. The equations of motion for the trajectory are expressed in

modified equinoctial orbital elements, which are well behaved as the trajectory going from elliptic to hyperbolic during

escape. Furthermore, the derivation of escaping the earth optimal control law is given. Simulation analysis shows that the

control law has higher computational speed, and can real-timely calculate the attitude control angle according to the state

of spacecraft by the simulation analysis, hence the control law is suitable for the application in future on-orbit solar sail

autonomous control system.
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0 引引引 言言言

太阳帆航天器通过反射太阳光子实现推进,是目

前唯一不依靠反作用推进实现飞行控制的航天器,因

此与传统的化学推进不同,太阳帆航天器在执行深空

探测任务时不受有限燃料的约束[1-4].另外,由于太阳

帆航天器在轨道转移过程中主要受太阳光压摄动力

作用,通过改变帆的朝向可以完成多种行星际轨道转

移任务.当完成行星逃逸轨道转移任务时, 需改变帆

的朝向以提供轨道速度方向推力,从而增加轨道能量

实现由行星中心向外的螺旋运动[5].

为了完成地球逃逸任务,首先需要选择初始逃逸

轨道,即运载火箭发射轨道类型.目前,对太阳帆航天

器逃逸轨道进行研究时主要选用以下 3种初始发射

轨道:近圆极地轨道、地球同步转移轨道 (GTO)和直

接逃逸轨道.近圆极地轨道能量较低, 且轨道倾角与

逃逸点的轨道倾角相差较大,因此需要较多的飞行时

间才能实现地球逃逸,由于飞行过程中多次穿越范艾

伦辐射带, 任务风险相对较大[6]; 直接逃逸轨道则对

运载火箭的运载能力提出较大要求.因此, 本文设定

发射方案为利用运载火箭发射到GTO轨道, 并从这

个轨道出发逃逸出地球引力范围,进入日心转移轨道.

19世纪 60年代, Sands等[7]首先提出了利用太阳

帆航天器完成地球逃逸任务的概念. Sands在仿真中

设定运载火箭初始发射轨道为圆轨道,并对仿真条件

进行了高度简化, 例如设定太阳矢量方向固定不变.

Sackett[8]基于两点边值理论提出了一种太阳帆航天

器地球逃逸轨道优化策略,该策略为了保证计算速度,

在仿真过程仍进行了高度简化. Leipold[9]对考虑轨道
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摄动及最小地心距限制的地球逃逸轨道进行了优化

设计,然而由于太阳帆航天器地球逃逸轨道初期较为

不稳定, 优化过程难以收敛. Coverstone等[10]提出了

一种应用于地球逃逸轨道的解析最优控制律,该控制

律设定太阳帆所受摄动加速度矢量在速度方向分量

最大,但未考虑由余弦效应带来的摄动加速度减小问

题. Macdonald[11]考虑对各个轨道进行混合控制,提出

了一种混合解析最优控制律,然而由于地球逃逸轨道

较为不稳定, 在对轨道根数进行加权时, 较难选取初

始权值.

本文基于文献 [10-11]的思想, 针对太阳帆航天

器地球逃逸轨道控制问题,给出了一种使轨道能量变

化最快的解析最优控制律推导过程,该控制律可使航

天器在逃逸过程中轨道能量变化速率最大, 从而保

证逃逸时间最短.考虑到地球逃逸轨道的特点, 引入

改进春分点轨道根数对航天器运动方程进行描述.另

外, 本文针对初始发射GTO轨道对解析最优控制律

进行了仿真验证, 仿真结果表明, 利用该方法对地球

逃逸轨道进行设计能够满足逃逸条件,计算速度较快

且实时根据航天器当前状态解算最优姿态控制角,适

用于未来航天器在轨自主控制系统.

1 问问问题题题描描描述述述

本文所研究的太阳帆航天器帆的结构为带有支

撑结构的四边形, 整个太阳帆由 4片三角帆面组成,

太阳帆尺寸为 150m× 150m[12].

1.1 太太太阳阳阳帆帆帆航航航天天天器器器推推推力力力加加加速速速度度度

由于本文主要研究太阳帆航天器地心逃逸轨道,

首先定义笛卡尔地心直角坐标系,原点位于地心, 主

平面为黄道平面, 𝑋轴指向某历元时刻的春分点方

向, 𝑌 轴在黄道平面内与𝑋轴垂直, 𝑍轴与𝑋轴, 𝑌 轴

构成右手系.

为了研究太阳帆航天器所受推力, 本文定义了

RTN轨道坐标系和地心日向旋转坐标系. RTN轨道

坐标系原点位于太阳帆航天器质心, 𝑅轴为轨道径向

(即地心与航天器质心连线方向), 𝑁轴为轨道法向,

𝑇 轴、𝑅轴和𝑁轴构成右手系;地心日向旋转坐标系

原点位于地心, 𝛼轴沿太阳与地心连线方向指向太阳,

𝛽轴在黄道平面内与𝛼轴垂直, 𝑧轴、𝛼轴和 𝛽轴构成

右手系. 如图 1所示, 在地心日向旋转坐标系下定义

太阳帆航天器锥角 𝜃为推力矢量𝑺与黄道面的夹角,

时钟角𝜑为推力矢量𝑺在黄道平面内的投影与𝛼轴

的夹角.

本文所采用的太阳帆推力模型为理想模型,即太

阳光压摄动力方向与帆的法向平行[13],因此可得到单

位质量太阳帆航天器受太阳光压力作用所产生的摄

动加速度为

𝑺 = (2𝜂𝑊𝐴/𝑚𝑐)(𝒏T𝛼̂)2𝒏. (1)

其中: 𝜂为帆的整体效率, 考虑非完全反射及帆的变

形等因素, 本文设定其平均值为 0.78, 太阳帆航天器

为距离太阳 1天文单位 (1AU = 1.49 × 1011 m)时所

受的太阳辐射常数; 𝐴为太阳帆面积; 𝑐为真空光速;

𝑛为太阳帆法向单位矢量; 𝛼̂为太阳光入射方向单位

矢量.
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图 1 坐标系和太阳帆航天器姿态角定义

定义太阳帆航天器与太阳距离为 1 AU时的摄动

加速度为特征加速度𝑆0,有

𝑆0 = 2𝜂𝑊𝐴/𝑚𝑐. (2)

从而,太阳帆航天器所受光压力产生的加速度为

𝑺 = 𝑆0(𝒏
T𝛼̂)2𝒏. (3)

1.2 太太太阳阳阳帆帆帆航航航天天天器器器运运运动动动学学学模模模型型型

在地球逃逸过程中, 航天器需从初始的椭圆轨

道 (偏心率 𝑒 < 1)通过抛物线轨道 (𝑒 = 1)变成最终

的双曲线逃逸轨道 (𝑒>1).由于经典轨道根数在 𝑒=1

的情况下并不适用[14],本文引入改进春分点轨道根数

对地球逃逸段轨道进行描述.改进春分点轨道根数适

用于目前所有类型的轨道计算,其基本形式为

𝑝 = 𝑎(1− 𝑒2), 𝑓 = 𝑒 cos(𝜔 + Ω),

𝑔 = 𝑒 sin(𝜔 + Ω), ℎ = tan(𝑖/2) cosΩ ,

𝑘 = tan(𝑖/2) sinΩ , 𝐿 = 𝑓 + 𝜔 + Ω . (4)

其中: 𝑝为轨道半通径, 𝑎为半长轴, 𝑒为偏心率, 𝜔为

近心点幅角, Ω为升交点经度, 𝑖为轨道倾角, 𝐿为真

黄经, 𝑓为真近点角.

引入如下参数:

𝑞 = 1 + 𝑓 cos𝐿+ 𝑔 sin𝐿, (5)

𝑟 = 𝑝/𝑞, (6)

𝑠2 = 1 + ℎ2 + 𝑘2. (7)

利用改进春分点轨道根数 𝑝, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑘, 𝐿可将轨道运动

方程表示为[15]

𝑝̇ = 𝐹𝑐
2𝑝

𝑞

√
𝑝/𝜇,

𝑓 =

√
𝑝

𝜇

[
𝐹𝑟 sin𝐿+ 𝐹𝑡

(𝑞 + 1) cos𝐿+ 𝑓

𝑞
−
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𝐹𝑛
𝑔(ℎ sin𝐿− 𝑘 cos𝐿)

𝑞

]
,

𝑔̇ =

√
𝑝

𝜇

[
−𝐹𝑟 cos𝐿+ 𝐹𝑡

(𝑞 + 1) sin𝐿+ 𝑓

𝑞
−

𝐹𝑛
𝑓(ℎ sin𝐿− 𝑘 cos𝐿)

𝑞

]
,

ℎ̇ =

√
𝑝

𝜇

𝑠2 cos𝐿

2𝑞
𝐹𝑛, 𝑘̇ =

√
𝑝

𝜇

𝑠2 sin𝐿

2𝑞
𝐹𝑛,

𝐿̇ =
√
𝑝𝜇

(𝑞
𝑝

)2

+

√
𝑝

𝜇

ℎ sin𝐿− 𝑘 cos𝐿

𝑞
𝐹𝑛. (8)

其中: 𝜇为地球引力常数; 𝐹𝑟, 𝐹𝑡, 𝐹𝑛是作用在航天器

上的推力在RTN轨道坐标系中的投影.

2 轨轨轨道道道能能能量量量变变变化化化率率率

为了使航天器完成地球逃逸,最有效的办法是不

断增加轨道能量,使航天器在地球逃逸段末端轨道能

量大于零. 地球逃逸段航天器轨道运动学方程为

𝒓̇ = 𝒗, (9)

𝒗̇ = 𝒈𝑐(𝒓) +Δ. (10)

其中: 𝒓和𝒗分别为航天器相对于地心的位置矢量和

速度矢量, 𝒈𝑐(𝒓)为地心引力加速度, Δ为航天器所受

全部摄动加速度之和.本文设定太阳帆航天器所受的

全部摄动加速度包括太阳光压摄动加速度𝑺和第三

体引力摄动加速度 𝒈𝑝,有

Δ = 𝑺 + 𝒈𝑝. (11)

航天器轨道能量表达式为[16]

𝐸 =
1

2
𝒗T𝒗 + 𝑈(𝒓), (12)

其中𝑼(𝒓)为在地球引力场作用下, 航天器单位质量

的势能函数,则轨道能量随时间的变化率为

𝐸̇ = 𝒗̇T𝒗 + 𝑈̇ = 𝒗̇𝑇𝒗 +
∂𝑈

∂𝒓
𝒓̇. (13)

结合式 (10)和 (11), 由 𝒈T
𝑐 = −∂𝑈/∂𝒓, 式 (13)可

改写为

𝐸̇ = (𝒈𝑐 +Δ)T𝒗 − 𝒈T
𝑐 𝒗 = ΔT𝒗 = 𝑺T𝒗+𝒈T

𝑝 𝒗. (14)

为了满足逃逸时间最短,需要使逃逸轨道能量瞬

时变化率最大,即需要实时控制太阳帆航天器姿态调

整航天器所受太阳光压摄动力, 使式 (14)中𝑺T𝒗最

大.然而, 本文所采用的解析最优控制律未将时间作

为最优控制的优化指标,因此只能给出局部最优解.

3 太太太阳阳阳帆帆帆航航航天天天器器器最最最优优优姿姿姿态态态控控控制制制角角角

为了得到逃逸段太阳帆姿态控制律的最优解析

解,首先需要对太阳帆所受太阳光压最优推力方向进

行求解, 使航天器逃逸轨道能量变化速率最大.太阳

帆法向单位矢量在地心日向旋转坐标系下表示为

𝒏T = [𝑛𝛼𝑛𝛽𝑛𝑧]. (15)

由太阳帆航天器所受摄动加速度可得

𝑺T𝒗 = 𝑆0(𝒏
T𝜶̂)2𝒏T𝒗, (16)

则太阳帆航天器最优朝向问题可以转化为一个有约

束最优控制问题.根据庞特里亚金极大值原理, 可得

Hamilton函数为

𝐻 = 𝑆0(𝜶̂
T𝒏)2𝒗T𝒏+ 𝜆(𝒏T𝒏− 1), (17)

其中𝜆为拉格朗日乘子, 用来对𝒏进行约束, 使其为

单位向量. 满足𝐻最大的一阶必要条件为
∂𝐻

∂𝒏
= 0T, (18)

结合式 (17)可得

2𝑆0(𝜶̂
T𝒏)(𝒗T𝒏)𝜶̂+ 𝑆0(𝜶̂

T𝒏)2𝒗 + 𝜆𝒏 = 0. (19)

注意到,在地心日向旋转坐标系下有

𝜶̂T = [1 0 0], 𝜶̂T𝒏 = 𝑛𝛼 < 0, (20)

则式 (19)在地心日向旋转坐标系中 3个轴的分量分

别为

2𝑆0𝑛𝛼(𝑛𝛼𝑣𝛼 + 𝑛𝛽𝑣𝛽 + 𝑛𝑧𝑣𝑧)+

𝑆0𝑛
2
𝛼𝑣𝛼 + 𝜆𝑛𝛼 = 0, (21)

𝑆0𝑛
2
𝛼𝑣𝛽 + 𝜆𝑛𝛽 = 0, (22)

𝑆0𝑛
2
𝛼𝑣𝑧 + 𝜆𝑛𝑧 = 0. (23)

由式 (22)和 (23)可得

𝜆 = −𝑆0𝑛
2
𝛼𝑣𝛽/𝑛𝛽 = −𝑆0𝑛

2
𝛼𝑣𝑧/𝑛𝑧. (24)

若𝑛𝛼 ∕= 0,即太阳帆边缘不朝向太阳方向,则有

𝑛𝑧/𝑛𝛽 = 𝑣𝑧/𝑣𝛽 . (25)

将式 (24)与 (21)联立可得

3𝑣𝛼 + 2(𝑛𝛽/𝑛𝛼)𝑣𝛽+

2(𝑛𝑧/𝑛𝛼)𝑣𝑧 − (𝑛𝛼/𝑛𝛽)𝑣𝛽 = 0. (26)

将式 (25)变换为

𝑛𝑧/𝑛𝛼 = (𝑛𝑧/𝑛𝛽)(𝑛𝛽/𝑛𝛼) = (𝑣𝑧/𝑣𝛽)(𝑛𝛽/𝑛𝛼), (27)

同时定义

𝜉 = 𝑛𝛽/𝑛𝛼. (28)

将式 (26)左右两端同时乘以 𝜉𝑣𝛽可解得

𝜉 =
−3𝑣𝛼𝑣𝛽 ± 𝑣𝛽

√
9𝑣2𝛼 + 8(𝑣2𝛽 + 𝑣2𝑧)

4(𝑣2𝛽 + 𝑣2𝑧)
. (29)

将式 (16)改写为地心日向旋转坐标系下的分量

形式为

𝑺T𝒗 = 𝑆0𝑛
2
𝛼(𝑛𝛼𝑣𝛼 + 𝑛𝛽𝑣𝛽 + 𝑛𝑧𝑣𝑧). (30)

将式 (30)左右两端同时除以𝑆0𝑛
3
𝛼, 并结合式 (25)和

(28)可得
𝑺T𝒗

𝑆0𝑛3𝛼
= 𝑣𝛼 + 𝜉

𝑣2𝛽 + 𝑣2𝑧

𝑣𝛽
. (31)

将式 (29)代入 (31)可得
𝑺T𝒗

𝑆0𝑛3𝛼
=

1

4
𝑣𝛼 ± 1

4

√
9𝑣2𝛼 + 8(𝑣2𝛽 + 𝑣2𝑧). (32)

太阳帆所受推力在𝛼轴的分量沿着太阳光的入射方
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向,即𝑛𝛼 < 0,由此可知,式 (32)等号右端取负号可使

𝑺T𝒗最大.由于𝒏为单位向量,可得

𝑛2𝛼 + 𝑛2𝛽 + 𝑛2𝑧 = 1. (33)

联合式 (25), (28), (32)和 (33)可求得使逃逸轨道

能量变化速率最快的太阳帆航天器最优法向矢量𝑛

在地心日向旋转坐标系下的分量为

𝑛𝛼 = −𝑣𝛽
/√

𝑣2𝛽 + 𝜉2(𝑣2𝛽 + 𝑣2𝑧), (34)

𝑛𝛽 = 𝜉𝑛𝛼, (35)

𝑛𝑧 = (𝑣𝑧/𝑣𝛽)𝑛𝛽 . (36)

由本文对太阳帆航天器锥角和时钟角的定义,可

通过式 (34)∼ (36)对如图 1所示的太阳帆航天器最优

姿态控制角进行解算,有

𝜑 = arctan(𝑛𝛽/𝑛𝛼), (37)

𝜃 = arcsin𝑛𝑧. (38)

4 解解解析析析最最最优优优控控控制制制律律律

若设定太阳帆航天器在地球逃逸段仅受到太阳

引力摄动,则太阳帆航天器在地心日向旋转坐标系下

的摄动加速度为

Δ =

⎡⎢⎣ Δ𝛼

Δ𝛽

Δ𝑧

⎤⎥⎦ = 𝑆0𝑛
2
𝛼

⎡⎢⎣ 𝑛𝛼

𝑛𝛽

𝑛𝑧

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣ 𝑔𝑝

0

0

⎤⎥⎦ , (39)

其中 𝑔𝑝为太阳引力摄动.结合式 (39), 并由笛卡尔日

心直角坐标系到地心日向旋转坐标系的坐标转换矩

阵可得航天器速度矢量在地心日向旋转坐标系下的

速度分量为

𝑣𝛼 = cos𝜓(𝑡)𝑣𝑥 + sin𝜓(𝑡)𝑣𝑦, (40)

𝑣𝛽 = − sin𝜓(𝑡)𝑣𝑥 + cos𝜓(𝑡)𝑣𝑦. (41)

其中𝜓(𝑡)为黄经角, 即图 1中𝛼轴与𝑥轴的夹角, 随

地球绕太阳公转,有

𝜓(𝑡) = 𝜔𝑝𝑡+ 𝜓0, (42)

𝜔𝑝为地球公转角速度, 𝜓0为初始太阳黄经角.另外,

笛卡尔日心直角坐标与地心日向旋转坐标系的 𝑧轴

平行,因此速度矢量在两个坐标系下的分量相等均为

𝑣𝑧 .

作用在航天器上的推力在RTN轨道坐标系中的

投影𝐹𝑟, 𝐹𝑡, 𝐹𝑛的计算流程如下.

Step 1: 利用 𝑡时刻的航天器改进春分点轨道根

数 𝑝, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑘, 𝐿, 计算当前时刻航天器位置矢量和速

度矢量在笛卡尔日心直角坐标系下的分量;

Step 2: 由式 (40)和 (41)计算速度矢量在地心日

向旋转坐标系下的分量;

Step 3: 由式 (34)∼ (36)计算太阳帆法线方向单

位矢量在地心日向旋转坐标系下的分量;

Step 4: 由式 (39)计算太阳帆航天器所受摄动加

速度矢量在地心日向旋转坐标系下的分量;

Step 5: 利用地心日向旋转坐标系到笛卡尔日心

直角坐标系的转换矩阵计算摄动加速度矢量在笛卡

尔日心直角坐标系下的分量;

Step 6: 由笛卡尔日心直角坐标系到RTN轨道坐

标系的转换矩阵, 最终求得摄动加速度在RTN轨道

坐标系下的分量.

5 仿仿仿真真真分分分析析析

为了对上述太阳帆地心逃逸轨道解析最优控制

律的有效性和可行性进行验证,设定太阳帆航天器的

发射方案为利用运载火箭将其发射到GTO轨道, 并

从这个轨道出发逃逸出地球引力范围,进入日心转移

轨道.

GTO轨道相对近圆极地轨道而言, 轨道能量较

高, 且轨道倾角与逃逸点的轨道倾角相差较大,从此

轨道出发所需逃逸时间相对较短[17].

本文设定地球逃逸轨道的初始GTO轨道为近

地点高度 600 km、远地点高度 42 241 km的大椭圆轨

道[18],具体轨道参数如表 1所示. 仿真过程中对距离

进行正则化处理,即设定 1DU = 6378 km,选用的星

历为美国喷气推进实验室的 JPL DE 405星历,并采用

一种包含插值输出的变阶变步长的数值方法,生成太

阳帆航天器地球逃逸轨迹.

表 1 初始轨道根数

初始轨道根数 数值

初始半长轴/((DU) 3.858 4
初始偏心率 0.716 4
初始轨道倾角/(°) 28
初始升交点经度/(°) 30
初始近地点幅角/(°) 180
初始真近点角/(°) 180
初始黄经角/(°) 90

本文通过数值仿真分别给出了如图 2和图 3所

示的航天器地球逃逸轨道根数变化,包括轨道偏心率

和轨道近地点高度变化.由图 2可知, 在地球逃逸段,

航天器的轨迹从初始的椭圆轨道经抛物线轨道变成

最终的双曲线逃逸轨道,验证了本文选用改进春分点

轨道根数的合理性.由图 3可知, 逃逸轨道的近地点

高度逐渐增大,因此采用本文给出的解析最优控制律

可避免在逃逸过程中碰撞地球.另外, 图 4给出了太

阳帆航天器地球逃逸段的全程轨迹,图 5给出了一个

轨道周期内太阳帆航天器的姿态角变化曲线.由仿真

结果可知,在地心逃逸段初期,轨道周期较短,同时本

文所给出的解析最优控制律为了保证轨道能量变化

最快, 会引起航天器姿态较剧烈变化, 对姿态控制系

统要求较高, 因此, 在进行航天器自主在轨姿态控制
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系统设计时,需要对逃逸时间及姿态控制系统能力进

行折衷考虑.
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图 2 地球逃逸段轨道偏心率变化
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图 3 地球逃逸段轨道近地点高度变化
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图 4 地球逃逸段太阳帆航天器轨迹
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图 5 一个轨道周期内太阳帆姿态角变化

通过大量仿真发现, 对于发射轨道为GTO的太

阳帆航天器, 若考虑近地点轨道高度的约束条件 (大

于 600 km), 则地心逃逸段的飞行时间对初始发射轨

道的空间位置较为敏感 (如表 2所示),因此在设计航

天器地球逃逸轨道时, 需要根据逃逸时间要求对运

载火箭发射窗口进行选择. 表 2所示为特征速度为

0.45 mm/s2的太阳帆航天器 (GTO轨道倾角为 28∘,近

地点高度为 600 km)逃逸飞行时间与发射轨道空间位

置之间的关系,表 2中发射轨道与黄道面的夹角通过

初始升交点经度和轨道倾角计算得到.

表 2 发射轨道空间位置与地球逃逸时间的关系

升交点经度/(°) 与黄道面夹角/(°) 逃逸时间/d

0 4.56 209.5

30 13.64 197.4

60 25.38 213.3

90 35.89 193.6

120 44.21 238.0

150 49.58 250.4

180 51.43 244.6

6 结结结 论论论

本文通过解析最优控制律对太阳帆航天器地球

逃逸段轨道控制问题进行了研究.首先, 利用改进春

分点轨道根数建立航天器运动学方程; 然后, 给出了

使轨道能量变化速率最快的解析最优控制律推导过

程;最后,选择GTO轨道作为初始发射轨道对解析最

优控制律的可行性和有效性进行仿真验证,并得到了

以下结论.

1)在地球逃逸段,航天器的轨迹从初始的椭圆轨

道经抛物线轨道变成最终的双曲线逃逸轨道,需引入

改进春分点轨道根数描述航天器运动方程.

2)采用本文给出的解析控制率可避免航天器在

逃逸过程中碰撞地球.

3)在逃逸初期,航天器姿态角变化较剧烈, 因此

在进行航天器自主在轨姿态控制系统设计时,需对逃

逸时间及姿态控制系统能力进行折衷考虑.

4)对于发射轨道为GTO的太阳帆航天器, 若考

虑近地点轨道高度的约束条件,则地心逃逸段的飞行

时间对初始发射轨道的空间位置较为敏感.
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