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摘 要: 在无源跟踪中通常假设目标运动模型为离散白噪声加速度模型,此时状态协方差矩阵奇异,通用的后验克

拉美罗限 (PCRLB)求解方法失效. 另外,观测站位置误差可能对目标无源跟踪性能带来较大影响.对此,首先将状态

变量分成非奇异的位置和速度两部分;然后通过构造中间向量得到PCRLB的通用表达式,进而推导了观测站存在位

置误差时的 PCRLB;最后以多运动站只测角跟踪为例对 PCRLB进行了仿真分析,结果表明,所推导的 PCRLB计算

式可为算法设计提供理论指导.
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Abstract: The discrete white noise acceleration model is often adopted to describe the target’s motion model, while

the state covariance is singularity, which results in the inactivation of the commonly used method for the calculation of

posterior Cramér-rao lower bound(PCRLB). Besides, the observer position error may have great effect on the target tracking

performance. Therefore, firstly, the state vector is divided into a position part and a velocity part, which has nonsingularity

covariance respectively. Then, the common expression is got through constructing proper intermediate vectors and the

PCRLB in the presence of observer position error is derived. Finally, simulations and analysis are done with respect to the

multiple moving observers bearings-only passive tracking.
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0 引引引 言言言

在目标无源跟踪中观测方程是非线性的,需要通

过非线性滤波技术来实现目标跟踪. 以不敏卡尔曼滤

波 (UKF)[1]算法为代表的滤波算法大都是次优的[2],

对这些次优算法性能的评价需要一个理论上的最优

下界[3]. 实际中目标运动状态通常存在扰动,针对确

定性参数估计的克拉美罗限[4]已不适合对目标跟踪

性能进行评价,后验克拉美罗限 (PCRLB)[5]作为对随

机变量估计性能评价的指标,适用于对目标跟踪性能

的最优下界进行分析.

目标运动模型通常未知, 对其有多种建模方法,

如连续白噪声加速度 (CWNA)模型、离散白噪声加速

度 (DWNA)模型等[6]. 不同的模型对应的目标状态方

程各有特点, DWNA模型因其形式直观、易于理解,

在目标无源跟踪算法研究中得到了广泛应用[2,7-10].

通过后面的分析可知,该模型下过程噪声协方差矩阵

是奇异的,无法写出状态的条件概率密度函数. 在已

有的基于 PCRLB的目标跟踪性能评价中该问题被回

避了[11-12]: 文献 [11]采用CWNA模型;文献 [12]认为

位置和速度扰动来自不同的加速度扰动,从而得到了

非奇异的过程噪声协方差矩阵. 这些模型在跟踪算法

的研究中应用很少, 因此需要针对DWNA模型的特

点对其PCRLB进行分析.此外,在多运动站无源跟踪

中, 运动观测站位置通常含有测量误差, 目前尚未见

到相关文献对观测站位置误差条件下的 PCRLB进行

研究.
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本文对DWNA模型下的多运动站无源跟踪

PCRLB进行研究, 并考虑运动站存在位置误差的情

况. 首先将目标状态变量分为位置向量和速度向量,

它们都具有非奇异的噪声协方差矩阵;然后构造辅助

状态向量, 根据辅助状态向量 Fisher信息阵 (FIM)之

间的关系求得对当前时刻状态估计的PCRLB的通用

递推表达式,并针对运动观测站位置存在测量误差的

情况推导了相应的 PCRLB; 最后以多运动站只测角

跟踪为例对PCRLB进行了仿真分析.

1 目目目标标标系系系统统统方方方程程程

1.1 状状状态态态方方方程程程

假设目标运动模型为离散白噪声加速度模型,

令 I2表示 2维单位矩阵, 𝑇𝑠为观测间隔,加速度扰动

标准差分别为 𝑞𝑥和 𝑞𝑦,则目标状态方程可表示为

X𝒌 = ΦX𝒌−1 + Gw𝒌−1, (1)

其中: X𝑘 = [𝑥𝑘 𝑦𝑘 𝑣𝑥𝑘 𝑣𝑦𝑘]
T为 𝑘时刻目标状态向

量; Φ =

[
I2 𝑇𝑠I2

02×2 I2

]
为状态转移矩阵; w𝑘−1为零

均值加速度扰动噪声, 其协方差为Q𝑎 =

[
𝑞2𝑥

𝑞2𝑦

]
;

G =

[
0.5𝑇 2

𝑠 I2
𝑇𝑠I2

]
为状态噪声转移矩阵.

注意,过程噪声协方差矩阵为Q = GQ𝑎GT,计算

可得 det(Q) = 0, 所以噪声协方差矩阵Q奇异, 而一

步状态转移概率密度函数 𝑝(X𝑘∣X𝑘−1)要求Q正定,因

此PCRLB的通用求解方法失效. 通用求解方法详见

文献 [5, 11-12],此处不再赘述.

由于位置分量噪声协方差矩阵Q𝑝 =
𝑇 4
𝑠

4
Q𝑎, 速

度分量噪声协方差矩阵Q𝑣 = 𝑇 2
𝑠 Q𝑎, 只要 𝑞𝑥和 𝑞𝑦不

为零,他们都是正定的. 后面将利用状态分量噪声协

方差矩阵的正定性来推导PCRLB.

1.2 量量量测测测方方方程程程

本文考虑多运动站无源跟踪,观测站为飞机,利

用的观测量为角度. 假设有𝑁架飞机 (𝑁 ⩾ 2), 记 𝑘

时刻第 𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)架飞机的真实位置坐标为

(𝑥̄𝑘
𝑠,𝑖, 𝑦

𝑘
𝑠,𝑖), 测量位置坐标为 (𝑥𝑘

𝑠,𝑖, 𝑦
𝑘
𝑠,𝑖), 飞机导航设

备对自身位置的定位误差分别为Δ𝑥𝑘
𝑖 和Δ𝑦𝑘𝑖 , 方差

分别为𝜎2
𝑥𝑖和𝜎2

𝑦𝑖. 记 𝑘时刻载机的真实位置向量为

X𝑠
𝑘 = [𝑥̄𝑘

𝑠,1, 𝑦
𝑘
𝑠,1, 𝑥̄

𝑘
𝑠,2, 𝑦

𝑘
𝑠,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̄𝑘

𝑠,𝑁 , 𝑦𝑘𝑠,𝑁 ]T, 假设 𝑘时

刻第 𝑖架飞机测得目标相对于 𝑦轴的方位角为𝛽𝑘
𝑖 ,则

𝛽𝑘
𝑖 = ℎ𝑖(X𝑘,X𝑠

𝑘) + Δ𝛽𝑘
𝑖 , (2)

ℎ𝑖(X𝑘,X𝑠
𝑘) = arctan

𝑥𝑘 − 𝑥̄𝑘
𝑠,𝑖

𝑦𝑘 − 𝑦𝑘𝑠,𝑖
. (3)

其中: ℎ𝑖(X𝑘,X𝑠
𝑘)表示真实方位角与目标状态及观测

站位置向量的非线性关系; Δ𝛽𝑘
𝑖 为服从零均值高斯分

布的方位角测量噪声,其方差为𝜎2
𝛽𝑖

.

𝑘时刻𝑁架飞机的观测量的向量形式为

Z𝑘 = ℎ(X𝑘,X𝑠
𝑘) + v𝑘. (4)

其中: Z𝑘为𝑁个观测站角度组成的列向量, v𝑘为对应
的测量噪声列向量, ℎ(X𝑘,X𝑠

𝑘)为各个观测量关于目标

状态向量和观测站位置向量的非线性函数向量. 测量

噪声 v𝑘为零均值高斯白噪声向量且与w𝑘互不相关,

其协方差矩阵记为R, 则R为对角阵, 其对角元素为

与Z𝑘对应观测量的测量误差方差.

2 多多多机机机无无无源源源跟跟跟踪踪踪PCRLB计计计算算算及及及分分分析析析
2.1 Q奇奇奇异异异时时时的的的PCRLB的的的通通通用用用递递递推推推式式式

将状态向量分为两部分, 并保证每一部分对

应的协方差矩阵是非奇异的, 将划分后的状态向

量记为X𝑘 =

[
X(1)
𝑘

X(2)
𝑘

]
. 其中: 目标位置向量X(1)

𝑘 =

[𝑥𝑘, 𝑦𝑘]
T,目标速度向量X(2)

𝑘 = [𝑣𝑥𝑘, 𝑣𝑦𝑘]
T. 由目标状

态方程可得状态分量的如下关系式:

X(1)
𝑘 = X(1)

𝑘−1 + 𝑇𝑠X(2)
𝑘−1 +

𝑇 2
𝑠

2
w𝑘−1, (5)

X(2)
𝑘 = X(2)

𝑘−1 + 𝑇𝑠w𝑘−1. (6)

将式 (5)代入 (6),可得 𝑘时刻速度向量的另一种

表达形式

X(2)
𝑘 = − 2

𝑇𝑠
X(1)
𝑘−1 − X(2)

𝑘−1 +
2

𝑇𝑠
X(1)
𝑘 . (7)

记直到 𝑘时刻目标的位置向量集合为X(1)
1:𝑘 =

[ X(1)T
1 , X(1)T

2 , ⋅ ⋅ ⋅ , X(1)T
𝑘

]T. 考虑状态向量 [X(1)T
1:𝑘−2,

X(1)T
𝑘−1 , X(2)T

𝑘−1 ]
T,记其 𝑘时刻的FIM为 JX(1)

1:𝑘−2,X
(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

,

并定义其前一时刻的联合概率密度为

𝑝𝑘−1 = 𝑝(X(1)
1:𝑘−2,X(1)

𝑘−1,X(2)
𝑘−1,Z1:𝑘−1), (8)

其中Z1:𝑘−1为直到 𝑘−1时刻的观测量集合,则由 FIM

的定义[5]可得

JX(1)
1:𝑘−2,X

(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

=⎡⎢⎢⎢⎣
JX(1)

1:𝑘−2,X
(1)
1:𝑘−2

JX(1)
1:𝑘−2,X

(1)
𝑘−1

JX(1)
1:𝑘−2,X

(2)
𝑘−1

JX(1)
𝑘−1,X

(1)
1:𝑘−2

JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘−1

JX(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

JX(2)
𝑘−1,X

(1)
1:𝑘−2

JX(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘−1

JX(2)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

⎤⎥⎥⎥⎦ . (9)

按矩阵元素编号方式记 JX(1)
1:𝑘−2,X

(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

的 9个

子块为 J ′
𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3). 式 (9)中的细实线表示对其

子块进一步分块.

对 𝑘 − 1时 刻 状 态 估 计 的 FIM JX𝑘−1,X𝑘−1
为

J−1

X(1)
1:𝑘−2,X

(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

右下角分块矩阵的逆,记为

JX𝑘−1,X𝑘−1
=

[
J11
𝑘−1 J12

𝑘−1

J21
𝑘−1 J22

𝑘−1

]
. (10)

JX𝑘−1,X𝑘−1
中相应分块矩阵的表达式将在后面的推导

中给予说明.
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为了得到对 𝑘时刻状态X𝑘 FIM的递推形式, 考

虑辅助向量 [X(1)T
1:𝑘−2,X

(1)T
𝑘−1 ,X

(2)T
𝑘−1 ,X(1)T

𝑘 ]T,该辅助变量

的联合概率密度可表示为 𝑝(X(1)
1:𝑘−2,X(1)

𝑘−1,X(2)
𝑘−1,X(1)

𝑘 ,

Z1:𝑘). 应用链式法则和系统方程的马尔科夫性可得

辅助变量联合概率密度为 𝑝𝑘−1𝑝𝑘, 其中 𝑝𝑘 = 𝑝(X(1)
𝑘 ∣

X𝑘−1)𝑝(Z𝑘∣X(1)
𝑘 ).

由前述可知, 𝑝𝑘−1与X(1)
𝑘 无关,对其求梯度为零;

𝑝𝑘与X(1)
1:𝑘−2无关, 对其求梯度也为零. 定义 J𝒀,Z =

𝐸{−ΔZ
𝒀 ln 𝑝𝑘−1𝑝𝑘} (𝒀 , Z为列向量),于是可求得

JX(1)
1:𝑘−2,X

(1)
1:𝑘−2

= J ′
11, JX(1)

1:𝑘−2,X
(1)
𝑘−1

= J ′
12; (11)

JX(1)
1:𝑘−2,X

(2)
𝑘−1

= J ′
13, JX(1)

1:𝑘−2,X
(1)
𝑘

= 0; (12)

JX(1)
𝑘−1,X

(1)
1:𝑘−2

= J ′
21, JX(1)

𝑘−1,X
(1)
𝑘−1

= J ′
22 + H11

𝑘 ; (13)

JX(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

= J ′
23 + H12

𝑘 , JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

= H13
𝑘 ; (14)

JX(2)
𝑘−1,X

(1)
1:𝑘−2

= J ′
31, JX(2)

𝑘−1,X
(1)
𝑘−1

= J ′
32 + H21

𝑘 ; (15)

JX(2)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1

= J ′
33 + H22

𝑘 , JX(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

= H23
𝑘 ; (16)

JX(1)
𝑘 ,X(1)

1:𝑘−2

= 0, JX(1)
𝑘 ,X(1)

𝑘−1

= H31
𝑘 ; (17)

JX(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘−1

= H32
𝑘 , JX(1)

𝑘 ,X(1)
𝑘

= H33
𝑘 . (18)

其中

H11
𝑘 = 𝐸

{−Δ
X(1)
𝑘−1

X(1)
𝑘−1

ln 𝑝𝑘
}
, H12

𝑘 = 𝐸
{−Δ

X(2)
𝑘−1

X(1)
𝑘−1

ln 𝑝𝑘
}
,

H13
𝑘 = 𝐸

{−Δ
X(1)
𝑘

X(1)
𝑘−1

ln 𝑝𝑘
}
, H22

𝑘 = 𝐸
{−Δ

X(2)
𝑘−1

X(2)
𝑘−1

ln 𝑝𝑘
}
,

H23
𝑘 = 𝐸

{−Δ
X(1)
𝑘

X(2)
𝑘−1

ln 𝑝𝑘
}
, H33

𝑘 = 𝐸
{−Δ

X(1)
𝑘

X(1)
𝑘

ln 𝑝𝑘
}
,

H21
𝑘 = {H12

𝑘 }T, H31
𝑘 = {H13

𝑘 }T, H32
𝑘 = {H23

𝑘 }T.
对式 (9)应用分块矩阵求逆公式[13], 可得 JX𝑘−1,X𝑘−1

与各子块 J ′
𝑖𝑗的关系为

JX𝑘−1,X𝑘−1
=[

J ′
22 − J ′

21J ′−1
11 J ′

12 J ′
23 − J ′

21J ′−1
11 J ′

13

J ′
32 − J ′

31J ′−1
11 J ′

12 J ′
33 − J ′

31J ′−1
11 J ′

13

]
. (19)

对比式 (10)和 (19), 可得 J𝑖𝑗
𝑘−1(𝑖, 𝑗 = 1, 2)和 J ′

𝑖𝑗

(𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3)的关系式.

由式 (11)∼ (18)可以得到对辅助状态向量估计

的FIM的表达式为

JX(1)
1:𝑘−2,X

(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

=⎡⎢⎢⎢⎢⎣
J ′
11 J ′

12 J ′
13 0

J ′
21 J ′

22 + H11
𝑘 J ′

23 + H12
𝑘 H13

𝑘

J ′
31 J ′

32 + H21
𝑘 J ′

33 + H22
𝑘 H23

𝑘

0 H31
𝑘 H32

𝑘 H33
𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (20)

因此,辅助状态向量 FIM的信息子矩阵 JX(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

是 J−1

X(1)
1:𝑘−2,X

(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

右下角子矩阵的逆. 应用矩阵

求逆定理及式 (10)和 (19)所示关系,可得

JX(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

=⎡⎢⎣ J11
𝑘−1 + H11

𝑘 J12
𝑘−1 + H12

𝑘 H13
𝑘

J21
𝑘−1 + H12

𝑘 J22
𝑘−1 + H22

𝑘 H23
𝑘

H31
𝑘 H32

𝑘 H33
𝑘

⎤⎥⎦ .
(21)

式 (21)建立了JX(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

和 JX𝑘−1,X𝑘−1
的联系.

为了得到 JX𝑘,X𝑘
和 JX𝑘−1,X𝑘−1

的递推表达式, 定义新

的辅助向量 [ X(1)T
1:𝑘−2, X(1)T

𝑘−1 , X(1)T
𝑘 , X(2)T

𝑘
]T,则由状

态分量的系统方程可得其与前一个辅助状态向量具

有以下关系:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
X(1)
1:𝑘−2

X(1)
𝑘−1

X(1)
𝑘

X(2)
𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

[
I2(𝑘−2)

F

]⎡⎢⎢⎢⎢⎣
X(1)
1:𝑘−2

X(1)
𝑘−1

X(2)
𝑘−1

X(1)
𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (22)

其中

F =

⎡⎢⎢⎣
I2 0 0

0 0 I2

− 2

𝑇𝑠
I2 −I2

2

𝑇𝑠
I2

⎤⎥⎥⎦ ,

F是可逆的. 于是对 [ X(1)T
𝑘−1 , X(1)T

𝑘 , X(2)T
𝑘

]T估计的

FIM可以表示为 [5]

JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘

= F−TJX(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

F−1. (23)

由 FIM的定义, JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘

可写为如下分块矩

阵的形式:

JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘

=⎡⎢⎢⎢⎣
JX(1)

𝑘−1,X
(1)
𝑘−1

JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

JX(1)
𝑘−1,X

(2)
𝑘

JX(1)
𝑘 ,X(1)

𝑘−1

JX(1)
𝑘 ,X(1)

𝑘

JX(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘

JX(2)
𝑘 ,X(1)

𝑘−1

JX(2)
𝑘 ,X(1)

𝑘

JX(2)
𝑘 ,X(2)

𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦ , (24)

JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘

的各子块可由式 (23)得到. 于是再次利

用分块矩阵求逆公式, 可得对当前时刻状态X𝑘估计

的 FIM JX𝑘,X𝑘
的表达式为

JX𝑘,X𝑘
=

⎡⎣ JX(1)
𝑘 ,X(1)

𝑘

JX(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘

JX(2)
𝑘 ,X(1)

𝑘

JX(2)
𝑘 ,X(2)

𝑘

⎤⎦−
⎡⎣ JX(1)

𝑘 ,X(1)
𝑘−1

JX(2)
𝑘 ,X(1)

𝑘−1

⎤⎦×

J−1

X(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘−1

[JX(1)
𝑘 ,X(1)

𝑘−1

JX(2)
𝑘 ,X(1)

𝑘−1

]. (25)

JX𝑘,X𝑘
通过式 (20)∼ (25)与 JX𝑘−1,X𝑘−1

和H𝑖𝑗
𝑘 (𝑖, 𝑗 = 1,

2, 3)建立了联系, H𝑖𝑗
𝑘 可以求解,于是得到了 JX𝑘,X𝑘

计

算的递推式. 对当前时刻状态X𝑘估计的 PCRLB为

PCRLB(X𝑘) = J−1
X𝑘,X𝑘

.

下面给出过程噪声误差协方差矩阵奇异时的

PCRLB计算步骤.

1) 按如下方式初始化 JX0,X0
: 无先验信息时,

JX0,X0
= 0;有先验信息时 JX0,X0

= P−1
0 ,其中P0为对

初始状态估计的协方差矩阵.

2) 计算H𝑖𝑗
𝑘 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3), 结合前一时刻

JX𝑘−1,X𝑘−1
计算 JX(1)

𝑘−1,X
(2)
𝑘−1,X

(1)
𝑘

.
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3)由式 (23)计算 JX(1)
𝑘−1,X

(1)
𝑘 ,X(2)

𝑘

.

4) 由式 (25)得到对 𝑘时刻状态估计的 FIM

JX𝑘,X𝑘
, 进而得到对各状态分量估计的 PCRLB. 𝑘 →

𝑘 + 1,重复 2)∼ 4)的过程.

2.2 多多多运运运动动动站站站无无无源源源跟跟跟踪踪踪PCRLB计计计算算算

由前面推导可知,要得到 JX𝑘,X𝑘
,关键是求出H𝑖𝑗

𝑘

(𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3),下面利用前述目标系统方程进行求解.

由目标状态分量的系统方程可得

𝑝(X(1)
𝑘 ∣X𝑘−1)=

1

2π
√

det(Q𝑝)
exp

{
− 1

2
XT
𝑝 (Q𝑝)

−1X𝑝

}
,

(26)

其中X𝑝 = X(1)
𝑘 − X(1)

𝑘−1 − 𝑇𝑠X(2)
𝑘−1.

根据前面得出的表达式计算可得

H11
𝑘 = Q−1

𝑝 , H12
𝑘 = 𝑇𝑠Q−1

𝑝 , H13
𝑘 = −Q−1

𝑝 ,

H22
𝑘 = 𝑇 2

𝑠 Q−1
𝑝 , H23

𝑘 = −𝑇𝑠Q−1
𝑝 ,

H33
𝑘 = Q−1

𝑝 + 𝐸
[−Δ

X(1)
𝑘

X(1)
𝑘

ln 𝑝(Z𝑘∣X(1)
𝑘 )

]
.

载机位置精确已知时, 𝑁架飞机测得观测量的后

验概率密度函数为

𝑝(Z𝑘∣X(1)
𝑘 )=

1

(2π)
𝑁
2

√
det(R)

exp
{
− 1

2
ΔZT

𝑘 R−1ΔZ𝑘

}
,

(27)

其中ΔZ𝑘 = Z𝑘 − ℎ(X(1)
𝑘 ,X𝑠

𝑘). 于是可求得

H33
𝑘 = Q−1

𝑝 + 𝐸
[−Δ

X(1)
𝑘

X(1)
𝑘

ln 𝑝(Z𝑘∣X(1)
𝑘 )

]
=

Q−1
𝑝 + 𝐸

[
ℎT

X(1)
𝑘

R−1ℎX(1)
𝑘

]
. (28)

其中ℎX(1)
𝑘

= (∇ℎT(X(1)
𝑘 ,X𝑠

𝑘))
T为观测量的雅克比矩

阵,易于求得,此处不给出具体表达式.

当载机存在位置误差时, 将ℎ(X𝑘,X𝑠
𝑘)在载机测

量值 X̂
𝑠

𝑘处展开,可得

ℎ(X𝑘,X𝑠
𝑘) ≈ ℎ(X𝑘, X̂

𝑠

𝑘) + ℎx𝑠
𝑘
dx𝑠

𝑘 + ℎy𝑠𝑘dy𝑠𝑘. (29)

其中

ℎx𝑠
𝑘
= (∇x𝑠

𝑘
ℎT(X(1)

𝑘 ,X𝑠
𝑘))

T∣x𝑠𝑘=x̂𝑠
𝑘
,

ℎy𝑠𝑘 = (∇y𝑠𝑘ℎ
T(X(1)

𝑘 ,X𝑠
𝑘))

T∣y𝑠𝑘=ŷ𝑠𝑘 ,

x𝑠
𝑘为X𝑠

𝑘中𝑁架飞机𝑥轴位置分量组成的向量, x̂𝑠
𝑘为

代入测量位置后的 x𝑠
𝑘, dx𝑠

𝑘为真实值和测量值之间的

误差, y𝑠𝑘、̂y𝑠𝑘和 dy𝑠𝑘对应于 𝑦轴位置分量的情况.

可见, 位置误差在观测量里引入了新的误差项,

将等效测量误差记为 v ′
𝑘,并将其近似为零均值高斯白

噪声,其协方差为

R′ = 𝐸[v ′
𝑘(v ′

𝑘)
T] = ℎx𝑠𝑘Rxℎ

T
x𝑠𝑘

+ ℎy𝑠𝑘Ryℎ
T
y𝑠𝑘

+ R. (30)

其中: Rx为 𝑘时刻𝑁架飞机𝑥轴位置测量误差协

方差矩阵且Rx = diag{𝜎2
𝑥1
, 𝜎2

𝑥2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜎2

𝑥𝑁
}, Ry为 𝑘时

刻𝑁架飞机 𝑦轴位置测量误差协方差矩阵且Ry =

diag{𝜎2
𝑦1
, 𝜎2

𝑦2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜎2

𝑦𝑁
}.

H33
𝑘 的求解步骤与式 (27)和 (28)相同.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

考虑 2个运动观测站的情况. 初始状态分别为

(0, 0, 0, 300 m/s)和 (15 km, 0, 0, 300 m/s), 观测时间间

隔𝑇𝑠 = 1 s, 观测站的测角误差标准差为𝜎𝛽1 = 𝜎𝛽2

= 0.5o. 考虑两种目标初始状态 (10 km, 20 km,−20

m/s,−10 m/s)和 (100 km, 200 km, −20 m/s, −10 m/s),

对应近距离目标和远距离目标的情况,加速度扰动标

准差 𝑞𝑥 = 𝑞𝑦 = 1m/s2. 初始 FIM JX0,X0
= 0,求解H33

𝑘

时蒙特卡罗实验次数为 500次.

定义目标位置误差 PCRLB为 10 lg(Er) (单位:

dB),其中Er =
√

PCRLB(1, 1) + PCRLB(2, 2) (单位:

km). 取第 50 s时的目标位置误差 PCRLB进行比较.

仿真结果如图 1和图 2所示.
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图 1 PCRLB随观测站位置误差变化示意图

图 1对应于目标位置误差 PCRLB随载机位置测

量误差标准差变化的情况, 位置标准差变化范围为

1∼ 1 001 m. 从图 1可以看出,对于近距离目标,随着

观测站位置误差标准差变大, 目标位置误差 PCRLB

一直呈增大趋势, 在大约 50 m后目标位置误差

PCRLB变大趋势明显. 而对于远距离目标,标准误差

在 100 m以内时,目标位置误差 PCRLB对载机位置误

差变化不敏感,此后,位置误差PCRLB变大趋势明显.

图 2对应于目标位置误差 PCRLB随载机测角误

差标准差变化的情况,测角标准差变化范围为 0.5o ∼
5o, 为了更清楚表明变化趋势, 远距离目标情况下载

机位置误差选取了较大值 1 000 m. 从图 2可以看出,

随着测角误差标准差增大, 目标位置误差 PCRLB趋
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图 2 PCRLB随测角误差变化示意图

于对载机位置误差变化不敏感,远距离目标时这种趋

势更加明显.

可见,对只测角跟踪而言,当测角精度较高时,对

近距离目标跟踪 PCRLB进行评价时需要考虑载机位

置误差的影响,对远距离目标则需要根据载机位置误

差的大小来选择是否考虑载机位置误差的影响.此外,

当测角误差足够大时,对近距离目标和远距离目标跟

踪PCRLB进行评价时都无需考虑载机位置误差的影

响.

下面以跟踪远距离目标为例给出利用PCRLB来

评估多运动站无源跟踪算法性能的示意图, 仿真结

果如图 3所示. 跟踪算法采用文献 [7]的迭代UKF

(IUKF)算法, 跟踪结果取 500次蒙特卡罗实验次的

统计平均. 载机位置误差为 100 m,观测时间为 200 s,

IUKF参数设置为:比例因子 𝜂 = 1,最大迭代次数为 6

次. 其余参数设置与前面相同.
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图 3 算法性能评价示意图

如图 3所示, IUKF算法在合理的初始化条件下

能够逼近PCRLB,但其性能仍有改进空间.

4 结结结 论论论

本文对位置误差条件下的多运动站无源跟踪

PCRLB进行研究, 得到了状态协方差矩阵奇异时的

PCRLB的通用递推式, 并推导了观测站位置误差情

况下PCRLB计算的具体表达式.仿真分析表明,对于

只测角跟踪而言, 在测角精度较高时, 载机位置误差

对近距离目标跟踪 PCRLB的影响较大, 对远距离目

标跟踪 PCRLB的影响在一定范围内较小. 测角误差

较大时一般无需考虑载机位置误差对PCRLB的影

响. 所推导的 PCRLB计算式同样适于对时差跟踪及

频差跟踪等体制进行跟踪性能评价,从而为算法设计

提供了理论指导.
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