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摘 要: 研究一类具有时滞的非线性飞行模型的稳定性和分支问题.首先考虑数据测量的时间延迟,给出了含时滞

的大迎角纵向多项式飞行模型;然后应用泛函微分方程Hopf分支理论和中心流形等非线性方法给出了该模型稳定

性和分支的解析分析,得到了由时滞引起的Hopf分支存在条件、分支点计算公式以及分支周期解的稳定性判别准

则;最后利用所得结论进行了飞行实例分析,分析结果表明,数据测量延时可能会引起飞行稳定性的改变,而且延时

超过一定临界值时将产生Hopf分支,出现纵向周期振荡,其结论具有实际参考意义.
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Abstract：：：The stability and bifurcations of a nonlinear flight system with time delay are investigated. Firstly, considering

the time delay in measurement of angle of attack, a polynomial differential system with time delay for aircraft longitudinal

motion is suggested. Then by applying Hopf bifurcation and center manifold theories of functional differential equations, the

stability and bifurcations of the time-delayed system are studied analytically, and existence conditions for Hopf bifurcations

as well as formulas for calculating bifurcation points and stability of the bifurcation limit cycle are derived. Finally, the

theoretical conclusions are applied to analyze a practical example of high angle-of-attack flight. The results show that the

delay in the measurement of angle of attack can cause instability, moreover, the Hopf bifurcation occurs and the periodic

oscillation of longitudinal direction arises when the measurement delay exceeds the critical value. The conclusion has the

reference significance in practice.
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0 引引引 言言言

为了获得更好的空战性能,现代飞行器常常处于

大迎角飞行状态.与小迎角飞行不同,由于气动力的

非线性、非定常等特性,飞行器在大迎角区域的运动

是一个复杂的非线性动力系统,常出现机翼摇滚、尾

旋和滚转等特殊非线性现象.这些特殊现象往往与非

线性动力系统的临界状态、分支和突变等奇异性密切

相关.如机翼摇晃常常对应动力系统的极限环和Hopf

分支[1-2],深失速与系统的平衡点分支、突变等有直接

关系[3-4], 尾旋与平衡点分支或极限环分支有关[3-5].

近年来,利用分支分析理论研究非线性动力学特性及

控制已受到飞行力学界的广泛关注[2-6].

由于仪器设备和人为因素,数据测量以及控制操

作过程一般都存在时间延迟. 在测量迎角、侧滑角等

飞行参数时,目前广泛采用的大气数据传感系统ADS

(FADS)大都存在传感器时间延迟[7-8].文献 [8]指出,

在高空环境下传感器的气路延时很大, 可达 0.4 s以

上, 导致 FADS无法正常工作. 此外, 数据采集器、控

制系统中上下行信号传输等也含有时间延迟. 以上

诸多因素使得实际飞控系统不可避免地具有一定的
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时间滞后性.在过去的处理中,人们常常忽略时滞,但

随着对系统动力学行为的要求越来越精确化,必须考

虑时滞对系统的影响.已有结果表明, 即使是很小的

时滞也可能导致系统复杂的动力学特性, 造成失稳

和分支现象的产生[9-12].近年来, 具有时滞的非线性

问题已引起飞行力学研究者的关注.文献 [11]讨论了

滞后区间飞机运动系统的鲁棒稳定性问题,给出了时

滞系统稳定条件.文献 [12]研究了具有通讯时滞的垂

直起降无人机编队控制问题, 针对 3种控制方案, 利

用Lyapunov-Krasovskii函数分析了时滞闭环系统的

稳定性. 时滞不仅影响系统稳定性,而且产生了丰富

的分支现象[9-10,13], 特别是时滞可能引发Hopf分支,

出现分支周期解,在非线性飞行系统中造成机翼摇晃

或俯仰振荡等现象.

本文在考虑数据测量时间延迟的基础上,给出了

具有时滞的纵向多项式飞行方程;根据泛函微分方程

Hopf分支定理、中心流形和规范型理论,利用解析方

法讨论了该类时滞系统的稳定性和分支问题;在此基

础上分析了时滞对飞行器飞行性态的影响.

1 时时时滞滞滞非非非线线线性性性纵纵纵向向向飞飞飞行行行模模模型型型

文献 [6]通过分析飞行器纵向运动,给出了如下

大迎角情况下气动力、力矩多项式逼近的微分方程表

达式:

𝛼̈ = 𝑓(𝛼, 𝛽)𝛼̇+ 𝑔(𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑟). (1)

其中⎧⎨⎩

𝑓(𝛼, 𝛽) =

𝑀𝑧𝑞 + (1 + 𝐶𝑧𝑞)𝑀𝑧𝛼̇ +

𝑛𝛼∑
𝑘=1

𝑘𝐶𝑘
𝑧𝛼𝛼

𝑘−1 + 𝐶𝑧𝛼𝛽𝛽,

𝑔(𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑟) =

−𝑀𝑧𝑞

( 𝑛𝛼∑
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑧𝛼𝛼

𝑘 + 𝐶𝑧𝛼𝛽𝛼𝛽
)
+

(1 + 𝐶𝑧𝑞)
( 𝑛𝑞∑

𝑘=1

𝑀𝑘
𝑧𝛼𝛼

𝑘 +
d𝑓𝑞(𝑝, 𝑟)

d𝑡

)
+ 𝑏,

𝑏 = −𝑀𝑧𝑞(𝐶𝑧0 + 𝐶𝑧𝛿𝑒𝛿𝑒 + 𝐶𝑧𝛿𝑐𝛿𝑐) + 𝐶𝑧𝛿𝑐𝛿̇𝑐+

(1 + 𝐶𝑧𝑞)(𝑀𝑧0 +𝑀𝑧𝛿𝑒𝛿𝑒 +𝑀𝑧𝛿𝑐𝛿𝑐) + 𝐶𝑧𝛿𝑒 𝛿̇𝑒.

(2)

这里: 𝜑、𝜗和𝜓分别为滚转角、俯仰角和偏航角; 𝑝、𝑞

和 𝑟分别为对应的角速率; 𝛼和 𝛽为迎角和侧滑角; 𝛿𝑒
为升降舵偏角, 𝛿𝑐为鸭翼偏角; 𝐶𝑧∗和𝐶𝑘

𝑧𝛼为法向气动

力系数, 𝑀𝑧∗和𝑀𝑘
𝑧𝛼为俯仰力矩系数,这些系数在给

定高度、马赫数时为常数.

在实际飞行研究中,模型 (1)和 (2)中的系数常由

飞行试 (实)验数据及模型辨识方法得到,测量数据一

般都含有时间延迟. 迎角是重要的飞行参数,目前主

要采用ADS (FADS)测量,由于传感器延迟,迎角测量

数据含有一定延时. 𝛼̇和 𝛼̈数据不是由测量直接得到

的,可不考虑其测量延时. 此外,由于飞行试验中试飞

员具有丰富的纵向飞行经验,纵向模型辨识程序往往

自动剔除了横侧向参数[6]. 综上, 考虑迎角𝛼的测量

延时, 并设 𝑓和 𝑔是𝛼的多项式函数, 则式 (1)可改写

为如下时滞飞行方程：

𝛼̈ = 𝑓(𝛼(𝑡− 𝜏))𝛼̇+ 𝑔(𝛼(𝑡− 𝜏)), (3)

其中 𝜏 ⩾ 0为迎角测量时滞. 令𝑥 = 𝛼, 𝑦 = 𝛼̇,方程 (3)

可写为 {
𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = 𝑓(𝑥(𝑡− 𝜏))𝑦 + 𝑔(𝑥(𝑡− 𝜏)),
(4)

其中 𝑓(𝑥)𝑦 + 𝑔(𝑥)为𝑥和 𝑦的多项式函数.将平衡点

移到原点,形如式 (4)的时滞三次多项式微分方程为⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = (𝑎2𝑥
2(𝑡− 𝜏) + 𝑎1𝑥(𝑡− 𝜏) + 𝑎0)𝑦+

(𝑏2𝑥
2(𝑡− 𝜏) + 𝑏1𝑥(𝑡− 𝜏) + 𝑏0)𝑥(𝑡− 𝜏),

(5)

其中 𝑎𝑖和 𝑏𝑖(𝑖 = 0, 1, 2)为系数, 与舵偏角 𝛿𝑒、法向气

动力系数𝐶𝑧∗、𝐶𝑘
𝑧𝛼及俯仰力矩系数𝑀𝑧∗、𝑀𝑘

𝑧𝛼等有

关.

时滞对系统的动力学性态有重要影响,会引起稳

定性的改变和分支的产生. 下面利用非线性时滞微分

方程的相关理论及方法讨论系统 (5)的稳定性和分支

问题.

2 稳稳稳定定定性性性和和和分分分支支支理理理论论论分分分析析析

利用坐标变换可将三次项系数化为 𝑎2=−1, 𝑏2=

±1.这里主要讨论 𝑎2 =−1、𝑏2 = 1的情形, 𝑎2 =−1、

𝑏2 =−1时的分析方法相同. 设 𝑎2 =−1, 𝑏2 = 1, 式 (5)

可写为⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = (−𝑥2(𝑡− 𝜏) + 𝑎1𝑥(𝑡− 𝜏) + 𝑎0)𝑦+

(𝑥2(𝑡− 𝜏) + 𝑏1𝑥(𝑡− 𝜏) + 𝑏0)𝑥(𝑡− 𝜏).

(6)

令

𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 𝑎1𝑥+ 𝑎0, 𝑔(𝑥) = (𝑥2 + 𝑏1𝑥+ 𝑏0)𝑥,

(7)

则由平衡点方程可知,当 𝑏0 < 𝑏21/4时,式 (6)有 3个平

衡点 (0, 0)和 (𝑥∗1,2, 0), 且平衡点 (𝑥∗1,2, 0)为不稳定鞍

点. 这里仅讨论 𝑏0 > 𝑏21/4和 𝑏0 < 0时系统 (6)在原点

(0, 0)处的稳定性和Hopf分支问题.

2.1 平平平衡衡衡点点点稳稳稳定定定性性性和和和Hopf分分分支支支存存存在在在性性性

设 𝑏0 > 𝑏
2
1/4或 𝑏0 < 0, 在平衡点 (0, 0)处式 (6)的

线性化系统特征方程为

𝜆2 − 𝑎0𝜆− 𝑏0e
−𝜆𝜏 = 0. (8)

将𝜆 = ±i𝜔 (𝜔 > 0)代入式 (8),并分离实部和虚部,得{
𝜔2 + 𝑏0 cos(𝜔𝜏) = 0,

−𝑎0𝜔 + 𝑏0 sin(𝜔𝜏) = 0.
(9)

求解方程 (9), 可知特征方程 (8)在 𝜏 = 𝜏𝑛(𝑛 = 0, 1,
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2, ⋅ ⋅ ⋅ )时有一对简单纯虚根±i𝜔0,其中

𝜔0 =

√
(−𝑎20 +

√
𝑎40 + 4𝑏20)/2,

𝜏𝑛 = (arcsin(𝑎0𝜔0/𝑏0) + 2𝑛π)/𝜔0. (10)

设𝜆(𝜏)=𝛼(𝜏)±i𝜔(𝜏)是式 (8)的特征根,且满足𝛼(𝜏𝑛)

= 0, 𝜔(𝜏𝑛) = 𝜔0.将𝜆(𝜏) = 𝛼(𝜏)±i𝜔(𝜏)代入式 (8),分

离实部和虚部可得{
−𝑎0𝛼+ 𝛼2 − 𝜔2 = 𝑏0e

−𝛼𝜏 cos(𝜔𝜏),

𝑎0𝜔 − 2𝛼𝜔 = 𝑏0e
−𝛼𝜏 sin(𝜔𝜏).

(11)

对方程 (11)在 𝜏 = 𝜏𝑛处求导,并求解含导数方程,得
d𝛼

d𝜏
=

𝜔2
0(2𝜔

2
0 + 𝑎20)

(𝑎0 − 𝜏𝑛𝜔2
0)

2 + 4𝜔2
0 + 𝜏2𝑛𝜔

2
0𝑎

2
0

> 0. (12)

引引引理理理 1 [9] 设函数 𝑓(𝜆, 𝜏) = 𝜆𝑛 + 𝑔(𝜆, 𝜏), 其中

𝑔(𝜆, 𝜏)是解析函数,且满足

lim sup
Re(𝜆)>0,𝜆→∞

∣∣∣𝑔(𝜆, 𝜏)
𝜆𝑛

∣∣∣ < 1,

则当 𝜏变化时,方程 𝑓(𝜆, 𝜏) = 0位于右半平面的根的

重数之和当且仅当方程有根穿过虚轴时发生变化.

由引理 1和𝜆(𝜏)的连续性,易证以下结论.

引引引理理理 2 1)若 𝑏0<0且 𝑎0<0,则对于任意 𝜏 ∈ [0,

𝜏0),系统 (6)在原点处的特征根均具有负实部;对于任

意 𝜏 ∈ (𝜏𝑛, 𝜏𝑛+1),有 2(𝑛+ 1)个具有正实部的特征根.

2) 若 𝑏0 < 0且 𝑎0 > 0或 𝑏0 > 𝑏21/4, 则对于任意 𝜏 ∈ [0,

+∞),系统 (6)在原点处具有正实部特征根.

根据以上分析, 利用文献 [14]中的泛函微分方

程Hopf分支定理,可得如下定理.

定定定理理理 1 对于系统 (6),有:

1)若 𝑏0 < 0且 𝑎0 < 0,则对于任意 𝜏 ∈ [0, 𝜏0),平

衡点 (0, 0)渐近稳定;对于任意 𝜏 ∈ [𝜏0,+∞), (0, 0)不

稳定.

2)若 𝑏0<0且 𝑎0>0或 𝑏0>𝑏
2
1/4,则对于任意 𝜏 ∈

[0,+∞),平衡点(0, 0)不稳定.

3)对于任意 𝑏0 > 𝑏21/4或 𝑏0 < 0, 系统 (6)在 𝜏 =

𝜏𝑛(𝑛 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )处产生Hopf分支.

2.2 Hopf分分分支支支的的的稳稳稳定定定性性性

分支周期解的稳定性和分岔开口方向在理论研

究和实际应用中是非常重要的问题. 由定理 1可知,

系统 (6)在 𝜏0处产生Hopf分支, 下面进一步讨论 𝜏0

附近分支周期解的稳定性和Hopf分支开口方向. 首

先利用中心流形定理对系统 (6)进行降维.令𝑢 = (𝑥,

𝑦)T,则式 (6)可写为如下矩阵形式:

𝑢̇ =

[
0 1

0 𝑎0

]
𝑢(𝑡) +

[
0 0

𝑏0 0

]
𝑢(𝑡− 𝜏)+

ℎ(𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡− 𝜏)), (13)

其中

ℎ =

⎡⎢⎣ 0

(−𝑥2(𝑡− 𝜏) + 𝑎1𝑥(𝑡− 𝜏))𝑦 +

(𝑥2(𝑡− 𝜏) + 𝑏1𝑥(𝑡− 𝜏))𝑥(𝑡− 𝜏)

⎤⎥⎦ (14)

为非线性部分.记𝐶=𝐶([−𝜏, 0], 𝑅2),则对任意𝜑(𝜃)=

(𝜑1(𝜃), 𝜑2(𝜃))
T ∈ 𝐶,定义算子𝐿,即

𝐿𝜑 =

[
0 1

0 𝑎0

]
𝜑(0) +

[
0 0

𝑏0 0

]
𝜑(−𝜏).

根据Riesz表示定理, 存在分量为有界变差函数的矩

阵 𝜂 : [−𝜏, 0]→𝑅2×2,使得𝐿𝜑 =
w 0

−𝜏
d𝜂(𝜃)𝜑(𝜃). 对任

意𝜑(𝜃) ∈ 𝐶,再定义算子

𝐴𝜑 =

⎧⎨⎩
d𝜑(𝜃)

d𝜃
, − 𝜏 ⩽ 𝜃 < 0;

w 0

−𝜏
d𝜂(𝜃)𝜑(𝜃), 𝜃 = 0.

𝑅𝜑 =

{
(0, 0)T, − 𝜏 ⩽ 𝜃 < 0;

ℎ(𝜑), 𝜃 = 0.

则方程 (13)可表示为如下泛函微分方程:

𝑢̇𝑡 = 𝐴𝑢𝑡 +𝑅𝑢𝑡. (15)

其中: 𝑢𝑡(𝜃) = 𝑢(𝑡+𝜃) ∈ 𝐶, −𝜏 ⩽ 𝜃 ⩽ 0.记𝐶∗为𝐶的

对偶空间,对于𝜓 ∈ 𝐶∗, 𝐴伴随算子为

𝐴∗𝜓 =

⎧⎨⎩
−d𝜓(𝜉)

d𝜉
, 0 ⩽ 𝜉 < 𝜏,

w 0

−𝜏
d𝜂T(𝜉)𝜓(−𝜉), 𝜉 = 0.

设𝜑(𝜃) ∈ 𝐶,𝜓(𝜉) ∈ 𝐶∗,引入双线性型

⟨𝜓, 𝜙⟩ =

𝜓(0)T𝜙(0)−
w 0

𝜃=−𝜏

w 𝜃

𝜉=0
𝜓T(𝜉 − 𝜃)d𝜂(𝜃)𝜙(𝜉)d𝜉,

(16)

则𝐴和𝐴∗按该对偶积互为共轭算子. 根据以上算子

𝐴、𝐴∗和𝐿的定义,采用待定系数法可得系统 (15)在

𝜏 = 𝜏0处对应±i𝜔0的特征向量,即如下引理.

引引引理理理 3 设 𝑏0<0且 𝑎0<0,则算子𝐴和𝐴∗对应

特征值 i𝜔0和−i𝜔0的特征向量分别为

𝑞(𝜃) =

[
1

𝛼

]
ei𝜔0𝜃, 𝑞∗(𝜉) = 𝑁

[
𝛽

1

]
ei𝜔0𝜉, (17)

且满足 ⟨𝑞∗, 𝑞⟩=1和 ⟨𝑞∗, 𝑞⟩=0.其中: 𝛼=i𝜔0, 𝛽=−𝑎0
− i𝜔0,而

𝑁 =
1

−𝑎0 − 2i𝜔0 + ei𝜔0𝜏0𝜏0𝑏0
. (18)

令𝜎 = {i𝜔0,−i𝜔0}, 则存在𝐶的一个直和𝐶 =

𝑃 ⊕𝑄, 𝑃 为算子𝐴对应𝜎的二维子空间, 𝑄为𝑃 的补

空间.根据文献 [14]中关于中心流形的结论, 方程

(15)的局部中心流形定义如下:

𝑀 = {𝜑 ∈ 𝐶∣𝜑 = Φ𝑧 + 𝑤(𝑧, ℎ), 𝑧 ∈ 𝑈(𝑂) ⊂ 𝑅2}.
这里: Φ = (𝜙1, 𝜙2)为子空间𝑃 的一组基, 𝑤∈𝑄, ℎ(𝜙)
为系统的非线性部分,且 𝑧满足方程
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𝑧̇ =

[
0 −𝜔0

𝜔0 0

]
𝑧 +Ψ(0)ℎ(Φ𝑧). (19)

其中: Ψ(𝜃)为伴随算子𝐴∗对应𝜎的不变子空间的基,

且 ⟨Ψ ,Φ⟩为单位阵.根据中心流形定理[14], 系统 (6)

在 𝜏 = 𝜏0附近解的性质被约化为常微分方程 (19)解

的性质. 由引理 3,进一步推导得

Ψ(0) = 2

[
Im(𝑁𝛽) Re(𝑁𝛽)

Im(𝑁) Re(𝑁)

]
,

Φ𝑧 =

[
sin(𝜔0𝜃)𝑥+ cos(𝜔0𝜃)𝑦

𝜔0 cos(𝜔0𝜃)𝑥− 𝜔0 sin(𝜔0𝜃)𝑦

]
, (20)

其中Re和 Im表示取实部和虚部.由式 (14)和 (20),有

ℎ(Φ𝑧) = (0, ℎ2(𝑥, 𝑦))
T,且

ℎ2(𝑥, 𝑦) = 𝑓20𝑥
2 + 𝑓11𝑥𝑦 + 𝑓02𝑦

2 + 𝑓30𝑥
3+

𝑓21𝑥
2𝑦 + 𝑓12𝑥𝑦

2 + 𝑓03𝑦
3. (21)

其中各系数的计算公式为

𝑓20 = −𝑎1 sin(𝜔0𝜏0)𝜔0 + 𝑏1 sin
2(𝜔0𝜏0),

𝑓11 = 𝑎1 cos(𝜔0𝜏0)𝜔0 − 2𝑏1 cos(𝜔0𝜏0) sin(𝜔0𝜏0),

𝑓02 = 𝑏1 cos
2(𝜔0𝜏0),

𝑓30 = − sin2(𝜔0𝜏0)𝜔0 − sin3(𝜔0𝜏0),

𝑓21 = 2 cos(𝜔0𝜏0) sin(𝜔0𝜏0)𝜔0+

3 cos(𝜔0𝜏0) sin
2(𝜔0𝜏0),

𝑓12 = − cos2(𝜔0𝜏0)𝜔0 − 3 cos2(𝜔0𝜏0) sin(𝜔0𝜏0),

𝑓03 = cos3(𝜔0𝜏0). (22)

将式 (20)和 (21)代入方程 (19),有⎧⎨⎩
𝑥̇ = −𝜔0𝑦 + 2Re(𝑁𝛽)(𝑓20𝑥2 + 𝑓11𝑥𝑦 + 𝑓02𝑦

2+

𝑓30𝑥
3 + 𝑓21𝑥

2𝑦 + 𝑓12𝑥𝑦
2 + 𝑓03𝑦

3),

𝑦̇ = 𝜔0𝑥+ 2Re(𝑁)(𝑓20𝑥
2 + 𝑓11𝑥𝑦 + 𝑓02𝑦

2+

𝑓30𝑥
3 + 𝑓21𝑥

2𝑦 + 𝑓12𝑥𝑦
2 + 𝑓03𝑦

3).

(23)

根据中心流形定理,时滞微分方程 (6)在分支点 𝜏 =𝜏0

处Hopf分支周期解的稳定性将由中心流形上的常微

分方程 (23)周期解的稳定性确定.

利用 PB范式法进一步讨论常微分方程 (23)的

Hopf分支周期解.根据文献 [15],式 (23)的 4阶 PB范

式为{
𝑥̇ = −𝜔0𝑦 + (𝑎𝑥− 𝑏𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) +𝑂(𝑟5),

𝑦̇ = 𝜔0𝑥+ (𝑏𝑥+ 𝑎𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) +𝑂(𝑟5),

其中 𝑟 =
√
𝑥2 + 𝑦2. 进一步计算相应的分支稳定性判

别系数[15],可得

𝜇 = −(𝑎/𝑑)(𝑥2 + 𝑦2),

𝑎 = (𝜔0(3𝑓03 + 𝑓21)𝑄+ 𝜔0(3𝑓30 + 𝑓12)𝑃−
𝑓11(𝑓02 + 𝑓20)𝑄

2 + 𝑓11(𝑓02 + 𝑓20)𝑃
2+

2(𝑓202 − 𝑓220)𝑃𝑄)/8𝜔0, (24)

其中 𝑑 = dRe(𝜆(𝜏))/d𝜏 ∣𝜏=𝜏0 > 0,且

𝑃 = 2Re(𝑁𝛽) =

2(−𝑎20 + 𝑎0𝑏0𝜏0 cos(𝜔0𝜏0)−
2𝜔2

0 + 𝑏0𝜔0𝜏0 sin(𝜔0𝜏0))/𝑆,

𝑄 = 2Re(𝑁) = 2(𝑎0 − 𝑏0𝜏0 cos(𝜔0𝜏0))/𝑆,

𝑆 = −𝑎20 + 2𝑎0𝑏0𝜏0 cos(𝜔0𝜏0)− 4𝜔2
0+

4𝑏0𝜔0𝜏0 sin(𝜔0𝜏0)− 𝑏20𝜏
2
0 .

则由常微分方程Hopf分支定理,可得到以下定理.

定定定理理理 2 设 𝑏0< 0且 𝑎0< 0,则系统 (6)在 𝜏 = 𝜏0

处产生Hopf分支,且若 𝑎 < 0,则Hopf分支为超临界

的,分支周期解渐近稳定;若 𝑎 > 0,则Hopf分支为亚

临界的,分支周期解不稳定.

注注注 1 定理 2中的稳定性判别系数 𝑎的值由式

(24)给出;定理 1和定理 2中的条件是针对方程 (6)系

数 𝑎𝑖, 𝑏𝑖给出的,根据方程 (1)和 (6)的关系,进一步可

给出舵偏角 𝛿𝑒、法向气动力系数𝐶𝑧∗和𝐶𝑘
𝑧𝛼、俯仰力

矩系数𝑀𝑧∗和𝑀𝑘
𝑧𝛼所满足的稳定性和分支条件.

3 飞飞飞行行行实实实例例例分分分析析析

采用文献 [6]中的大迎角纵向运动飞行实例数

据,并考虑迎角测量延时,形如式 (4)的纵向运动飞行

方程为⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = (𝑎𝑔0 + 𝑎𝑔1𝑥(𝑡− 𝜏) + 𝑎𝑔2𝑥
2(𝑡− 𝜏))𝑦+

𝑏𝑔0 + 𝑏𝑔1𝑥(𝑡− 𝜏) + 𝑏𝑔2𝑥
2(𝑡− 𝜏)+

𝑏𝑔3𝑥
3(𝑡− 𝜏) + 𝑐1𝛿𝑒 + 𝑐2𝛿̇𝑒.

(25)

其中: 𝜏 ⩾ 0为时滞,状态量𝑥 = 𝛼, 𝑦 = 𝛼̇,各系数取值

分别为

𝑏𝑔0 = 2.038 987, 𝑏𝑔1 = −8.243 739, 𝑏𝑔2 = −0.137 965,

𝑏𝑔3 = 0.008 193, 𝑎𝑔0 = −1.211 386, 𝑎𝑔1 = −0.019 923,

𝑎𝑔2 = 0.002 051, 𝑐1 = −4.619 857, 𝑐2 = −0.037 685,

且升降舵偏角限制范围为−15∘ ⩽ 𝛿𝑒 ⩽ 15∘. 下面令 𝛿

= 𝑐1𝛿𝑒+ 𝑐2𝛿̇𝑒,利用第 2节的理论结果分析时滞 𝜏和参

数 𝛿对飞行系统 (25)动力学性态的影响.

时滞微分系统 (25)与文献 [6]中无时滞系统的

平衡点方程相同,其平衡点及平衡点分支可参考文献

[6].根据文献 [6], 当 𝛿 ∈ (−68.028 4, 162.292 5)时, 式

(25)有 3个平衡点 (𝑥∗𝑗 , 0), 𝑗 = 1, 2, 3.通过坐标变换可

将式 (25)转化为方程 (6)的形式. 需说明的是, 这里

𝑥2(𝑡− 𝜏)𝑦项的系数符号与式 (6)不同,为正,但定理 1

和定理 2均成立,不同之处仅仅是定理 2中 𝑓𝑖𝑗的计算

公式,其中某些项的正负号不同.根据第 2节的结论及

公式, 代入具体数据, 可得实例系统 (25)的分支和稳

定性结果.图 1为 𝜏 = 𝜏0时对应的 𝛿−𝜏0分支图,图中:

直线𝐵𝑠𝑛 : 𝛿=−68.028 4或 162.292 5为平衡点分支曲
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线,在这两条直线之间,系统 (25)有 3个平衡点,外侧

仅有 1个平衡点; 𝐵ℎ0为 𝜏 = 𝜏0对应的Hopf分支曲线.

根据式 (24)计算稳定性判别指数 𝑎的值, 结果表明,

当 162.292 5 > 𝛿 > −68.028 4 (对应−35.129 3∘ < 𝛿𝑒 <

14.725 2∘)时, 𝑎均小于 0, 故𝐵ℎ0上任意点处Hopf分

支均是超临界的,分支周期解稳定. 综上所述,并考虑

到升降舵偏角限制,有: 当−15∘ < 𝛿𝑒 < 14.725 2∘时,

时滞引起稳定Hopf分支.

B
sn B

sn

B
h0

0.26

0.22

0.18

0.14

-100 0 100 200

δ

τ
s/

图 1 𝜏 = 𝜏0处系统 (25)的分支图

取值 𝛿𝑒 = 0∘, 𝛿̇𝑒 = 0,系统 (25)有 3个平衡点 (𝑥∗𝑗 ,

0), 𝑗 = 1, 2, 3.其中: 𝑥∗1 = −24.553 4, 𝑥∗2 = 0.246 3, 𝑥∗3
= 41.146 4.利用第 2节理论分析得: 当时滞 𝜏 = 𝜏𝑛 =

0.150 6 + 0.78𝑛π(𝑛 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ )时,系统 (25)在中间平

衡点 (𝑥∗2, 0)附近产生Hopf分支. 特别地,当 𝜏 = 𝜏0 =

0.150 6 s时, Hopf分支稳定性判别系数 𝑎 = −0.060 1

< 0,说明 𝜏0处Hopf分支是超临界的.通过数值计算,

图 2给出了式 (25)在平衡点 (𝑥∗2, 0)附近的相轨线,说

明数值结果与理论分析一致.实际中, 迎角测量延时

的大小与设备系统有关, 就大气数据传感器而言, 延

时量级可达秒级[7],因此时滞超过临界值 𝜏0引起系统

失稳及分支现象在实际中是可能出现的.
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图 2 𝛿𝑒 = 0∘系统 (25)的数值计算轨线图

进一步比较无时滞系统和含时滞系统的动力学

特性. 由文献 [6]和本节的分析可知,舵偏角 𝛿𝑒在 15∘

范围内, 无时滞系统和含时滞系统均有 3个平衡点,

且两侧平衡点为不稳鞍点,二系统不同之处主要有以

下几点:

1)稳定性不同.无时滞系统的平衡点 (𝑥∗2, 0)是稳

定的; 对于含时滞系统,当 0 ⩽ 𝜏 < 𝜏0时 (𝑥∗2, 0)稳定,

𝜏 > 𝜏0时则不稳.
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图 3 𝛿𝑒 = 0∘无时滞系统轨线和时间历程图
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图 4 𝛿𝑒 = 0∘, 𝜏 = 0.163 6 s时滞系统 (25)的
轨线和时间历程图
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2)对于任意 𝛿𝑒 ∈ [−15∘, 15∘],无时滞系统不出现

极限环,但对于含时滞系统,当 𝜏 > 𝜏0时有稳定极限

环,对应飞机的纵向周期运动.

图 3和图 4分别给出了 𝛿𝑒 = 0∘时无时滞系统和

含时滞系统的轨线图以及𝑥 (迎角𝛼)时间历程图, 其

中阴影部分为平衡点或极限环的稳定吸引区域.

由图 3可以看出, 对于无时滞系统, 稳定区域内

的轨线趋于平衡点 (𝑥∗2, 0), 迎角𝛼最终稳定于𝑥∗2 =

0.246 3∘. 图 4给出了时滞 𝜏 = 0.163 6 s > 𝜏0系统的轨

线,此时稳定区域内的轨线稳定于一个极限环,迎角

最终趋于周期振荡,在−17.60∘与 8.08∘之间振荡, 振

幅约为 25.68∘,这样的纵向振荡幅度对飞机操控是有

一定影响的,而且随着时滞增大,振幅将更大.

4 结结结 论论论

本文基于飞行器纵向多项式常微分运动方程,考

虑数据测量的时间延迟,给出了具有时滞的非线性飞

行模型, 较之忽略时滞影响的飞行方程, 该模型更接

近实际情况;利用解析方法讨论了该类时滞多项式模

型的平衡点和分支问题, 给出了Hopf分支的存在条

件和分支周期解的稳定性判别依据;利用所得理论结

果分析了数据测量时滞和升降舵偏角对某型飞机飞

行特性的影响,结果表明, 当数据测量延时超过一定

临界值时将产生Hopf分支,诱发迎角的周期振荡,振

荡幅度随着时滞增大,对飞机操控具有一定影响.该

飞行实例也说明了本文给出的稳定性和分支条件在

实际中可以达到,其结论具有实际参考意义.

参考文献(References)

[1] Shah P, Unnikrishnan S, Ananthkrishnan N, et al.

Analytical prediction of wing rock onset for aircraft with

lightly damped lateral dynamics[R]. Reston: AIAA 2003-

5304, 2003.

[2] Go T H, Ramnath R V. An analytical theory of three

degree-of-freedom aircraft wing rock[J]. J of Guidance,

Control, and Dynamics, 2004, 27(4): 657-664.

[3] Goman M G, Zagainov G I, Khramtsovsky A V.

Application of bifurcation method to nonlinear flight

dynamics problem[J]. Progress in Aerospace Sciences,

1997, 33(9): 539-586.

[4] Gousman K G, Juang J C, Loschke R C, et al. Aircraft deep

stall analysis and recovery[R]. Reston: AIAA 91-2888,

1991.

[5] Paranjape A A, Ananthkrishnan N. Analytical criterion for

aircraft spin susceptibility[R]. Reston: AIAA 2010-7623,

2010.

[6] Shi Z K, Fan L. Bifurcation analysis of polynomial models

for longitudinal motion at high angle of attack[J]. Chinese

J of Aeronautics, 2013, 26(1): 151-160.

[7] 邵荣士.某机高度稳定系统的高空振荡及气路延时的补

偿[J].航空学报, 2001, 22(5): 396-399.

(Shao R S. Compensation for the time delay of pilot-static

tube causing the high-altitude oscillation in an altitude hold

system of a fighter[J]. Acta Aeronautica et Astronautica

Sinica, 2001, 22(5): 396-399.)

[8] 李清东, 张孝功, 任章. FADS压力传感器延迟补偿[J].

航天控制, 2008, 26(6): 12-15.

(Li Q D, Zhang X G, Ren Z. The time delay compensation

method for the pressure sensors of fads[J]. Aerospace

Control, 2008, 26(6): 12-15.)

[9] Kuang Y. Delay differential equations with applications in

population dynamics[M]. Boston: Academic Press, 1993:

3-12.

[10] Fan L, Shi Z K. Critical values for a differential equations

with delay-dependent parameters[J]. Nonlinear Analysis:

Real World Applications, 2010, 11(1): 341-355.

[11] 吴方向, 史忠科, 戴冠中. 滞后区间系统的鲁棒稳定性

分析及其应用[J].西北工业大学学报, 1999, 17(2): 236-

240.

(Wu F X, Shi Z K, Dai G Z. Robust stability analysis for

interval system with delay and its aircraft application[J].

J of Northwestern Polytechnical University, 1999, 17(2):

236-240.)

[12] Abdessameud A, Tayebi A. Formation control of VTOL

unmanned aerial vehicles with communication delays[J].

Automatica, 2011, 47(4): 2383-2394.

[13] Piotrowska M J, Forys U. The nature of hopf bifurcation

for the Gompertz model with delays[J]. Mathematical and

Computer Modelling, 2011, 54(10): 2183-2198.

[14] Hale J. Theory of functional differential equations[M].

New York: Springerr-Verlag, 1977: 245-252.

[15] 陆启韶.分岔与奇异性[M].上海: 上海科技教育出版社,

1995: 109-118.

(Lu Q S. Bifurcation and singularity[M]. Shanghai:

Shanghai Science and Technology Press, 1995: 109-118.)


