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摘 要: 针对在解决某些复杂多目标优化问题过程中,所得到的 Pareto最优解易受设计参数或环境参数扰动的影响,

引入了鲁棒的概念并提出一种改进的鲁棒多目标优化方法,它利用了经典的基于适应度函数期望和方差方法各自的

优势,有效地将两种方法结合在一起. 为了实现该方法,给出一种基于粒子群优化算法的多目标优化算法. 仿真实例

结果表明,所给出的方法能够得到更为鲁棒的 Pareto最优解.
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Abstract: In the process of solving some complex multi-objective optimization problems, Pareto optimal solutions obtained

are vulnerable to the effects of design parameters or environment parameters perturbation. Therefore, the robust solution

is considered and an improved robust multi-objective optimization method is proposed. The method takes advantage of

the expectation and variance of fitness fuction value, which are combined effectively. Then, a specific multi-objective

evolutionary algorithm(MOEA) based on particle swarm optimization(PSO) is proposed. The simulation results show that,

more robust Pareto optimal solutions can be obtained by using the improved method.
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0 引引引 言言言

在工程应用中存在大量的优化问题, 随着研究

的深入和应用的需要,人们已不仅仅满足于追求解的

质量, 也在追求解的鲁棒程度. 这里所谓的鲁棒[1]是

指目标函数的解相对于设计参数或环境参数微小扰

动的不敏感程度, 即当这些参数在可行域内扰动时,

相应的解的变化量没有越出许可的范围. 特别在国

防、航天等重大工程项目中,解的鲁棒性尤为重要,即

无论参数在指定变化范围内怎么扰动,得到的仍是可

行解且解的变化量符合预期.

鲁棒一词最早出现在控制领域,后逐渐拓展至优

化领域.近些年来对鲁棒优化的研究越来越多, 逐渐

形成独立的研究分支,特别在鲁棒单目标优化的研究

中积累了一些成果,其中应用最广的是将适应度函数

的期望或方差作为鲁棒评价指标的方法[2-3] 和基于

多目标的方法[4-5]. 而关于鲁棒多目标优化的研究则

相对较少,大多数研究都是在鲁棒单目标优化的基础

上拓展而来. 当然也有例外, 如Gunawan等[6]提出了

将最坏参数不敏感区域的半径作为鲁棒性指标进行

优化; Barrico等[7]将决策变量扰动 𝛿进行扩展 (𝛿, 2𝛿,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝛿),并将 𝑘−1定义为鲁棒度,对 Pareto 最优集按

鲁棒度进行划分.

本文在分析了现有鲁棒方法的基础上,结合期望

和偏差方法各自的优势,提出一种求解优化问题鲁棒

解的数学模型,并推广到多目标优化中. 最后采用粒

子群多目标优化算法进行仿真计算,仿真结果表明了

该方法的有效性.

1 鲁鲁鲁棒棒棒单单单目目目标标标优优优化化化

1.1 鲁鲁鲁棒棒棒的的的描描描述述述

首先给出单目标优化问题的数学描述
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max 𝑓(𝒙, 𝒄),

s.t. 𝒙 ∈ 𝑆. (1)

其中: 𝒄为环境参数, 𝒙为设计参数, 𝑆为𝑛维搜索空

间. 在实际中,环境参数和设计参数都需要考虑参数

的鲁棒性问题.如果考虑设计参数扰动,设实际施加

的量为𝒙+Δ𝒙,则目标函数可以描述为 𝑓(𝒙+Δ𝒙);环

境参数值一般是固定不变的, 但实际中很难做到, 当

其存在扰动时,目标函数可描述为 𝑓(𝒙, 𝒄+Δ𝒄). 由于

两类参数本质上是一样的,本文将其统称为优化问题

的变量 (参数)𝒙,统称扰动为 𝛿. 于是,当𝒙受到 𝛿的一

个扰动时,目标函数可描述为 𝑓(𝒙+𝛿).如果𝒙+𝛿仍在

可行域内,且目标函数的变化量Δ𝑓 = 𝑓(𝒙+𝛿)−𝑓(𝒙)

没有超过阈值,则可称𝒙为鲁棒的[1].

1.2 已已已有有有鲁鲁鲁棒棒棒性性性评评评价价价方方方法法法

为了得到鲁棒解,首先要对变量的扰动特性有所

了解,其中包括各个变量扰动的分布函数和联合扰动

分布函数. 一般来说,各个扰动分量分布是相互独立

的,因此目标函数的期望 𝑓 exp(𝒙)与方差 𝑓var(𝒙)可由

下式得到:

𝑓 exp(𝒙) =
w ∞
−∞

𝑓(𝒙+ 𝛿)𝑝(𝛿)d𝛿, (2)

𝑓var(𝒙) =
w ∞
−∞

(𝑓(𝒙+ 𝛿) ⋅ 𝑓 exp(𝒙))2𝑝(𝛿)d𝛿, (3)

其中 𝑝 (𝛿)为扰动 𝛿的分布密度函数. 采用进化算法求

解优化问题的鲁棒解时,通常都是采用目标函数期望

或方差的方法来评价解的鲁棒性,并利用蒙托卡罗法

求其近似值.下面简要介绍几种典型方法.

Gaspar-Cunha等[8]提出了一种基于期望的方法.

该方法不需要其他适应参数,只需将原有目标函数乘

以一个鲁棒系数, 而该鲁棒系数是该可行解𝒙𝑖邻域

内的𝑁个可行解的目标函数值通过归一化计算后的

偏离程度,即

𝐹 (𝒙𝑖) =
(
1−

( 𝑁∑
𝑗=0

∣𝑓(𝒙𝑗)− 𝑓(𝒙𝑖)∣
)/

𝑁
)
𝑓(𝒙𝑖). (4)

其中: 对于最大化问题,有

𝑓(𝒙𝑖) = (𝑓(𝒙𝑖)− 𝑓min)/(𝑓max − 𝑓min);

对于最小化问题,有

𝑓(𝒙𝑖) = (𝑓max − 𝑓(𝒙𝑖))/(𝑓max − 𝑓min).

𝑓max和 𝑓min分别为每次迭代的最大和最小适应函数

值.与此相对应,他们还提出了另外一种方法: 将可行

解𝒙𝑖邻域内的𝑁个可行解两点之间欧氏距离经归一

化计算后得到的目标函数变化率的平均值作为鲁棒

指标,即

𝑓𝑅(𝒙𝑖) =
1

𝑁

𝑁∑
𝑗=0

∣∣∣𝑓(𝒙𝑗)− 𝑓(𝒙𝑖)

𝒙𝑗 − 𝒙𝑖

∣∣∣. (5)

其中: 𝑑𝑖,𝑗 < 𝑑max, 𝑑𝑖,𝑗为可行解 𝑖和 𝑗两点之间的欧

氏距离, 𝑑max为欧氏距离的极值. 很明显, 𝑓𝑅(𝒙𝑖)的

值越小, 解的鲁棒性就越强. 因此, 求解鲁棒单目标

优化问题可以通过对𝐹 (𝒙𝑖)或者 𝑓(𝒙𝑖) + 𝑓𝑅(𝒙𝑖)求解

的方法来获得鲁棒解;也可在原有函数的基础上增加

𝑓𝑅(𝒙𝑖)作为鲁棒目标,从而按多目标问题来处理.

Deb等[9-10]提出了两种经典的鲁棒评价方法.

方法 1是构造变量𝒙在扰动 𝛿范围内的平均有效值

𝑓 eff(𝒙)作为鲁棒目标函数, 𝑓 eff(𝒙)可表示为

𝑓 eff(𝒙) =
1

∣2𝜗𝛿∣
w 𝒙+𝜗𝛿

𝒙−𝜗𝛿

𝑓(𝑦)d𝑦, (6)

其中𝜗𝛿为扰动幅度. 方法 2是将 𝑓 eff(𝒙)相对于 𝑓(𝒙)

的偏离率作为鲁棒约束条件,该约束条件可表示为
∣𝑓 eff(𝒙)− 𝑓(𝒙)∣

∣𝑓(𝒙)∣ ⩽ 𝜂. (7)

即当可行解𝒙𝑖的目标函数值和平均有效值之间的偏

差相对于目标函数值最大不能超过 𝜂,只要符合要求

的都是鲁棒解.

1.3 一一一种种种改改改进进进的的的鲁鲁鲁棒棒棒性性性评评评价价价方方方法法法

前面介绍了两种常用的鲁棒性度量方法,但是对

于一个扰动邻域内存在多个局部最优解的复杂问题

而言,单一地应用基于均值或方差的方法可能无法得

到真正的鲁棒最优解. 这里给出一个复杂的优化问

题[11],如下式所示:

max 𝑔(𝑥) = e−2(𝑥−1)2 + 0.5e−(𝑥−1.5)2/0.0128+

e−(𝑥−3)2/0.5 + 2e−200(𝑥−1.6)2+

2.5e−50(𝑥−1.8)2 + 2.5e−50(𝑥−2.2)2+

2.4e−2(𝑥−8)2 + 2.2e−(𝑥−7)2/0.18+

2e−(𝑥−6)2/0.32 + 2.3e−2(𝑥−9.5)2+

2e−200(𝑥−2.4)2 + 2e−(𝑥−1.25)2/0.045+

2e−(𝑥−2.75)2/0.045 + 1.2e−(𝑥−12)2/0.18+

3.2e−(𝑥−11)2/0.18,

s.t. 𝑥 ∈ [0, 12]. (8)

假定扰动幅度为 1,根据Deb[9-10]的方法 1计算得

到 𝑔eff(𝑥)随𝑥变化的曲线,如图 1虚线部分所示;图 1

中实线部分为 𝑔(𝑥)随𝑥变化的曲线.从图 1中可以看

出,对于 𝑔(𝑥),全局最优解为可行解𝐵,可行解𝐴和𝐶

为两个劣解; 对于 𝑔eff(𝑥), 全局最优解变成了可行解

𝐴, 而局部最优解为可行解𝐶. 根据Deb的方法 1可

得𝐴为鲁棒最优解的判断. 根据鲁棒评价方法 2也可

以得出类似的结论.而根据经验, 虽然可行解𝐶只是

相对最优解,但是它相对于可行解𝐴鲁棒性要强. 因

此综合来看,可行解𝐶才是理想的鲁棒最优解.

显然,只采用基于均值或方差的方法所得到的最

优解有时并不能真正反映该最优解的鲁棒性. 由于优
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图 1 𝑔(𝑥)和 𝑔eff(𝑥)随𝑥变化的曲线图

化问题中各变量的量纲不同, 扰动幅度也不尽相同,

要完整地表述一个解的鲁棒指标是一件困难的事情.

假设决策者对需解决问题已有先验知识,对各参数的

扰动分布和扰动幅度已经了解,本文提出一种新的改

进的鲁棒评价方法.

该方法是基于概率论中关于随机变量统计特

性的描述[12]: 对随机变量邻域内一定数量的样本进

行数理统计, 计算出均值𝜇和方差𝜇2, 则该随机变

量的统计特性可描述为𝜇 ± 𝑘𝜎的形式, 这里 𝑘取 1.

对于目标函数而言, 可相应地计算出期望适应度函

数 𝑓 exp(𝒙)和方差适应度函数 𝑓var(𝒙),并将 𝑓 exp(𝒙)±√
𝑓var(𝒙)作为鲁棒评价指标,即将 𝑓 exp(𝒙)−√𝑓var(𝒙)

作为新的目标函数 (最大化问题); 将 𝑓 exp(𝒙) +√
𝑓var(𝒙)作为新的目标函数 (最小化问题), 因此总

结得到以下定义.

定定定义义义 1 对于一个最小 (大)化优化问题 𝑓(𝒙),

如果变量𝒙存在扰动 𝛿, 则该优化问题的鲁棒最优解

𝒙∗必须满足以下方程:

min(max) 𝐹 (𝒙) = 𝑓 exp(𝒙)±
√

𝑓var(𝒙),

s.t. 𝒙 ∈ 𝑆. (9)

在实际操作中, 可以通过对目标函数 𝑓(𝒙)进行

一阶泰勒级数的展开来近似计算其值,即

𝑓(𝒙) ≈ 𝑓(𝜇𝑥1 , 𝜇𝑥2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑥𝑛)+

𝑛∑
𝑖=1

[ ∂𝑓

∂𝑥𝑖
(𝜇𝑥1 , 𝜇𝑥2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑥𝑛)

]
⋅ (𝑥𝑖 − 𝜇𝑥𝑖),

(10)

其中𝜇𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)是𝑥𝑖邻域 [𝑥𝑖 − 𝜗𝛿𝑖, 𝑥𝑖 + 𝜗𝛿𝑖]

的均值.对式 (10)求其方差,可以推导得到

𝑓var(𝒙) =

𝑛∑
𝑖=1

( ∂𝑓

∂𝑥𝑖

)2

𝜎2
𝑥𝑖

+

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1,𝑖 ∕=𝑗

∂𝑓

∂𝑥𝑖
⋅ ∂𝑓

∂𝑥𝑗
⋅ 𝜎𝑥𝑖𝑥𝑗 , (11)

其中𝜎2
𝑥𝑖
(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为𝑥𝑖的方差. 由于𝑥𝑖和𝑥𝑗

是相互独立的,可得𝜎𝑥𝑖𝑥𝑗 = 0;另外,假定扰动 𝛿𝑖服从

均匀分布,则𝜎2
𝛿𝑖 = 𝜗2

𝛿𝑖/3. 于是目标函数的方差可以

转化为

𝑓var(𝒙) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜗2
𝛿𝑖

3

( ∂𝑓

∂𝑥𝑖

)2

. (12)

经过简化,式 (10)所示的方程可以变换为如下形式:

𝐹 (𝒙) =
1

∣2𝜗𝛿∣
w 𝒙+𝜗𝛿

𝒙−𝜗𝛿

𝑓(𝑦)d𝑦 +

√√√⎷ 𝑛∑
𝑖=1

𝜗2
𝛿𝑖

3

( ∂𝑓

∂𝑥𝑖

)2

.

(13)

实际中为了便于计算,对𝐹 (𝒙)进行离散化,对所

有的可行解𝒙𝑖在其邻域 [𝑥𝑖𝑗 − 𝜗𝛿𝑖, 𝑥𝑖𝑗 + 𝜗𝛿𝑖]随机选

取数量一定的样本,通过对样本的计算来简化式 (13),

简化过程如下式所示:

𝐹 (𝒙) ≈

1

𝑅

∑
𝑘∈𝐷𝑗

𝑓𝑘 ±
√√√⎷ 𝑛∑

𝑖=1

𝜗2
𝛿𝑖

3

( 1

𝑅

∑
𝑘∈𝐷𝑗

𝑓𝑗 − 𝑓𝑘
𝑥𝑖,𝑗 − 𝑥𝑖,𝑘

)2

. (14)

其中: 𝑅为样本数, 𝐷𝑗为 𝑗的高维邻域空间, 𝑥𝑖,𝑗和

𝑥𝑖,𝑘为变量𝑥在第 𝑖维第 𝑗和 𝑘个个体, 𝑓𝑗和 𝑓𝑘分别

为个体 𝑗和 𝑘的适应函数值.

该鲁棒评价方法的优点是: 在一定程度上克服了

单纯应用基于期望和方差方法所带来了弊端,且该方

法无需其他适应性参数的参与,只需确定变量扰动的

幅值和样本数便可计算.该方法的缺点是计算量较大.

2 鲁鲁鲁棒棒棒多多多目目目标标标优优优化化化

2.1 鲁鲁鲁棒棒棒多多多目目目标标标评评评价价价方方方法法法

与求解单目标优化问题不同, 求解多目标优化

问题可以一次搜索到一定数量的Pareto解,这些解之

间不存在支配的关系,而且非常接近 Pareto最优前沿.

同样,如果考虑变量存在扰动 𝛿,则相应的目标函数会

受到一定的影响,需考虑相应目标的鲁棒性. 前一节

提出的鲁棒单目标优化方法可以拓展至多目标优化

问题的求解.

定定定义义义 2 对于一个最小 (大)化多目标优化问题

𝒇(𝒙) = (𝑓1(𝒙), 𝑓2(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑁 (𝒙)), 变量𝒙存在一个 𝛿

的扰动, 如果问题的解𝒙∗可以称为鲁棒 Pareto最优

解,则必须是以下多目标问题的 Pareto最优解:

min(max) 𝐹 (𝒙) = (𝐹1(𝒙), 𝐹2(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝑁 (𝒙)),

s.t. 𝒙 ∈ 𝑆. (15)

其中𝐹𝑛(𝒙)如下式所示:

𝐹𝑛(𝒙) =

1

∣2𝜗𝛿∣
𝑓𝑘∑

𝑘∈𝐷𝑗

±
√√√⎷ 𝑛∑

𝑖=1

𝜗2
𝛿𝑖

3

( 1

𝑅

∑
𝑘∈𝐷𝑗

𝑓𝑗 − 𝑓𝑘
𝑥𝑖,𝑗 − 𝑥𝑖,𝑘

)2

. (16)

对于最小化问题,式 (16)中的“±”取“+”; 对于最大化

问题,式 (16)中的“±”取“−”.

针对不同的多目标优化问题以及优化问题中变

量扰动存在的差异, 原有的 Pareto最优前沿和鲁棒
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Pareto最优前沿在分布和排列上有一定的不同,但可

归结为以下 4种情况[10]:

1) 原有 Pareto最优前沿和鲁棒 Pareto最优前沿

完全一致;

2) 原有 Pareto最优前沿有一部分和鲁棒 Pareto

最优前沿一致;

3) 原有 Pareto最优前沿和鲁棒 Pareto最优前沿

完全不一致,而原有的局部最优前沿和鲁棒Pareto最

优前沿完全一致;

4) 原有 Pareto最优前沿的一部分和局部最优前

沿的一部分共同组成了鲁棒Pareto最优前沿.

2.2 鲁鲁鲁棒棒棒多多多目目目标标标优优优化化化算算算法法法

任何一个多目标优化问题都可以用鲁棒评价的

方法将其转化为鲁棒多目标优化问题.而求解鲁棒多

目标优化问题,较为流行的方法是基于遗传算法和粒

子群算法等方法进行求解. 本文给出一种基于粒子群

算法的多目标优化算法,其主要步骤如下.

Step 1: 对所有参数进行初始化,并在可行域内随

机产生𝑀个粒子, 设粒子初始速度为 0, 初始最优位

置即初始位置,并将粒子信息存放于DomList中.

Step 2: 计算DomList中每个粒子的每个鲁棒目

标函数值.每个粒子在其扰动范围内随机产生𝐻个样

本, 对每个目标函数近似计算出样本的均值和方差,

从而得到鲁棒目标函数值.

Step 3: 由粒子所有的鲁棒目标函数值, 并根据

maximin方法[13]计算得到粒子的适应函数值,并将适

应函数值小于零的粒子存放于 nonDomList中. 为了

消除劣解对适应函数值的影响,重新计算 nonDomList

中粒子的适应函数值, 对 nonDomList中的粒子根据

适应函数值大小进行排序,选取最小的 20%的粒子作

为全局最优位置𝒑𝑔候选,存放于PgList中.

Step 4: 对DomList中所有粒子进行如下计算:

根据轮盘赌法在 PgList中挑选粒子 𝑖的全局最优位

置𝒑𝑔. 更新粒子速度,并将速度限制在一定的范围内;

更新粒子位置,并将位置限制在一定的范围内;更新

粒子的个体最优位置𝒑𝑖.

Step 5: 若算法已达到最大的迭代次数或

nonDomList已满,则终止计算并输出 nonDomList;否

则迭代次数加 1并转Step 2.

3 鲁鲁鲁棒棒棒多多多目目目标标标优优优化化化算算算法法法仿仿仿真真真分分分析析析

3.1 仿仿仿真真真算算算例例例

为了测试所提出的改进鲁棒多目标优化方法的

有效性, 参考Deb[10]构造多目标优化问题的方法, 本

文构造了一个鲁棒多目标优化的算例,算例方程如下

所示:

min 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑦,

min 𝑓2(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑦)(10− 𝑔(𝑥));

s.t. 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 12, − 1 ⩽ 𝑦 ⩽ 1; (17)

其中ℎ(𝑦) = 1− 𝑦2.

为了解决该问题, 首先要对该双目标优化问题

有一个大致的了解. 很容易看出当 𝑔(𝑥)取到极大值

𝑔max时, 目标函数可以达到最优前沿, 此时目标函

数 𝑓2(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝑦2)(10 − 𝑔max). 因此,可以得到该

双目标优化问题的Pareto最优前沿为 𝑓2 = (1− 𝑓2
1 )×

(10− 𝑔max).

为了横向比较, 𝑔(𝑥)的选取和式 (8)相同,其特征

在前面已简要说明. 根据本文提出的改进鲁棒多目标

优化方法和经典的鲁棒多目标优化方法对问题进行

鲁棒处理, 分别进行计算机仿真计算,并对仿真结果

进行比较.

3.2 仿仿仿真真真计计计算算算结结结果果果

本文采用基于粒子群优化算法对该鲁棒多目标

优化问题进行计算仿真. 仿真实验在软件平台Matlab

2007b中进行, 算法中主要的参数设置如下: 种群数

量𝑀 = 100, 外部集 nonDomList规模为 100, 加速度

参数 𝑐1 = 𝑐2 = 2, 最大迭代次数为 100次, 惯性权重

𝜔 = 0.444 4[7-9].

为了比较扰动 𝛿对算法的影响, 设定采样点数

𝐻 = 100,并根据 𝛿(𝛿1, 𝛿2)分别设置𝜗𝛿 = 1, 0.1. 根据

以上算法进行仿真计算,最终得到实际的 Pareto最优

前沿分布分别如图 2和图 3所示.

从图 2和图 3中可以看出, 对于不同的𝜗𝛿, 仿真
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图 2 𝜗𝛿 = 0.1时鲁棒Pareto前沿和最优解分布

0.5 10

2

4

6

8

f1

f 2

(a) Pareto!"

0.5 10

y

x

(b) #$%

2

4

6

8

图 3 𝜗𝛿 = 1时鲁棒Pareto前沿和最优解分布
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计算结果差异很大.对于该多目标优化问题,当𝜗𝛿 =

0.1时,原有 Pareto最优前沿和目前鲁棒 Pareto最优前

沿完全一致,即 Pareto最优解的𝑥变量都集中在 11附

近,如图 2所示;当𝜗𝛿 = 1时,原有 Pareto最优前沿和

目前鲁棒Pareto最优前沿完全不一致,即 Pareto最优

解的𝑥变量都集中在 7.5附近, 如图 3所示. 可以看

出 𝛿扰动幅度直接影响到解的鲁棒程度, 𝛿扰动幅度

越大则鲁棒度越强, 𝛿扰动幅度越小则鲁棒度越弱. 可

见, 𝛿扰动幅度的选取实际上决定了整个问题的鲁棒

特性,因此实际选取时应视具体情况而定.

为了比较采样点数对算法的影响,设定扰动幅度

为 1,并根据采样点个数分别设置𝐻 = 10、100,可以

得到当𝐻 = 10时的仿真结果如图 4所示.
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图 4 𝐻 = 10, 𝜗𝛿 = 1时鲁棒Pareto前沿和最优解分布

从图 3和图 4的对比可以看出,无论采样点数是

10还是 100, 原有问题的 Pareto最优前沿中的解全部

不是现有鲁棒Pareto 最优前沿的解,即Pareto 最优解

的𝑥变量都集中在 7.5附近.因此,在保证一定采样点

数的基础上,采样点数对算法最终结果影响较小. 但

对于算法效率而言, 𝐻 = 10所需要计算适应度函数

的次数只有𝐻 = 100时计算次数的 1/10,因此效率也

大大提高. 但是采样点数过少也会带来一些问题,如

计算得到该点的鲁棒适应度值并不能真正代表此时

的适应度值.综合考虑,可以设定𝐻为 10 ∼ 50之间.

为了比较本文方法和传统方法的区别,这里设定

采样点数𝐻 = 100, 𝜗𝛿1 = 1,采用传统的方法进行了

计算机仿真,仿真结果如图 5所示.
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图 5 传统方法得到的鲁棒 Pareto前沿和最优解分布

从图 3和图 5的对比可以看出,采用传统的基于

均值方法得到的鲁棒 Pareto最优解和本文提出的鲁

棒方法得到的解有所不同,前者的Pareto最优解的𝑥

变量都集中在 2附近.由第 1节的分析知,当𝑥 = 2时

解的鲁棒性很差, 因此本文方法得到的解更优一些,

这在一定程度上验证了本文算法的有效性.

4 结结结 论论论

在解决某些复杂多目标优化问题的过程中,所得

到的 Pareto最优解易受设计参数或环境参数扰动的

影响.针对这一问题,本文引入了鲁棒的概念并提出

了一种改进的鲁棒多目标优化方法,它利用经典的基

于适应度函数期望和方差方法的各自优势,并根据概

率论中关于随机变量统计特性的描述将两种方法结

合在一起. 另外,本文给出了该模型的实现算法,并对

实例进行了仿真计算,所得结果表明了本文方法的有

效性.
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