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摘 要: 针对一类不确定线性系统,讨论了状态估计及未知输入和可测噪声重构方法. 首先,对仅具有未知输入的线

性系统,讨论了观测器匹配条件不满足前提下的状态估计和未知输入重构问题;通过设计降维观测器和高阶滑模观

测器,提出一种未知输入代数重构方法;然后,将以上结论上升到具有未知输入和可测噪声的线性系统,以此提出了

状态估计及未知输入和可测噪声同时重构的方法;最后,通过对飞行器模型进行仿真,验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper considers the problems of the state estimation and the simultaneous unknown input and measurement

noise reconstruction for linear systems. For the linear systems only with unknown inputs, the issues of state estimation and

unknow input reconstruction are discussed when the observer matching condition is not satisfied. A reduced-order observer

is developed and a high-order sliding mode observer is proposed. After this, an unknown input reconstruction method is

developed. Then, the results are extended to be suitable for linear systems with both unknown inputs and measurement noise,

and a kind of simultaneous unknown inputs and measurement noise reconstruction method is proposed. Finally, a numerical

simulation example is given to illustrate the effectiveness of the proposed methods.
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0 引引引 言言言

在现代控制理论中, 输入未知情况下的系统状

态观测器具有重要意义.例如,在机械工具的应用中,

工具施加的切割力[1]很难测量或者虽然可测,但是代

价太高. 如果把切割力作为机械工具系统的控制输

入,构建一个可以同时估计系统状态和该未知输入的

观测器,则这样的观测器称为未知输入观测器 (UIO).

UIO在其他领域也有很多应用,如基于观测器的故障

诊断[2],基于观测器的混沌同步与保密通讯[3] 等.

未知输入观测器设计的研究可以追溯到 20世纪

70年代[1-6]. 早期,人们主要研究如何绕开未知输入的

影响,提出了状态估计的方法. 例如, Hostetter等[4]假

定不可测扰动满足给定的常系数微分方程, 通过增

维的方式设计Luenberger观测器[7],从而绕开未知输

入的影响, 达到状态估计的目的. 随后, 人们针对线

性系统或非线性系统,考虑了状态和未知输入同时估

计观测器设计方法. 例如,基于降维观测器设计方法,

Trinh等[8-9]处理了状态和输入同时估计问题.最近,切

换系统的UIO 设计方法得到了发展[10-11], 对于非线

性仿射系统,文献 [12]设计了一种用来估计状态和未

知输入的高阶滑模观测器. 文献 [13]进一步发展了文

献 [12]的方法,使得其适用于非最小相位仿射非线性
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系统. 在假设系统输出微分可测的情况下, Yan等[14]

提出了一种用来估计未知参数的自适应滑模观测器.

对于存在可测噪声的系统, 一种基于描述系统的比

例-微分观测器被用来解耦可测噪声, 从而获得系统

状态的估计[15]. 文献 [16]提出了一种具有切换增益

值的高增益观测器,在抑制可测噪声的同时达到了状

态估计的目的. Sanfelice等[17]设计了一种在线自适应

增益的高增益观测器,解决了具有可测噪声下的状态

估计问题.

如文献 [6]所述, UIO设计的充分必要条件是: 系

统的不变零点在左半开复平面内且观测器匹配条件

成立. 在观测器匹配条件满足的前提下,人们提出了

很多未知输入观测器设计方法[5-6, 8-14]. 然而对一些实

际的物理系统,观测器匹配条件是一个很强的限制条

件,因此突破匹配条件的限制具有重大意义.最近,文

献 [18]和 [19]通过构造辅助输出处理了观测器匹配

条件问题.其中文献 [19]通过设计高增益观测器用作

近似微分器, 对辅助输出进行估计,但没有考虑可测

噪声. 此外在设计UIO时,一些文献仅仅考虑了未知

输入而没有考虑可测噪声[2, 6, 8-9, 11, 14, 18-19]; 有一些考

虑了可测噪声而没有考虑未知输入[15-17]. 因此,在突

破观测器匹配条件的同时,进行状态估计以及可测噪

声和未知输入重构具有重大意义.

本文首先针对仅具有未知输入线性系统, 讨论

其观测器匹配条件不满足前提下的UIO设计问题;然

后, 通过增维的手段, 将主要结论上升到同时具有未

知输入和可测噪声的线性系统,并以此提出一种同时

重构未知输入和可测噪声的方法. 本文的创新点体现

在: 首次针对同时具有未知输入和可测噪声的系统,

考虑了观测器匹配条件不满足时的设计问题,并将该

问题与未知输入和可测噪声同时重构方法的提出有

机地结合起来.

1 基基基于于于辅辅辅助助助输输输出出出的的的UIO设设设计计计
1.1 模模模型型型描描描述述述

考虑具有未知输入的不确定线性系统⎧⎨⎩ 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝜂,

𝑦 = 𝐶𝑥.
(1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛、𝑦 ∈ 𝑅𝑝和𝑢 ∈ 𝑅𝑚分别是状态向量、可

测输出和已知输入向量, 𝜂(𝑡) ∈ 𝑅𝑘为未知输入向量,

𝐴、𝐵、𝐶和𝐷是具有相应维的常量矩阵. 假设 rank𝐶

= 𝑝, rank𝐷 = 𝑘, 𝑛 ⩾ 𝑝 ⩾ 𝑘.

假假假设设设 1 系统 (1)是最小相位的,即 {𝐴,𝐶,𝐷}的
所有不变零点在左半开复平面内, 或对于所有具有

Re(𝑠) ⩾ 0的复数 𝑠,下式成立:

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐷

𝐶 0

]
= 𝑛+ 𝑘. (2)

假假假设设设 2 系统状态𝑥(𝑡)、未知输入 𝜂(𝑡)以及其

微分范数有界.

注注注 1 对于系统 (1),在假设 1和观测器匹配条件

rank𝐷 = rank(𝐶𝐷) = 𝑘 (3)

同时满足的情况下,一些UIO已被提出来[5-6, 8-14]. 如

前所述,匹配条件 (3)是一个很强的条件.本文首先对

仅含有未知输入的系统,利用辅助输出突破观测器匹

配条件限制,设计UIO实现对未知输入估计;然后,将

结论上升到具有可测噪声的系统.

1.2 辅辅辅助助助输输输出出出的的的构构构造造造

本节首先基于相对阶的概念,构造满足观测器匹

配条件 (3)的辅助输出向量. 在假设辅助输出向量已

知的情况下, 设计一种可以对系统 (1)进行渐近状态

估计的降维观测器.

定定定义义义 1 假定 𝑟𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)是满足下述方
程的最小整数:{

𝑐𝑖𝐴
𝑘𝑟𝐷 = 0, 𝑘𝑟 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑖 − 2;

𝑐𝑖𝐴
𝑟𝑖−1𝐷 ∕= 0.

其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. 则系统 (1)相对于系统未知输入

𝜂具有向量相对阶 (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑝), 其中行向量 𝑐𝑖 ∈
𝑅1×𝑛是输出矩阵𝐶的第 𝑖个行向量.

假假假设设设 3 假定存在整数 𝛾𝑖 ( 1 ⩽ 𝛾𝑖 ⩽ 𝑟𝑖)使得

𝐶𝑎 = [𝐶T
𝑎1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶T

𝑎𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶T
𝑎𝑝]

T(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝),
𝐶𝑎𝑖 = [𝑐T𝑖 (𝑐𝑖𝐴)

T ⋅ ⋅ ⋅ (𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1)

T
]T. 𝐶𝑎满秩且观

测器匹配条件 rank𝐷 = rank(𝐶𝑎𝐷)成立, 其中 𝛾 =

𝛾1 + 𝛾2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛾𝑝.

引引引理理理 1[18] 系统 {𝐴,𝐶,𝐷}和 {𝐴,𝐶𝑎, 𝐷}具有相
同的不变零点.

引引引理理理 2 [5] 在假设 1和观测器匹配条件

rank𝐷 = rank(𝐶𝑎𝐷) = 𝑘

同时成立的情况下, 当且仅当对于某个对称正定矩

阵𝑄𝑎 ∈𝑅𝑛×𝑛, 存在矩阵𝐿𝑎 ∈𝑅𝑛×𝛾、矩阵𝐺𝑎 ∈𝑅𝑘×𝛾

和对称正定矩阵𝑃𝑎 ∈ 𝑅𝑛×𝑛使得下式成立:{
(𝐴− 𝐿𝑎𝐶𝑎)

T
𝑃𝑎 + 𝑃𝑎(𝐴− 𝐿𝑎𝐶𝑎) = −𝑄𝑎,

𝐷T𝑃𝑎 = 𝐺𝑎𝐶𝑎.
(4)

1.3 基基基于于于辅辅辅助助助输输输出出出的的的降降降维维维观观观测测测器器器设设设计计计

考虑如下与系统 (1)具有相同状态, 且具有辅助

输出向量的辅助输出系统:{
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝜂,

𝑦𝑎 = 𝐶𝑎𝑥.
(5)

其中: 𝐶𝑎 ∈ 𝑅𝛾×𝑛由假设 3给出, 𝑦𝑎是辅助输出向量.

通过 Smith正交变换, 存在可逆矩阵𝑊 ∈ 𝑅𝛾×𝛾
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使得𝐶𝑎 = 𝑊𝐶𝑎, 其中𝐶𝑎 ∈ 𝑅𝛾×𝑛且𝐶𝑎𝐶
T
𝑎 = 𝐼𝛾 . 扩

展矩阵𝐶𝑎成为一个𝑛 × 𝑛正交矩阵𝑆 = [𝐶T
𝑎 𝑀T]T,

其中𝑀 ∈ 𝑅(𝑛−𝛾)×𝑛. 利用等价变换⌢
𝑥 = 𝑆𝑥,系统 (5)

等价于 {
⌢̇
𝑥 =

⌢

𝐴
⌢
𝑥 +

⌢

𝐵𝑢+
⌢

𝐷𝜂,

𝑦𝑎 =
⌢

𝐶𝑎
⌢
𝑥.

(6)

其中:
⌢

𝐴 = 𝑆𝐴𝑆T,
⌢

𝐵 = 𝑆𝐵,
⌢

𝐷 = 𝑆𝐷,
⌢

𝐶𝑎 = 𝐶𝑎𝑆
−1 =

𝑊 [𝐼𝛾 0].

引引引理理理 3 对于某个对称正定矩阵𝑄𝑎,假如存在

矩阵𝐿𝑎、𝐺𝑎和对称正定矩阵𝑃𝑎使得式 (4)成立, 则

存在
⌢

𝑄 = 𝑆𝑄𝑎𝑆
T,

⌢

𝐿 = 𝑆𝐿𝑎,
⌢

𝑃 = 𝑆𝑃𝑎𝑆
T和

⌢

𝐺 = 𝐺𝑎使

得下式成立:⎧⎨⎩ (
⌢

𝐴− ⌢

𝐿
⌢

𝐶𝑎)
T

⌢

𝑃 +
⌢

𝑃 (
⌢

𝐴− ⌢

𝐿
⌢

𝐶𝑎) = −⌢

𝑄,
⌢

𝐷
T⌢

𝑃 =
⌢

𝐺
⌢

𝐶𝑎.
(7)

分解状态向量
⌢
𝑥、矩阵

⌢

𝐴、
⌢

𝐵、
⌢

𝐷、
⌢

𝑄和
⌢

𝑃 成如下

分块矩阵或向量:

⌢
𝑥 =

[
⌢
𝑥1

⌢
𝑥2

]
,

⌢

𝐴 =

[ ⌢

𝐴11

⌢

𝐴12
⌢

𝐴21

⌢

𝐴22

]
,

⌢

𝐵 =

[ ⌢

𝐵1
⌢

𝐵2

]
,

⌢

𝐷 =

[ ⌢

𝐷1
⌢

𝐷2

]
,

⌢

𝑃 =

⎡⎣ ⌢

𝑃 1

⌢

𝑃 2

⌢

𝑃
T

2

⌢

𝑃 3

⎤⎦ , ⌢

𝑄 =

⎡⎣ ⌢

𝑄1

⌢

𝑄2
⌢

𝑄
T

2

⌢

𝑄3

⎤⎦ .
其中: ⌢

𝑥1 ∈ 𝑅𝛾×1,
⌢

𝐴11 ∈ 𝑅𝛾×𝛾 ,
⌢

𝐵1 ∈ 𝑅𝛾×𝑚,
⌢

𝐷1 ∈
𝑅𝛾×𝑘,

⌢

𝑄1、
⌢

𝑃 1 ∈ 𝑅𝛾×𝛾 . 假设
⌢

𝐾 =
⌢

𝑃
−1

3

⌢

𝑃
T

2 ,根据式 (7)

的第 2个方程,可以得到⎡⎣ ⌢

𝑃 1

⌢

𝑃 2

⌢

𝑃
T

2

⌢

𝑃 3

⎤⎦ ⌢

𝐷=
⌢

𝐶
T

𝑎

⌢

𝐺
T

=

[
𝑊T

0

]
⌢

𝐺
T

=

[
𝐼𝛾

0

]
𝑊T

⌢

𝐺
T

,

因此有 [
⌢

𝑃
T

2

⌢

𝑃 3]
⌢

𝐷 = 0. 左乘
⌢

𝑃
−1

3 , 可得 [
⌢

𝐾 𝐼𝑛−𝛾 ] ×
⌢

𝐷 = 0. 取等价变换

𝜍 =

[
𝜍1

𝜍2

]
=

[
𝐼𝛾 0
⌢

𝐾 𝐼𝑛−𝛾

][
⌢
𝑥1

⌢
𝑥2

]
.

其中: 𝜍1 ∈ 𝑅𝛾×1, 𝜍2 ∈ 𝑅(𝑛−𝛾)×1. 则系统 (6)等价于⎧⎨⎩
𝜍1 = (

⌢

𝐴11 −
⌢

𝐴12

⌢

𝐾)𝜍1 +
⌢

𝐴12𝜍2 +
⌢

𝐵1𝑢+
⌢

𝐷1𝜂,

𝜍2 = (
⌢

𝐴22 +
⌢

𝐾
⌢

𝐴12)𝜍2 + [
⌢

𝐾(
⌢

𝐴11 −
⌢

𝐴12

⌢

𝐾)+
⌢

𝐴21 −
⌢

𝐴22

⌢

𝐾]𝜍1 + [
⌢

𝐾 𝐼𝑛−𝛾 ]
⌢

𝐵𝑢,

𝑦𝑎 =𝑊𝜍1.

(8)

定定定理理理 1 假设辅助输出 𝑦𝑎是可测的,则在假设 1

和假设 3成立的情况下,系统⎧⎨⎩

˙̂𝜍2 = (
⌢

𝐴22 +
⌢

𝐾
⌢

𝐴12)𝜍2 + [
⌢

𝐾(
⌢

𝐴11 −
⌢

𝐴12

⌢

𝐾)+
⌢

𝐴21 −
⌢

𝐴22

⌢

𝐾]𝑊−1𝑦𝑎 + [
⌢

𝐾 𝐼𝑛−𝛾 ]
⌢

𝐵𝑢,

𝑥̂ = 𝑆T

[
𝑊−1𝑦𝑎

𝜍2 −
⌢

𝐾𝑊−1𝑦𝑎

] (9)

是系统 (1)的降维观测器,能渐近估计系统 (1)的状态.

证证证明明明 根据式 (8)的第 2式和 (9)的第 1式, 可以

得到观测器误差动态方程

˙̃𝜍2 = (
⌢

𝐴22 +
⌢

𝐾
⌢

𝐴12)𝜍2, (10)

其中 𝜍2 = 𝜍2 − 𝜍2. 注意到
⌢

𝐶𝑎 = [𝑊 0], 可得式 (7)的

第 1个方程的第 2行和第 2列相交的矩阵块满足

(
⌢

𝐴22 +
⌢

𝐾
⌢

𝐴12)
T

⌢

𝑃 3 +
⌢

𝑃 3(
⌢

𝐴22 +
⌢

𝐾
⌢

𝐴12) = −⌢

𝑄3,

故基于Lyapunov稳定性线性理论,误差动态系统 (10)

是稳定的. 基于 𝜍2的估计,可得原系统 (1)的状态估计

为

𝑥̂ = 𝑆T⌢̂
𝑥 =

[
𝐼𝛾 0
⌢

𝐾 𝐼𝑛−𝛾

]−1

𝜍 =

𝑆T

[
𝐼𝛾 0
⌢

𝐾 𝐼𝑛−𝛾

]−1 [
𝑊−1𝑦𝑎

𝜍2

]
= 𝑆T

[
𝑊−1𝑦𝑎

𝜍2 −
⌢

𝐾𝑊−1𝑦𝑎

]
.

由此定理得证. □

1.4 辅辅辅助助助输输输出出出及及及其其其微微微分分分的的的估估估计计计

在定理 1中, 假定辅助输出 𝑦𝑎是可测的. 然而,

实际的输出是 𝑦而不是 𝑦𝑎. 𝑦𝑎不仅包含了 𝑦, 而且还

有其他未知变量. 这里,采用高阶滑模观测器在有限

时间内对辅助输出 𝑦𝑎及其微分进行精确估计. 得到

辅助输出的精确估计之后,在定理 1中用 𝑦𝑎的估计取

代 𝑦𝑎,便可得到系统的状态估计.即

𝑦𝑎 = 𝐶𝑎𝑥 = [𝑦T𝑎1 𝑦T𝑎2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦T𝑎𝑝]
T,

𝑦𝑎𝑖 = 𝐶𝑎𝑖𝑥 = [𝑦𝑎𝑖,1 𝑦𝑎𝑖,2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖 ]
T.

根据定义 1和假设 3, 并引入新状态变量 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 =

𝜓𝑖(𝑥, 𝜂) = 𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

(𝐴𝑥+𝐷𝜂),把 𝑦𝑖1 = 𝑦𝑖作为输出方

程,对 𝑦𝑎𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)微分,则有⎧⎨⎩

𝑦̇𝑎𝑖,1 = 𝑦𝑎𝑖,2 + 𝑐𝑖𝐵𝑢,
...

𝑦̇𝑎𝑖,𝛾𝑖 = 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 + 𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

𝐵𝑢,

𝑦̇𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 = 𝜓̇𝑖,

𝑦𝑖1 = 𝑦𝑖.

(11)

其中,由假设 2可知 𝜓̇𝑖未知但范数有界.

对于系统 (11),考虑如下的高阶滑模观测器[20]:⎧⎨⎩

˙̂𝑦𝑎𝑖,1 = 𝑦𝑎𝑖,2 − 𝑤𝑖,1 + 𝑐𝑖𝐵𝑢,
...

˙̂𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖
= 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 − 𝑤𝑖,𝛾𝑖 + 𝑐𝑖𝐴

𝛾𝑖−1

𝐵𝑢,

˙̂𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 = −𝑤𝑖,𝛾𝑖+1.

(12)

其中{
𝑤𝑖,0 = 𝑦𝑎𝑖,1 − 𝑦𝑖1,

𝑤𝑖,𝑗 = 𝜅𝑎𝑖,𝑗 ∣𝑤𝑖,𝑗−1∣(𝛾𝑖−𝑗+1)/(𝛾𝑖−𝑗+2) ⋅ sign(𝑤𝑖,𝑗−1).

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛾𝑖 + 1且𝜅𝑎𝑖,𝑗 > 0是观测器增益.

定定定理理理 2 在假设 2成立的情况下, 高阶滑模观

测器 (12)能够在有限时间内对辅助输出向量 𝑦𝑎𝑖及



1148 控 制 与 决 策 第 28 卷

其微分进行精确估计. 特别地, 在有限时间内, 𝑦𝑎𝑖 =

[𝑦𝑎𝑖,1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖
]
T是 𝑦𝑎𝑖 = [𝑦𝑎𝑖,1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖

]T的精确

估计,且 𝜁𝑎𝑖=[𝑦𝑎𝑖,2+𝑐𝑖𝐵𝑢 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1+𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1𝐵𝑢]T

和 𝛿𝑎 = [𝑦𝑎1,𝛾1+1 + 𝑐1𝐴
𝛾1−1𝐵𝑢 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑎𝑝,𝛾𝑝+1 + 𝑐𝑝 ×

𝐴𝛾𝑝−1𝐵𝑢]
T
分别为 𝑦̇𝑎𝑖和 𝛿𝑎 = [𝑦̇𝑎1,𝛾1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦̇𝑎𝑝,𝛾𝑝 ]

T的

精确估计.

证证证明明明 系统 (11)和 (12)之间的误差动态系统为⎧⎨⎩
𝑒̇𝑎𝑖,1 = 𝑒𝑎𝑖,2 − 𝑤𝑖,1,

...

𝑒̇𝑎𝑖,𝛾𝑖 = 𝑒𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 − 𝑤𝑖,𝛾𝑖 ,

𝑒̇𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 = −𝑤𝑖,𝛾𝑖+1 − 𝜓̇𝑖,

其中 𝑒𝑎𝑖,𝑗 = 𝑦𝑎𝑖,𝑗 − 𝑦𝑎𝑖,𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛾𝑖 + 1). 通过

采用与文献 [20]相似的方法, 选择合适的增益𝜅𝑎𝑖,𝑗

(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛾𝑖 + 1)可以在有限时间内到达滑模面

𝑒𝑎𝑖,1 = 𝑒𝑎𝑖,2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑒𝑎𝑖,𝛾𝑖+1 = 0, 即在有限时间内,

𝑦𝑎𝑖,𝑗是 𝑦𝑎𝑖,𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛾𝑖 + 1)的精确估计.基于式

(11), 可以得到 𝜁𝑎𝑖,𝑗是 𝑦̇𝑎𝑖,𝑗的精确估计, 𝛿𝑎是 𝛿𝑎 =

[𝑦̇𝑎1,𝛾1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦̇𝑎𝑝,𝛾𝑝 ]
T的精确估计. □

高阶滑模观测器 (12)也可写为如下矩阵形式:

˙̂𝑦∗𝑎𝑖 = Δ𝛾𝑖
𝑦∗𝑎𝑖 − 𝑤𝛾𝑖

+𝐻𝛾𝑖
𝑢. (13)

其中

𝑦∗𝑎𝑖 = [𝑦T𝑎𝑖 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1]
T =

[𝑦𝑎𝑖,1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1]
T ∈ 𝑅𝛾𝑖+1,

𝑤𝛾𝑖
= [𝑤𝑖,1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑤𝑖,𝛾𝑖

𝑤𝑖,𝛾𝑖+1]
T ∈ 𝑅𝛾𝑖+1,

Δ𝛾𝑖 =

[
0𝛾𝑖×1 𝐼𝛾𝑖

0 01×𝛾𝑖

]
∈ 𝑅(𝛾𝑖+1)×(𝛾𝑖+1),

𝐻𝛾𝑖 = [(𝑐𝑖𝐵)
T ⋅ ⋅ ⋅ (𝑐𝑖𝐴

𝛾𝑖−1𝐵)
T

0]T ∈ 𝑅(𝛾𝑖+1)×𝑚.

由于在有限时间内 𝑦𝑎是辅助输出向量 𝑦𝑎的精确

估计,基于定理 1可以得到如下定理.

定定定理理理 3 在假设 1∼假设 3成立的情况下,系统⎧⎨⎩

˙̂𝜍2 = (
⌢

𝐴22 +
⌢

𝐾
⌢

𝐴12)𝜍2 + [
⌢

𝐾(
⌢

𝐴11 −
⌢

𝐴12

⌢

𝐾)+
⌢

𝐴21 −
⌢

𝐴22

⌢

𝐾]𝑊−1𝑦𝑎 + [
⌢

𝐾 𝐼𝑛−𝛾 ]
⌢

𝐵𝑢,

𝑥̂ = 𝑆T

[
𝑊−1𝑦𝑎

𝜍2 −
⌢

𝐾𝑊−1𝑦𝑎

] (14)

是系统 (1)的降维观测器, 可在有限时间内渐近估计

系统 (1)的状态,其中 𝑦𝑎由高阶滑模观测器 (12)给出.

注注注 2 类似于式 (12)的高阶滑模观测器也被用

来处理辅助输出的估计问题[18, 21]. 在文献 [12-13]中,

高阶滑模观测器被直接用作一类仿射非线性系统的

未知输入观测器.

1.5 未未未知知知输输输入入入重重重构构构

本节基于上述状态和辅助输出微分的估计,给出

一种未知输入重构方法.

定定定理理理 4 在假设 1∼假设 3成立的情况下,有

𝜂 = (𝑈T𝑈)−1𝑈T[𝛿𝑎 − 𝐶𝑎(𝐴𝑥̂+𝐵𝑢)]. (15)

其中: 𝐶𝑎 = [(𝑐1𝐴
𝛾1−1

)
T ⋅ ⋅ ⋅ (𝑐𝑝𝐴

𝛾𝑝−1

)
T
]T, 𝑈 = 𝐶𝑎𝐷,

𝜂是原系统未知输入 𝜂的渐近最优估计, 𝑥̂由降维观

测器 (14)给出,而 𝛿𝑎由高阶滑模观测器 (12)给出.

证证证明明明 由式 (11)中 𝑦̇𝑎𝑖,𝛾𝑖 = 𝑦𝑎𝑖,𝛾𝑖+1+𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

𝐵𝑢,

得

𝑦̇𝑎𝑖,𝛾𝑖 = 𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

(𝐴𝑥+𝐷𝜂) + 𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

𝐵𝑢 =

𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

(𝐴𝑥+𝐵𝑢) + 𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

𝐷𝜂,

或 𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

𝐷𝜂 = 𝑦̇𝑎𝑖,𝛾𝑖 − 𝑐𝑖𝐴
𝛾𝑖−1

(𝐴𝑥+𝐵𝑢). 上述 𝑝个

方程 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)可写为矩阵方程𝑈𝜂 = 𝛿𝑎−𝐶𝑎×
(𝐴𝑥+𝐵𝑢). 因 rank𝑈 = rank𝐶𝑎𝐷 = rank𝐶𝑎𝐷 =

rank𝐷 = 𝑘, 即𝑈是列满秩矩阵, 故𝑈T𝑈是可逆的.

因此未知输入向量 𝜂满足

𝜂 = (𝑈T𝑈)−1𝑈T[𝛿𝑎 − 𝐶𝑎(𝐴𝑥+𝐵𝑢)]. (16)

式 (15)和 (16)之间的误差方程为

𝜂 = (𝑈T𝑈)−1𝑈T[𝛿𝑎 − 𝐶𝑎𝐴𝑥̃].

其中: 𝜂(𝑡) = 𝜂(𝑡) − 𝜂(𝑡), 𝛿𝑎(𝑡) = 𝛿𝑎(𝑡) − 𝛿𝑎(𝑡), 𝑥̃(𝑡) =

𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡). 因为 lim
𝑡→∞

𝛿𝑎(𝑡) = 0, lim
𝑡→∞

𝑥̃(𝑡) = 0, 所以

lim
𝑡→∞

𝜂(𝑡) = 0. □

2 结结结论论论的的的提提提升升升

下面考虑同时具有未知输入和可测噪声的线性

系统.基于前节的结论,给出处理这类系统的方法,提

出相应的未知输入和可测噪声同时重构方法. 为此,

考虑如下具有可测噪声系统:{
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝜂,

𝑦 = 𝐶𝑥+ 𝐹𝑑.
(17)

其中: 𝑑(𝑡) ∈ 𝑅𝑞是可测噪声向量, 𝑥、𝑦、𝑢和 𝜂定义与

系统 (1)相同.假设𝑛 ⩾ 𝑝 ⩾ 𝑞 + 𝑘且 rank𝐹 = 𝑞. 对于

系统 (17),作如下假设.

假假假设设设 4 对于所有Re(𝑠) ⩾ 0的复数 𝑠, 下式成

立:

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐷 0

𝐶 0 𝐹

]
= 𝑛+ 𝑘 + 𝑞. (18)

假假假设设设 5 系统状态𝑥(𝑡)、未知输入 𝜂(𝑡)、可测噪

声 𝑑(𝑡)及其微分范数有界.

引入状态向量 𝑧 ∈ 𝑅𝑝且满足下述微分方程:

𝑧̇ = 𝐴𝑑𝑧 −𝐴𝑑𝑦, (19)

其中𝐴𝑑 ∈ 𝑅𝑝×𝑝是Hurwitz矩阵且非奇异. 增维向量

𝑥̄ = [𝑥T 𝑧T]T,则原系统 (17)和 (19)可扩展为{
˙̄𝑥 = 𝐴𝑥̄+ 𝐵̄𝑢+ 𝐸̄𝜙,

𝑧 = 𝐶𝑥̄.
(20)

其中
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𝐴=

[
𝐴 0

−𝐴𝑑𝐶 𝐴𝑑

]
, 𝐵̄=

[
𝐵

0

]
, 𝐸̄=

[
𝐷 0

0 −𝐴𝑑𝐹

]
,

𝐶 = [0 𝐼𝑝], 𝜙 = [𝜂T 𝑑T]T.

向量𝜙由原系统 (17)的未知输入向量 𝜂和可测

噪声向量 𝑑组成,并被看作增维系统 (20)的未知输入.

注注注 3 对于高频信号的干扰,高增益滑模观测器

(12)的估计效果不佳. 对此, 本文主要针对低频可测

噪声信号和未知干扰进行重构. 如何改进,使本文方

法适用于高频噪声,是值得进一步考虑的问题.

引引引理理理 4 系统 (20)是最小相位的, 即 {𝐴,𝐶, 𝐸̄}
的所有不变零点在左半开复平面内, 或对于所有具

有Re(𝑠) ⩾ 0的复数 𝑠,有

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐸̄

𝐶 0

]
= 𝑛+ 𝑝+ 𝑘 + 𝑞 (21)

成立当且仅当对于所有具有Re(𝑠) ⩾ 0的复数 𝑠, 式

(18)成立.

证证证明明明 因𝐴𝑑是非奇异的,故对于所有具有Re(𝑠)

⩾ 0的复数 𝑠,有

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐷 0

𝐴𝑑𝐶 0 −𝐴𝑑𝐹

]
=

rank

[
𝐼𝑛 0

0 𝐴𝑑

][
𝑠𝐼 −𝐴 𝐷 0

𝐶 0 −𝐹

]
=

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐷 0

𝐶 0 𝐹

]
= 𝑛+ 𝑘 + 𝑞

成立. 又因为

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐸̄

𝐶 0

]
=

rank

⎡⎢⎣ 𝑠𝐼 −𝐴 0 𝐷 0

𝐴𝑑𝐶 𝑠𝐼 −𝐴𝑑 0 −𝐴𝑑𝐹

0 𝐼𝑝 0 0

⎤⎥⎦ =

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐷 0

𝐴𝑑𝐶 0 −𝐴𝑑𝐹

]
+ 𝑝,

可以推断, 对于所有具有Re(𝑠) ⩾ 0的复数 𝑠, 式 (18)

成立当且仅当

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴 𝐸̄

𝐶 0

]
= 𝑛+ 𝑝+ 𝑘 + 𝑞

成立. □

由于

rank𝐸̄ = rank

[
𝐷 0

0 −𝐴𝑑𝐹

]
= 𝑘 + 𝑞,

rank(𝐶𝐸̄) = rank[0 −𝐴𝑑𝐹 ] = 𝑞,

对于增维系统 (20), 观测器匹配条件 rank𝐸̄ = rank

(𝐶𝐸̄)不成立.

由引理 4可知,增维系统 (20)满足UIO设计的最

小相位系统条件,但是观测器匹配条件并不满足. 对

于增维系统 (20),采用类似于 1.2∼ 1.5节中状态估计

和未知输入重构的处理方法构造辅助输出,用以估计

辅助输出 𝑧𝑎及其微分的高阶滑模观测器

˙̂𝑧∗𝑎𝑖 = Δ𝛾𝑖𝑧
∗
𝑎𝑖 − 𝑤𝛾𝑖 +𝐻𝛾𝑖𝑢. (22)

其中

𝑧∗𝑎𝑖 = [𝑧T𝑎𝑖 𝑧𝑎𝑖,𝛾𝑖+1]
T =

[𝑧𝑎𝑖,1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧𝑎𝑖,𝛾𝑖 𝑧𝑎𝑖,𝛾𝑖+1]
T ∈ 𝑅𝛾𝑖+1,

𝑤𝛾𝑖 = [𝑤𝑖,1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑤𝑖,𝛾𝑖 𝑤𝑖,𝛾𝑖+1]
T ∈ 𝑅𝛾𝑖+1,

Δ𝛾𝑖 =

[
0𝛾𝑖×1 𝐼𝛾𝑖

0 01×𝛾𝑖

]
∈ 𝑅(𝛾𝑖+1)×(𝛾𝑖+1),

𝐻𝛾𝑖 = [(𝑐𝑖𝐵̄)
T ⋅ ⋅ ⋅ (𝑐𝑖𝐴

𝛾𝑖−1𝐵̄)
T

0] ∈ 𝑅(𝛾𝑖+1)×𝑚.

利用高阶滑模观测器 (22)得到辅助输出及其微

分的估计之后,基于定理 3和定理 4,可得如下结论.

定定定理理理 5 在假设 3∼假设 5成立的情况下,系统⎧⎨⎩

˙̂𝜍2 = (
⌢

𝐴22 +
⌢

𝐾
⌢

𝐴12)𝜍2 + [
⌢

𝐾(
⌢

𝐴11 −
⌢

𝐴12

⌢

𝐾)+
⌢

𝐴21 −
⌢

𝐴22

⌢

𝐾]𝑊−1𝑧𝑎 + [
⌢

𝐾 𝐼𝑛+𝑝−𝛾 ]
⌢

𝐵𝑢,

ˆ̄𝑥 = 𝑆T

[
𝑊−1𝑧𝑎

𝜍2 −
⌢

𝐾𝑊−1𝑧𝑎

]
,

𝑥̂ = [ 𝐼𝑛 0𝑛×𝑝 ]ˆ̄𝑥

(23)

是系统 (17)或 (20)的降维观测器.

定定定理理理 6 在假设 3∼假设 5成立的情况下,有

𝜙 = (𝑈T𝑈)−1𝑈T[𝛿𝑎 − 𝐶𝑎(𝐴ˆ̄𝑥+ 𝐵̄𝑢)], (24)

𝜂 = [𝐼𝑘 0𝑘×𝑞]𝜙, (25)

𝑑 = [0𝑞×𝑘 𝐼𝑞]𝜙. (26)

其中

𝐶𝑎 = [(𝑐1𝐴
𝛾1−1

)
T ⋅ ⋅ ⋅ (𝑐𝑝𝐴

𝛾𝑝−1

)
T
]T,

𝛿𝑎 = [𝑦𝑎1,𝛾1+1 + 𝑐1𝐴
𝛾1−1𝐵𝑢 𝑦𝑎2,𝛾2+1+

𝑐2𝐴
𝛾2−1𝐵𝑢 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑎𝑝,𝛾𝑝+1 + 𝑐𝑝𝐴

𝛾𝑝−1𝐵𝑢]T,

𝛿𝑎是 𝛿𝑎 = [𝑧̇𝑎1,𝛾1
𝑧̇𝑎2,𝛾2

⋅ ⋅ ⋅ 𝑧̇𝑎𝑝,𝛾𝑝
]T的精确估计,

𝜙是增维系统未知输入向量𝜙 = [𝜂T 𝑑T]T的最优估

计, 𝑈 = 𝐶𝑎𝐸̄. 于是可知 𝜂和 𝑑分别是系统 (18)中未

知输入 𝜂和可测噪声 𝑑的渐近最优估计.

注注注 4 文献 [18]和 [19]在突破观测器匹配条件

的情况下实现了状态和未知输入的同时估计, 但没

有考虑可测噪声. 本文主要设计思想来源于文献 [18-

19], 但在技术处理上具有根本的区别. 更进一步, 本

文所提方法能够同时重构未知输入和可测噪声,所以

本文的工作是对文献 [18-19]结论的提升.

3 仿仿仿真真真研研研究究究

3.1 系系系统统统描描描述述述

通过一个具有未知输入和可测噪声的VTOL飞
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行器模型[22]来表明本文方法的实用性. 模型如下:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−9.947 7 −0.747 6 0.263 2 5.033 7

52.165 9 2.745 2 5.553 2 −24.422 1

26.099 2 2.636 1 −4.197 5 −19.277 4

0 0 1.000 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.442 2 0.176 1

3.544 6 −7.592 2

−5.520 0 4.490 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐶 =

⎡⎢⎣ 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

⎤⎥⎦ ,
𝐷 = [0 0 1 0]T, 𝐹 = [0 1 1]T.

其中: 𝑥1 ∼ 𝑥4分别为横向速度、纵向速度、滚转角速

度和滚转角, 𝑢1和𝑢2分别为总变距控制和纵向周期

俯仰角控制.

对于式 (19),选择𝐴𝑑 = −20𝐼3,可以得到增维系

统 (20)的系数矩阵𝐴、𝐵̄、𝐶和 𝐸̄. 不难证明, 观测器

匹配条件 rank𝐸̄ = rank(𝐶𝐸̄)是不满足的.

3.2 辅辅辅助助助输输输出出出构构构造造造及及及状状状态态态估估估计计计

对于增维系统 (20), 其向量相对阶 (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) =

(3, 1, 1). 假如选择 𝛾1 = 𝑟1 = 3, 𝛾2 = 𝑟2 = 1和 𝛾3 =

𝑟3 = 1,则有

𝐶𝑎 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐1

𝑐1𝐴

𝑐1𝐴
2

𝑐2

𝑐3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 1 0 0

20 0 0 0 −20 0 0

−598.954 −14.952 5.264 100.674 400 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

对于增维辅助输出

𝑧𝑎 = 𝐶𝑎𝑥̄ = [𝑧T𝑎1 𝑧T𝑎2 𝑧T𝑎3]
T =

[𝑧1 𝑧𝑎1,2 𝑧𝑎1,3 𝑧2 𝑧3]
T,

由于 𝑧𝑎包含未知变量 𝑧𝑎1,2和 𝑧𝑎1,3, 它们需要由高阶

滑模观测器 (22)中的状态 𝑧𝑎1,2和 𝑧𝑎1,3进行精确估

计.初值设定为 𝑧𝑎1,2(0) = −0.2和 𝑧𝑎1,3(0) = −0.5,其

估计误差如图 1所示. 由图 1可以看出,估计效果是满

意的. 在仿真时,输入𝑢 = 0.

对于增维辅助输出 𝑧𝑎 = 𝐶𝑎𝑥̄, 容易证明观测器

匹配条件 rank𝐸̄ = rank(𝐶𝑎𝐸̄)成立. 本例中, 因增维

系统维数为𝑛+ 𝑝 = 7,总相对阶 𝛾 = 𝛾1 + 𝛾2 + 𝛾3 = 5,

故降维观测器 (23)的维数为 2. 根据矩阵
⌢

𝐴, 可以得

到
⌢

𝐴11、
⌢

𝐴12、
⌢

𝐴21和
⌢

𝐴22. 仿真中设置初始值 𝜍2,1(0) =

0

1

2

4 8 12 16 20

0

-1

t /s

z
a

1
,2

(a) z
a1,2!"#$%

0

0

20

4 8 12 16 20
-40

t /s

z
a
1

,3

-20

(b) z
a1,3!"#$%

图 1 辅助输出的估计误差

−0.3和 𝜍2,2(0) = −0.2, 状态估计误差曲线如图 2所

示. 由图 2可以看出,状态估计效果令人满意.

0

2

4 8 12 16 20

0

-2

t /s

x
x

1
2

,

(a) ,x x1 2!"#$%

x1

x2

0

20

4 8 12 16 20

0

-20

t /s

x
x

3
4

,

(b) ,x x3 4!"#$%

x3

x4

图 2 状态估计误差

3.3 未未未知知知输输输入入入和和和可可可测测测噪噪噪声声声重重重构构构

由于高阶滑模观测器 (22)提供了 𝑧̇𝑎1,3、̇𝑧𝑎2,1和

𝑧̇𝑎3,1的精确估计,未知输入和可测噪声的重构可以通

过式 (24)∼ (26)进行计算.假设未知输入和可测噪声

分别为 𝜂 = 3 cos(3𝑡)和 𝑑 = 0.3 sin(3𝑡)+0.2 cos(2𝑡),则

对于未知输入 𝜂和可测噪声 𝑑的重构曲线分别如图 3

和图 4所示,由图可以看出其满意的重构效果.
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4 8 12 16 20
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#
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图 3 未知输入 𝜂的重构
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图 4 可测噪声 𝑑的重构

4 结结结 论论论

本文首先针对仅有未知输入的线性系统,对观测

器匹配条件不成立情况下的状态估计和未知输入重

构问题进行了研究,通过构造辅助输出并利用高阶滑

模观测器对辅助输出及其微分进行精确估计;然后设

计降维观测器对状态进行估计;最后, 针对同时具有

未知输入和可测噪声的线性系统, 通过增维的手段,

提出了一种能够同时重构未知输入和可测噪声的方

法. 本文在突破观测器匹配条件的同时,提出了同时

未知输入和可测噪声重构的方法. 仿真结果验证了本

文方法的有效性.
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