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摘 要: 在加法和乘法两种需求模式下,研究了带有缺货惩罚的单周期报童模型的最优定价-订购联合决策问题,证

明了最优决策的存在性及唯一性的充分条件,并具体给出了最优决策的解析表达式. 通过数值算例,验证了结论的有

效性,给出了价格敏感因子对最优决策和期望收益的影响.研究结果在理论上更具有一般性,而且为研究多零售商的

价格竞争决策问题和供应链契约协调等问题提供了理论依据.
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Abstract: In the standard newsvendor model, the price is assumed to be fixed or exogenously given, so a decision maker

facing random demand decides how much of it to order for a single selling period. This paper studies an extension of the

newsvendor problem in which stocking quantity and selling price are set simultaneously. The general newsvendor model with

lost-sale penalty cost is considered, then the existence and uniqueness of the joint pricing and ordering decisions are proved

respectively for two different demand models. Finally, an numerical example is used to verify the results. It is also given

that the price sensitivity of demand has an effect on optimal decisions and revenue. These results are not only more general

but also may serve as the modeling framework for other related research such as multi-retailer competition and supply chain

contract coordination.
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0 引引引 言言言

基于时间的竞争,产品生命周期不断缩短,很多

产品 (如电子数码、时装、软件等)具有季节性产品的

特点,可以采用报童模型来管理这些产品. 经典的报

童模型主要集中于单个决策者在随机需求下,确定最

优订购量的问题,没有考虑销售价格等因素对订购决

策的影响. Whitin[1]首次在构建报童问题时引入了销

售价格,建立了具有价格相关的需求函数, 价格成为

决策者的决策变量,在模型求解中他首先固定价格来

求得最优的订购量, 然后再求得最优的销售价格.此

后,联合定价与订购问题便引起了学术界的广泛兴趣.

关于单周期下报童模型的联合定价-订购决策,

主要解决两个问题: 1) 如何描述依赖价格的随机需

求; 2)如何获得联合最优的定价-订购决策.

通常是把依赖价格的随机需求𝐷(𝑝, 𝜀)分解成两

部分: 1)与价格相关的均值需求 𝑦(𝑝); 2)与价格无关

的随机需求扰动项 𝜀.

一般地,假设均值需求 𝑦(𝑝)是关于价格 𝑝的减函

数,对于不同的产品, 𝑦(𝑝)可以具有不同的表达形式,

同时 𝜀服从不同的分布.常用的两种需求函数是加性

需求函数和乘性需求函数. Mills[2-3]考虑需求是线性

加函数 (𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑦(𝑝) + 𝜀, 𝑦(𝑝) = 𝑎 − 𝑏𝑝), 𝜀服从均

匀分布; Lau等[4]同样考虑线性加函数模型,但 𝜀服从

正态分布; Ernst[5]和Thowsen[6]考虑的需求是线性加
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函数, 𝜀的累积分布函数属于𝑃𝐹2族. Karlin等[7]考虑

的需求函数是弹性乘函数 (𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑦(𝑝)𝜀, 𝑦(𝑝) =

𝑎𝑝−𝑏); Nevins[8]考虑的需求是线性乘函数, 𝜀服从正态

分布. Polatoglu[9]同时考虑了加需求函数和乘需求函

数,对于加需求函数, 𝑦(𝑝) = 𝑎 − 𝑏𝑝, 𝜀服从均匀分布;

对于乘需求函数, 𝑦(𝑝) = 𝑎− 𝑏𝑝, 𝜀服从指数分布.

Petruzzi等[10]考虑的是单一产品、单周期的报童

模型, 在随机需求下, 单个决策者如何同时确定最优

的订购数量 𝑞和销售价格 𝑝. 他考虑了两种形式的与

价格相关的需求函数,即加法需求模式𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑦(𝑝)

+ 𝜀和乘法需求模式𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑦(𝑝)𝜀,对以前的结果给

予了全面的综述并进行了推广. 然后,分别在这两种

函数形式下考察了报童模型,并指出这两者之间的差

别在于影响需求不确定性的方式的不同,加法模式下

的需求方差与价格 𝑝无关,而乘法模式下的需求的方

差则是关于价格 𝑝的函数.

对于单周期报童模型的联合最优定价-订购决策

问题,缺货惩罚的存在将使模型更为复杂, 在数学处

理上存在着一定的困难.本文考虑带有缺货惩罚的单

周期报童模型, 在两种需求模式下, 利用随机需求扰

动项 𝜀具有增的失败率 (IFR)这一条件, 给出最优决

策存在性及唯一性的充分条件,并具体给出了库存因

子 𝑧∗的解析表达式. 同时, 𝜀服从均匀分布,结合具体

的数值算例, 给出了报童模型的最优定价和订购量,

以及价格敏感因子对最优决策和期望收益的影响.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑依赖价格的随机需求下的报童模型. 在销售

季节来临之前,报童要依据自身期望收益最大化的原

则, 同时决定最优的零售价格和订购数量. 令 𝑐为单

位订购成本, ℎ为销售季末的单位库存处理成本 (ℎ可

能是负值,但ℎ ⩾ −𝑐), 𝑠为销售季末缺货时的单位惩

罚成本. 于是,报童模型的收益函数为

Π (𝑞, 𝑝) =

𝑝min(𝑞,𝐷)− 𝑐𝑞 − ℎ(𝑞 −𝐷)+ − 𝑠(𝐷 − 𝑞)+ =

(𝑝− 𝑐)𝑞 − (𝑝+ ℎ)(𝑞 −𝐷)+ − 𝑠(𝐷 − 𝑞)+. (1)

令

Λ(𝑧) = 𝐸(𝑧 − 𝜀)+ =
w 𝑧

𝐴
(𝑧 − 𝑢)𝑓(𝑢)d𝑢,

Θ(𝑧) = 𝐸(𝜀− 𝑧)+ =
w 𝐵

𝑧
(𝑢− 𝑧)𝑓(𝑢)d𝑢.

𝜀是定义在 [𝐴,𝐵]上的随机变量,其均值为𝜇. 设𝐹 (⋅)
和 𝑓(⋅)分别是 𝜀的累积分布函数和概率密度函数,令

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)/[1 − 𝐹 (𝑥)]表示随机变量 𝜀的失败率,如

果ℎ(𝑥)是𝑥的增函数, 则称 𝜀具有增的失败率 (IFR).

事实上很多分布都具有 IFR,比如正态、均匀、伽玛和

威布尔分布.

2 决决决策策策模模模型型型

2.1 加加加法法法需需需求求求模模模式式式

在加法需求模式下, 𝐷(𝑝) = 𝑦(𝑝) + 𝜀, 𝑦(𝑝) = 𝑎−
𝑏𝑝, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0. 令库存因子 𝑧 = 𝑞 − 𝑦(𝑝), 则 𝑞 =

𝑦(𝑝) + 𝑧, (𝑞 −𝐷)+ = (𝑧 − 𝜀)+, (𝐷 − 𝑞)+ = (𝜀− 𝑧)+.

式 (1)的期望收益函数为

𝜋(𝑧, 𝑝) =

(𝑝− 𝑐)(𝑦(𝑝) + 𝑧)− (𝑝+ ℎ)Λ(𝑧)− 𝑠Θ(𝑧). (2)

于是, 确定最优零售价格 𝑝∗和最优订购量 𝑞∗的问题

将转化为确定 (𝑝∗, 𝑧∗).

定定定理理理 1在加法需求模式下, 𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑎 − 𝑏𝑝 + 𝜀,

对于任意 𝑧 (𝐴 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝐵),存在唯一最优的零售价格

𝑝∗ = 𝑝(𝑧) =
𝑎+ 𝑏𝑐+ 𝑧 − Λ(𝑧)

2𝑏
, (3)

而且,如果 𝑎 − 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑠 + 𝐴 > 0, 且 𝜀具有 IFR,则 𝑧∗

可以由下式唯一确定:

𝐹 (𝑧) =
𝑎− 𝑏𝑐+ 2𝑏𝑠+ 𝑧 − Λ(𝑧)

𝑎+ 𝑏𝑐+ 2𝑏ℎ+ 2𝑏𝑠+ 𝑧 − Λ(𝑧)
. (4)

证证证明明明 给定 𝑧,将式 (2)关于 𝑝分别求一阶和二阶

导数,有
∂𝜋(𝑧, 𝑝)

∂𝑝
= 𝑎− 𝑏𝑝+ 𝑧 − 𝑏(𝑝− 𝑐)− Λ(𝑧) =

𝑎+ 𝑏𝑐+ 𝑧 − Λ(𝑧)− 2𝑏𝑝, (5)

∂2𝜋(𝑧, 𝑝)

∂𝑝2
= −2𝑏 < 0.

所以,对于任何 𝑧 (𝐴 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝐵),供应链存在唯一最优

的零售价格,即

𝑝∗ = 𝑝(𝑧) =
𝑎+ 𝑏𝑐+ 𝑧 − Λ(𝑧)

2𝑏
,

将 𝑝∗代入式 (2),有

𝜋(𝑧, 𝑝(𝑧)) =

(𝑝∗ − 𝑐)(𝑦(𝑝∗) + 𝑧)− (𝑝∗ + ℎ)Λ(𝑧)− 𝑠Θ(𝑧),

由链式求导法则,有
d𝜋(𝑧, 𝑝(𝑧))

d𝑧
=

∂𝜋(𝑧, 𝑝(𝑧))

∂𝑝∗
d𝑝∗

d𝑧
+

∂𝜋(𝑧, 𝑝(𝑧))

∂𝑧
. (6)

由 𝑝(𝑧)的最优性,可得式 (6)中第 1项为 0,有
d𝜋(𝑝(𝑧), 𝑧)

d𝑧
=

(𝑝∗ − 𝑐)− (𝑝∗ + ℎ)𝐹 (𝑧) + 𝑠(1− 𝐹 (𝑧)) =

1

2𝑏
𝑔(𝑧),

其中

𝑔(𝑧) = 𝑎− 𝑏𝑐+ 2𝑏𝑠+ 𝑧 − Λ(𝑧)− (𝑎+ 𝑏𝑐+

2𝑏ℎ+ 2𝑏𝑠+ 𝑧 − Λ(𝑧))𝐹 (𝑧).

下面证明 𝑧∗存在且唯一.

因为 1/(2𝑏) > 0, 所以 𝑧∗满足 𝑔(𝑧∗) = 0, 即得

式 (4). 下面只需证明 𝑧∗是唯一的,即证 𝑔(𝑧)在 [𝐴,𝐵]

上是单峰函数.
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𝑔(𝑧)在 [𝐴,𝐵]上是连续的, 且 𝑔(𝐴) = 𝑎 − 𝑏𝑐 +

2𝑏𝑠+𝐴, 𝑔(𝐵) = −2𝑏(𝑐+ ℎ) < 0,有

𝑔′(𝑧) =

[1− 𝐹 (𝑧)]{1− 𝐹 (𝑧)− ℎ(𝑧)[𝑎+ 𝑏𝑐+

2𝑏ℎ+ 2𝑏𝑠+ 𝑧 − Λ(𝑧)]},
𝑔′′(𝑧) =

− ℎ(𝑧)𝑔′(𝑧) + [1− 𝐹 (𝑧)]{−𝑓(𝑧)− ℎ′(𝑧)[𝑎+ 𝑏𝑐+

2𝑏ℎ+ 2𝑏𝑠+ 𝑧 − Λ(𝑧)]− ℎ(𝑧)[1− 𝐹 (𝑧)]}.
一方面,若 𝑎−𝑏𝑐+2𝑏𝑠+𝐴 > 0,则 𝑔(𝑧)在 [𝐴,𝐵]上至少

有一个零点;另一方面,若 𝜀具有 IFR,即ℎ′(𝑧) > 0,当

𝑔′(𝑧) = 0时, 则有 𝑔′′(𝑧) < 0. 这意味着 𝑔(𝑧)在 [𝐴,𝐵]

上是单峰函数,所以存在唯一最优的 𝑧∗. 2
2.2 乘乘乘法法法需需需求求求模模模式式式

在乘法模式下, 𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑦(𝑝)𝜀, 𝑦(𝑝) = 𝑎𝑝−𝑏,

𝑎 > 0, 𝑏 > 1. 令库存因子 𝑧 = 𝑞/𝑦(𝑝), 则 𝑞 = 𝑦(𝑝)𝑧,

(𝑞 −𝐷)+ = 𝑦(𝑝)(𝑧 − 𝜀)+, (𝐷 − 𝑞)+ = 𝑦(𝑝)(𝜀− 𝑧)+.

式 (1)的期望收益函数为

𝜋(𝑧, 𝑝) = 𝑦(𝑝){(𝑝− 𝑐)𝑧 − (𝑝+ ℎ)Λ(𝑧)− 𝑠Θ(𝑧)}. (7)

于是, 确定最优零售价格 𝑝∗和最优订购量 𝑞∗的问题

将转化为确定 (𝑝∗, 𝑧∗).

定定定理理理 2 在乘法需求模式下, 𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑎𝑝−𝑏𝜀,对

于任意 𝑧 (𝐴 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝐵),存在唯一最优的零售价格

𝑝∗ = 𝑝(𝑧) =
𝑏(𝑐𝑧 + ℎΛ(𝑧) + 𝑠Θ(𝑧))

(𝑏− 1)(𝑧 − Λ(𝑧))
, (8)

而且, 如果 𝑏(𝑐 + ℎ) − 2(ℎ + 𝑠) > 0, 且 𝜀具有 IFR, 则

𝑧∗可以由下式唯一确定:

𝐹 (𝑧) =

(𝑏− 1)(𝑐+ ℎ)(𝑧 − Λ(𝑧))

𝑏(𝑐𝑧 + ℎΛ(𝑧) + 𝑠Θ(𝑧)) + (𝑏− 1)(ℎ+ 𝑠)(𝑧 − Λ(𝑧))
.

(9)

证证证明明明 给定 𝑧,对式 (7)关于 𝑝求一阶导数,有
d𝜋(𝑧, 𝑝)

d𝑝
=

𝑦(𝑝)

𝑝
{𝑏𝑐𝑧 + 𝑏ℎΛ(𝑧) + 𝑏𝑠Θ(𝑧)−

(𝑏− 1)𝑝[𝑧 − Λ(𝑧)]},
d𝜋(𝑧, 𝑝)

d𝑝
=0,

当且仅当

𝑝∗ = 𝑝(𝑧) =
𝑏(𝑐𝑧 + ℎΛ(𝑧) + 𝑠Θ(𝑧))

(𝑏− 1)(𝑧 − Λ(𝑧))
,

而且, 当 𝑝∗ < 𝑝(𝑧)时,
d𝜋(𝑧, 𝑝)

d𝑝
> 0; 当 𝑝∗ > 𝑝(𝑧)时,

d𝜋(𝑧, 𝑝)

d𝑝
< 0. 所以, 给定 𝑧, 𝑝∗是最大化𝜋(𝑧, 𝑝)的唯

一最优解,即存在唯一最优的零售价格.

将 𝑝∗代入式 (7),有

𝜋(𝑧, 𝑝(𝑧)) = 𝑦(𝑝∗){(𝑝∗ − 𝑐)𝑧 − (𝑝∗ + ℎ)Λ(𝑧)− 𝑠Θ(𝑧)}.

由链式求导法则,有
d𝜋(𝑝(𝑧), 𝑧)

d𝑧
=

∂𝜋(𝑝(𝑧), 𝑧)

∂𝑝∗
d𝑝∗

d𝑧
+

∂𝜋(𝑝(𝑧), 𝑧)

∂𝑧
. (10)

由 𝑝∗的最优性,式 (10)中第 1项为 0,即得
d𝜋(𝑧, 𝑝(𝑧))

d𝑧
=

𝑦(𝑝∗){𝑝∗ − 𝑐− (𝑝∗ + ℎ)𝐹 (𝑧) + 𝑠(1− 𝐹 (𝑧))} =

𝑦(𝑝∗)
(𝑏− 1)(𝑧 − Λ(𝑧))

𝑔(𝑧),

其中

𝑔(𝑧) = − (𝑏− 1)(𝑐+ ℎ)[𝑧 − Λ(𝑧)]+

[1− 𝐹 (𝑧)][𝑏(𝑐𝑧 + ℎΛ(𝑧) + 𝑠Θ(𝑧))+

(𝑏− 1)(ℎ+ 𝑠)(𝑧 − Λ(𝑧))].

下面证明 𝑧∗存在且唯一.

因为
𝑦(𝑝∗)

(𝑏− 1)(𝑧 − Λ(𝑧))
> 0, 所以 𝑧∗满足 𝑔(𝑧∗)

= 0,即得式 (9). 下面只需证明 𝑧∗是唯一的,即证 𝑔(𝑧)

在 [𝐴,𝐵]上是单峰函数.

𝑔(𝑧)在 [𝐴,𝐵]上是连续的,且

𝑔(𝐴) = 𝑠(𝑏𝜇−𝐴) + 𝑐𝐴 > 0, 𝑏 > 1, 𝜇 > 𝐴,

𝑔(𝐵) = −(𝑏− 1)(ℎ+ 𝑐)(𝐵 − Λ(𝐵)) < 0,

𝑔′(𝑧) =

(1− 𝐹 (𝑧)){−ℎ(𝑧)[𝑏(𝑐𝑧 + ℎΛ(𝑧) + 𝑠Θ(𝑧))+

(𝑏− 1)(ℎ+ 𝑠)(𝑧 − Λ(𝑧))] + 𝑐− 𝑠+ (ℎ+ 𝑠)𝐹 (𝑧)},
𝑔′′(𝑧) =

− ℎ(𝑧)𝑔′(𝑧) + (1− 𝐹 (𝑧)){−ℎ′(𝑧)[𝑏(𝑐𝑧+

ℎΛ(𝑧) + 𝑠Θ(𝑧)) + (𝑏− 1)(ℎ+ 𝑠)(𝑧 − Λ(𝑧))]−
ℎ(𝑧)[𝑏(𝑐+ ℎ)− 2(ℎ+ 𝑠)(1− 𝐹 (𝑧))]}.
当 𝑏(𝑐+ℎ)−2(ℎ+𝑠) > 0时,有 [𝑏(𝑐+ℎ)−2(ℎ+𝑠)(1−
𝐹 (𝑧))] > 0和 [𝑏(𝑐𝑧+ℎΛ(𝑧)+𝑠Θ(𝑧))+(𝑏−1)(ℎ+𝑠)(𝑧−
Λ(𝑧))] > 0. 又由于假设 𝜀具有 IFR, 即ℎ′(𝑧) > 0, 则

当 𝑔′(𝑧) = 0时,有 𝑔′′(𝑧) < 0,意味着 𝑔(𝑧)在 [𝐴,𝐵]上

是单峰函数,所以存在唯一最优的 𝑧∗. 2
3 数数数值值值分分分析析析

下面通过数值例子给出两种需求模式下最优定

价、最优的订购量, 以及价格敏感因子 𝑏对最优决策

和期望收益的影响.

1)加法需求模式.

假设 𝜀服从 [−2, 2]上的均匀分布,其他参数设置

如下: 𝑎 = 100, 𝑏 = 2, 𝑐 = 5, ℎ = −2, 𝑠 = 3, 满足

𝑎− 𝑏𝑐+ 2𝑏𝑠+𝐴 > 0. 则分别由式 (4)和 (3)计算可得,

最优的库存因子 𝑧∗ = 1.578 9, 最优的零售价格 𝑝∗

= 27.494 5, 进而最优的订购量 𝑞∗ = 46.59, 最优的期

望收益𝜋 = 1007.1.

2)乘法需求模式.
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假设 𝜀服从 [0.5, 1.5]上的均匀分布,其他参数设

置如下: 𝑎 = 10 000, 𝑏 = 1.5, 𝑐 = 5, ℎ = −2, 𝑠 = 3,

满足 𝑏(𝑐+ ℎ)− 2(ℎ+ 𝑠) > 0. 则分别由式 (9)和 (8)计

算可得,最优的库存因子 𝑧∗ = 1.345 1,最优的零售价

格 𝑝∗ = 18.362 2, 进而最优的订购量 𝑞∗ = 170.949 6,

最优的期望收益𝜋 = 1537.1.

当价格敏感因子 𝑏取不同的数值时,其他参数保

持不变.从表 1和表 2中可以看出,两种需求模式下报

童模型的最优决策和期望收益均是关于价格敏感因

子 𝑏的减函数.

表 1 加法需求模式

指标 𝑧∗ 𝑝∗ 𝑞∗ 𝜋

𝑏 = 2 1.578 9 27.49 46.59 1 007.1

𝑏 = 3 1.404 7 19.159 3 43.93 596.98

𝑏 = 4 1.249 6 14.991 2 41.28 395.13

表 2 乘法需求模式

指标 𝑧∗ 𝑝∗ 𝑞∗ 𝜋

𝑏 = 1.5 1.345 1 18.362 2 170.949 6 1 537.1

𝑏 = 1.8 1.294 1 13.570 5 118.384 675.064 4

𝑏 = 2 1.269 0 11.987 2 88.31 405.98

𝑏 = 3 1.195 8 11.814 0 85.677 7 403.646 0

4 结结结 论论论

在加法和乘法两种需求模式下, 研究了带有缺

货惩罚的单周期报童模型的联合最优定价-订购决策

问题, 给出了最优决策的存在性及唯一性的充分条

件. 与文献 [10]中的结论有 3点不同: 1) 唯一性的充

分条件, 由 𝜀的失败率 𝑟(⋅)满足 2𝑟2(⋅) + 𝑟′(⋅) > 0, 简

化为 𝜀具有 IFR; 2)文献 [10]在乘法需求模式中,还要

求产品具有足够的价格弹性 (即 𝑏 ⩾ 2), 而本文中的

定理 2不要求具有这一点; 3)在两种需求模式下, 本

文均具体地给出了最优的库存因子 𝑧∗的解析表达式,

为数值计算带来很大的方便.因此, 本文结论在理论

上更具有一般性,而且为研究多零售商的价格竞争决

策问题和供应链契约协调等问题提供了理论依据.

本文是在加法和乘法两种需求模式下,以 IFR为

条件来研究报童模型的联合最优决策,能否考虑一般

的需求函数, 给出较为简单的条件来保证联合最优

决策的存在性和唯一性. 张菊亮[11]和Kocabiyikoğlu

等[12] 提出的缺货损失率弹性将是一个很好的研究方

向.
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