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摘 要: 针对一类含多面体不确定性的多项式系统,研究其局部稳定鲁棒镇定问题.基于多项式平方和 (SOS)技术,

将该类非线性控制问题转换为凸的 SOS规划问题,并通过引入 S-procedure技术,保证了所得结论在局部范围内是有

效的. 同时,结合参数依赖Lyapunov函数方法,给出了该类系统鲁棒性分析与鲁棒镇定控制问题的充分条件,并将其

描述为可由SOS规划技术直接求解的状态依赖线性矩阵不等式约束集. 最后,通过数值仿真验证了该方法的有效性.
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Abstract: The sum of squares(SOS) and the S-procedure techniques are used to analyze the local robust stabilization

problems for a class of polynomial systems with polytopic uncertainties. By using the SOS technique, the nonlinear control

problems are converted into convex SOS programming ones. And the S-procedure technique guarantees that the result holds

in a restricted region. Moreover, sufficient conditions are given for the robust stability analysis and robust stabilization control

of the systems based on the parameter dependent Lyapunov function. All these solvability conditions are formulated as a

constraint set of state dependent linear matrix inequalities, which can be solved by semidefinite programming relaxations

based on SOS programming. Finally, a numerical example verifies the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

近 20年来, 多面体不确定系统鲁棒控制受到广

泛的研究, 已取得了一系列线性系统框架下的成果.

早期的研究大多基于二次稳定思想, 寻找一个公共

的Lyapunov函数使得位于多面体集合中的所有子系

统渐近稳定[1-2]. 这样的条件很苛刻且存在较大的保

守性. 随后,参数依赖Lyapunov函数被用于研究多面

体不确定性鲁棒控制问题,研究证明该方法能够有效

地降低所得结果的保守性[3-8]. 其中文献 [4]的结果具

有重要意义,通过引入附加变量成功解耦了系统矩阵

与Lyapunov函数矩阵之间的乘积项, 使得线性矩阵

不等式技术能够应用到参数依赖Lyapunov函数方法

处理多面体系统的控制问题中. 然而,针对含多面体

不确定性的非线性系统的鲁棒控制研究,其成果却寥

寥无几[9-10],计算问题以及Lyapunov函数的构造是其

面临的主要障碍.

近年来, 多项式平方和 (SOS)理论取得重要进

展,有力促进了非线性控制理论的发展.在 SOS框架

下, 许多非线性控制问题被重新研究, 如非线性状

态反馈控制[11-13]、非线性输出反馈控制[14]、非线性

离散系统综合[15]等, 并借助于 SOS规划的求解工具

SOSTools[12-16]、YALMIP[11,17]获得了精确的解析解.

本文考虑一类含多面体不确定性的多项式系统,

结合参数依赖Lyapunov函数思想, 研究其局部稳定

鲁棒镇定问题.基于 SOS理论和 S-procedure技术,首

先给出了系统局部鲁棒稳定的分析条件,并将其描述
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成凸的 SOS规划. 其次,给出了使系统局部鲁棒稳定

的状态反馈控制器的设计方法. 本文的主要贡献在

于,借助 SOS理论将线性系统框架下的一些先进的处

理思想推广到多项式系统中,研究基于原非线性模型

的控制问题,避免了模型处理 (如线性化等)带来的保

守性; 所得出的基于 SOS的控制方法,避开了非线性

控制中普遍存在数值计算与构造Lyapunov函数的困

难,并且得到的多项式型或有理式型控制器易于工程

实现.

1 预预预备备备知知知识识识与与与问问问题题题描描描述述述

1.1 SOS相相相关关关知知知识识识

定定定义义义 1 [16] 称多变量多项式 𝑝(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑥𝑛)≜𝑝(𝑥)

是SOS,如果存在多项式 𝑓1(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑚(𝑥),使得

𝑝(𝑥) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑓2
𝑖 (𝑥).

SOS条件是多项式非负性判别的一个充分条件,

且数值仿真实验表明由此带来的保守性很小[12,18]. 已

有学者证明, 在某些情况下, SOS和多项式非负是等

价的[19].

引引引理理理 1 (SOS分解)[16] 多项式 𝑝(𝑥)是SOS,当且

仅当存在一个半正定矩阵𝑄,使得

𝑝(𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑄𝑍(𝑥),

其中𝑍(𝑥)是关于𝑥的单项式向量.

SOS分解为SOS多项式判别提供了有效的方法.

1.2 问问问题题题描描描述述述

考虑一类多项式系统

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢. (1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛, 𝑢 ∈ 𝑹𝑞分别表示系统状态和控制输入;

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)为关于𝑥的多项式函数. 假设系统 (1)可表

示成类线性系统形式[12]

𝑥̇ = 𝐴(𝑥)𝑍(𝑥) +𝐵(𝑥)𝑢. (2)

其中: 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥)为关于𝑥的多项式矩阵; 𝑍(𝑥)是由

𝑥单项式组成的𝑁 × 1维列向量,且满足以下假设.

假假假设设设 1 𝑍(𝑥) = 0当且仅当𝑥 = 0.

若系统 (2)中𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥)属于多面体不确定集

Ω :=
{
[𝐴(𝛿, 𝑥) 𝐵(𝛿, 𝑥)] =

𝑘∑
𝑖=1

𝛿𝑖[𝐴𝑖(𝑥) 𝐵𝑖(𝑥)],

𝑘∑
𝑖=1

𝛿𝑖 = 1, 𝛿𝑖 ⩾ 0
}
, (3)

则含有多面体不确定性的多项式系统 (2)可表示为

𝑥̇ = 𝐴(𝛿, 𝑥)𝑍(𝑥) +𝐵(𝛿, 𝑥)𝑢. (4)

其中: 𝐴𝑖(𝑥), 𝐵𝑖(𝑥)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)为适当维数的多项
式矩阵; 𝛿𝑖 ∈ 𝑹(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)为时不变不确定性.

定义如下集合:

𝛽𝜈 := {𝑥∈𝑹𝑛∣∣𝑥𝑖∣ ⩽ 𝜈𝑖, 𝑥𝑖 ∈ 𝑥,

𝜈𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}. (5)

结合式 (4)和 (5),本文所研究的含多面体不确定

性的多项式系统的局部稳定鲁棒镇定问题包括: 1)局

部鲁棒稳定性分析问题,给出系统 (4)基于参数依赖

Lyapunov函数方法的局部渐近稳定的分析条件. 2)局

部稳定鲁棒镇定问题,在问题 1)的基础上,找到一个

状态反馈控制器𝑢(𝑥) = 𝐾(𝑥)𝑍(𝑥),使得系统 (4)的平

衡状态𝑥 = 0在𝑥 ∈ 𝛽𝜈区域内是渐近稳定的.

令𝑀(𝑥)为𝑁 × 𝑛维多项式矩阵,其元素定义为

𝑀𝑖𝑗(𝑥) =
∂𝑍𝑖

∂𝑥𝑗
(𝑥), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

令𝐴𝑗(𝑥), 𝐴𝑖,𝑗(𝑥)表示矩阵𝐴(𝑥), 𝐴𝑖(𝑥)的第 𝑗行; 定

义 𝐽 = {𝑗∣𝑒T𝑗 𝐵(𝑥) = 0},其中 𝑒𝑗为单位矩阵的第 𝑗列.

不妨设 𝐽中的元素个数为𝑚,定义

𝐴𝑖,𝐽(𝑥) = [𝐴T
𝑖,𝑗1(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴T

𝑖,𝑗𝑚(𝑥)]
T
,

𝑥̃ = [𝑥𝑗1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑗𝑚 ]
T
, 𝑗𝑘 ∈ 𝐽, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

2 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性分分分析析析与与与状状状态态态反反反馈馈馈镇镇镇定定定控控控制制制

定定定理理理 1 考虑系统 (2), 假设𝑢(𝑥) = 0. 定义

Lyapunov函数𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (𝑥)𝑍(𝑥), 𝑃 (𝑥)为待定

的正定多项式矩阵,则以下条件是等价的:

1) 存在正定多项式矩阵𝑃 (𝑥)及多项式矩阵

𝑇 (𝑥),使得 𝑉̇𝑇1(𝑥) < 0, 𝑉̇𝑇2(𝑥) ⩽ 0;

2)存在正定多项式矩阵𝑃 (𝑥),使得 𝑉̇ (𝑥) < 0. 其

中

𝑉̇𝑇1(𝑥) =𝑍T(𝑥)[𝐴T(𝑥)𝑀T(𝑥)𝑃 (𝑥)+

(𝑥)𝑀(𝑥)𝐴(𝑥) + 𝑇 (𝑥)]𝑍(𝑥);

𝑉̇𝑇2(𝑥) =𝑍T(𝑥)
[
− 𝑇 (𝑥)+

𝑛∑
𝑗=1

∂𝑃

∂𝑥𝑗
(𝑥)(𝐴𝑗(𝑥)𝑍(𝑥))

]
𝑍(𝑥).

证证证明明明 由𝑉 (𝑥)的表达式可得

𝑉̇ (𝑥) =𝑍T(𝑥)
[
𝐴T(𝑥)𝑀T(𝑥)𝑃 (𝑥) + 𝑃 (𝑥)𝑀(𝑥)𝐴(𝑥)+

𝑛∑
𝑗=1

∂𝑃

∂𝑥𝑗
(𝑥)(𝐴𝑗(𝑥)𝑍(𝑥))

]
𝑍(𝑥). (6)

1)条件 1)⇒条件 2),显然成立.

2)证明条件 2)⇒条件 1).

如果条件 2)成立,即存在𝑃 (𝑥) > 0,使得

𝑍T(𝑥)
[
𝐴T(𝑥)𝑀T(𝑥)𝑃 (𝑥) + 𝑃 (𝑥)𝑀(𝑥)𝐴(𝑥)+

𝑛∑
𝑗=1

∂𝑃

∂𝑥𝑗
(𝑥)(𝐴𝑗(𝑥)𝑍(𝑥))

]
𝑍(𝑥) < 0, (7)

则对于条件 1),一定存在

𝑃 (𝑥) = 𝑃 (𝑥), 𝑇 (𝑥) =

𝑛∑
𝑗=1

∂𝑃

∂𝑥𝑗
(𝑥)(𝐴𝑗(𝑥)𝑍(𝑥)),
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使得

𝑉̇𝑇1(𝑥) = 𝑉̇ (𝑥) < 0, 𝑉̇𝑇2(𝑥) = 0.

若令𝑇 (𝑥) =

𝑛∑
𝑗=1

∂𝑃

∂𝑥𝑗
(𝑥)(𝐴𝑗(𝑥)𝑍(𝑥)) + 𝜀𝐼 , 其中

𝜀为充分小的正数,则可得

𝑉̇𝑇1(𝑥) = 𝑉̇ (𝑥) + 𝜀𝐼 < 0, 𝑉̇𝑇2(𝑥) = −𝜀𝐼 < 0.

因此,条件 2)⇒条件 1)成立. 2
注注注 1 定理 1给出了 𝑉̇ (𝑥) < 0的一个等价条件,

解决了 𝑉̇ (𝑥)中同时处理𝑃 (𝑥)和 ∂𝑃 (𝑥)/∂𝑥带来的潜

在困难. 由证明可知, 条件 1) 𝑉̇𝑇1(𝑥) < 0, 𝑉̇𝑇2(𝑥) ⩽
0亦可替换成 𝑉̇𝑇1(𝑥) < 0, 𝑉̇𝑇2(𝑥) < 0. 基于SOS技术

便于求解半定约束条件,故采用条件 1).

2.1 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性分分分析析析

引引引理理理 2 (S-procedure)[20] 对于𝜎1(𝑦) = 𝑦T𝑄1𝑦 ⩾
0,假定存在一个 𝑦 ∈ 𝑹𝑚,使得𝜎1(𝑦) > 0,则以下两个

条件是等价的:

1) 对于使得𝜎1(𝑦) ⩾ 0的所有非零 𝑦 ∈ 𝑹𝑚,

𝑦T𝑄0𝑦 > 0;

2)存在 𝜏 ⩾ 0,使得𝑄0 − 𝜏𝑄1 > 0.

定定定理理理 2 考虑系统 (2),假设𝑢(𝑥) = 0,如果存在

多项式矩阵𝑃 (𝑥),𝑇 (𝑥),𝑋(𝑥), SOS多项式 𝑠(𝑥) > 0及

标量 𝜏 > 0, 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0, 𝜋ℓ > 0，𝑟ℓ > 0, 𝜎ℓ > 0,

𝜈ℓ > 0 (ℓ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),使得

𝜉T(𝑃 (𝑥)− 𝜏𝐼)𝜉 −
𝑛∑

ℓ=1

𝜋ℓ𝜁
T
ℓ (𝑣

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜁ℓ, (8)

− 𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠(𝑥)𝜉1 −
𝑛∑

ℓ=1

𝑟ℓ𝜍
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜍ℓ, (9)

− 𝜉T2 Ξ𝑇2(𝑥)𝜉2 −
𝑛∑

ℓ=1

𝜎ℓ𝜂
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜂ℓ (10)

是SOS,则系统平衡状态𝑥 = 0在𝑥 ∈ 𝛽𝜈内渐近稳定.

其中

Ξ𝑇1𝑠(𝑥) = Ξ𝑇1(𝑥) + 𝑠(𝑥)𝐼;

Ξ𝑇2(𝑥) =

⎡⎢⎣−𝑍T(𝑥)𝑇 (𝑥)𝑍(𝑥) ∗ ∗
𝜑T(𝑥) −2𝜀2𝐼 ∗

𝐴(𝑥)𝑍(𝑥) 0 −2𝜀−1
2 𝐼

⎤⎥⎦ ;

Ξ𝑇1(𝑥)=

[
𝑃 (𝑥)−𝑋(𝑥)−𝑋T(𝑥) ∗

𝑋(𝑥)+𝜀1𝑀(𝑥)𝐴(𝑥)𝑋(𝑥) 𝜀1𝑇 (𝑥)−𝑃 (𝑥)

]
;

𝜑(𝑥)=
[
𝑍T(𝑥)

∂𝑃

∂𝑥1
(𝑥)𝑍(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑍T(𝑥)

∂𝑃

∂𝑥𝑛
(𝑥)𝑍(𝑥)

]
;

𝜉, 𝜉1, 𝜉2为适当维数的任意列向量; 𝜁ℓ, 𝜍ℓ, 𝜂ℓ分别表

示 𝜉, 𝜉1, 𝜉2中的元素,即 𝜁ℓ ∈ 𝜉, 𝜍ℓ ∈ 𝜉1, 𝜂ℓ ∈ 𝜉2.

证证证明明明 考虑如下形式的Lyapunov函数:

𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (𝑥)𝑍(𝑥). (11)

由定理 1知, 如果 𝑉̇𝑇1(𝑥) < 0, 𝑉̇𝑇2(𝑥) ⩽ 0成立,

则 𝑉̇ (𝑥) < 0. 其中 𝑉̇𝑇1(𝑥), 𝑉̇𝑇2(𝑥)的定义同定理 1.

下面将证明式 (9)和 (10)是 SOS, 分别保证当状

态满足𝑥 ∈ 𝛽𝜈时, 𝑉̇𝑇1(𝑥) < 0和 𝑉̇𝑇2(𝑥) ⩽ 0.

1)式 (9)是 SOS⇒ 𝑉̇𝑇1(𝑥) < 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 .

考虑如下多项式矩阵:

𝑭 (𝑝, 𝑥) :=

𝜀1𝐴
T(𝑥)𝑀T(𝑥)𝑃 (𝑥) + 𝜀1𝑃 (𝑥)𝑀(𝑥)𝐴(𝑥)+

𝜀1𝑇 (𝑥) + 𝜀21𝑀(𝑥)𝐴(𝑥)𝑃 (𝑥)𝐴T(𝑥)𝑀T(𝑥), (12)

其中 0 < 𝜀1 ≪ 1. 显然, 𝑭 (𝑝, 𝑥)<0保证了 𝑉̇𝑇1(𝑥)<0.

应用 Schur补引理,则𝑭 (𝑝, 𝑥) < 0等价于[
−𝑃−1(𝑥) 𝐼 + 𝜀1𝐴

T(𝑥)𝑀T(𝑥)

𝐼 + 𝜀1𝑀(𝑥)𝐴(𝑥) −𝑃 (𝑥) + 𝜀1𝑇 (𝑥)

]
< 0. (13)

定义

Φ(𝑥) := (𝑋T(𝑥)− 𝑃 (𝑥))𝑃−1(𝑥)(𝑋(𝑥)− 𝑃 (𝑥)),

其中𝑋(𝑥)为适当维数的多项式矩阵. 由Φ(𝑥) ⩾ 0知

−𝑋(𝑥)−𝑋T(𝑥) + 𝑃 (𝑥) ⩾ −𝑋T(𝑥)𝑃−1(𝑥)𝑋(𝑥).

(14)

对式 (13)左乘 diag(𝑋T(𝑥), 𝐼)右乘 diag(𝑋(𝑥), 𝐼),

结合式 (14)结论可得: 如果

Ξ𝑇1𝑠(𝑥) ⩽ 0, (15)

则式 (13)成立. 考虑多项式

𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥) := −𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠(𝑥)𝜉1 − 𝜍TΠ (𝑥)𝜍, (16)

则式 (16)等价于

𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥) = −𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠(𝑥)𝜉1 −
𝑛∑

ℓ=1

𝑟ℓ𝜍
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜍ℓ.

其中: Π :=diag(𝑟1𝜈21−𝑟1𝑥
2
1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛𝜈2𝑛−𝑟𝑛𝑥

2
𝑛); 𝜍 ∈ 𝑹𝑛,

且 𝜍中的元素属于 𝜉1,即 𝜍ℓ ∈ 𝜍 , 𝜍ℓ ∈ 𝜉1.

由引理 1,若𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥)是 SOS,则可分解为

𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥)=𝑞TΩ0𝑞−
𝑛∑

ℓ=1

𝑟ℓ𝑞
TΩℓ𝑞 ⩾ 0. (17)

其中: 𝑞表示由变量 𝜉1ℓ, 𝜍ℓ, 𝑥ℓ构成的适当的单项式向

量; Ω0, Ωℓ表示适当维数的常数矩阵; 𝜉1ℓ, 𝜍ℓ分别表示

向量 𝜉1, 𝜍中的元素; 𝑥ℓ为系统状态量.

式 (17)等价于一个半定约束

Ω0 −
𝑛∑

ℓ=1

𝑟ℓΩℓ ⩾ 0, 𝑟ℓ ⩾ 0. (18)

结合引理 2,可知𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥) ⩾ 0,保证了当𝑥

∈ 𝛽𝜈时, −𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠(𝑥)𝜉1⩾0,即式 (9)是 SOS,则 𝑉̇𝑇1(𝑥)

< 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 .

2)式 (10)是 SOS⇒ 𝑉̇𝑇2(𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 .

考虑下列关系式:

𝑉̇𝑇2(𝑥) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑍T(𝑥)
∂𝑃

∂𝑥𝑗
(𝑥)𝑍(𝑥)(𝐴𝑗(𝑥)𝑍(𝑥))−

𝑍T(𝑥)𝑇 (𝑥)𝑍(𝑥),
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则有

𝑉̇𝑇2(𝑥) = − 𝑍T(𝑥)𝑇 (𝑥)𝑍(𝑥) + 𝜑(𝑥)𝐴(𝑥)𝑍(𝑥) ⩽

− 𝑍T(𝑥)𝑇 (𝑥)𝑍(𝑥) +
1

2
[𝜀−1

2 𝜑(𝑥)𝜑T(𝑥)+

𝜀2𝑍
T(𝑥)𝐴T(𝑥)𝐴(𝑥)𝑍(𝑥)]. (19)

结合Schur补引理及 1)的推导可知, 式 (10)是

SOS,保证了 𝑉̇𝑇2(𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 .

综上,式 (9)和 (10)是 SOS,分别保证了 𝑉̇𝑇1(𝑥)<

0, 𝑉̇𝑇2(𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 ,即 𝑉̇ (𝑥) < 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 . 结合条件

(8)可得系统是渐近稳定的. 2
注注注 2 在式 (12)中通过引入一个充分小的量𝜎

:= 𝜀2𝑀(𝑥)𝐴(𝑥)𝑃 (𝑥)𝐴T(𝑥)𝑀T(𝑥)使𝑃 (𝑥)和𝐴(𝑥)分

离, 该思想在线性系统框架下已有类似的应用[6],

然而在非线性系统中只适用于讨论局部问题. S-

procedure技术保证了求解局部问题时, 小量假设成

立,且 𝜀取充分小时, 𝜎充分小,因此不会带来保守性.

定理 2给出了系统 (2)局部鲁棒稳定的分析条件,

并将Lyapunov函数矩阵𝑃 (𝑥)与系统矩阵𝐴(𝑥)分离,

使得该方法适合推广到应用参数依赖Lyapunov函数

思想研究含多面体不确定性系统的控制问题.

定定定理理理 3 考虑系统 (4), 假设𝑢(𝑥) = 0, 如果存

在多项式矩阵𝑃𝑖(𝑥),𝑇𝑖(𝑥),𝑋(𝑥), SOS多项式 𝑠𝑖(𝑥) >

0及标量 𝜏𝑖 > 0, 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0,𝜋ℓ > 0, 𝑟ℓ > 0,𝜎ℓ >

0, 𝜈ℓ > 0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘, ℓ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),使得

Ψ1,𝑖(𝑥) :=𝜉T(𝑃𝑖(𝑥)−𝜏𝑖𝐼)𝜉−
𝑛∑

ℓ=1

𝜋ℓ𝜁
T
ℓ (𝑣

2
ℓ−𝑥2

ℓ)𝜁ℓ, (20)

Ψ2,𝑖(𝑥) :=−𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠,𝑖(𝑥)𝜉1−
𝑛∑

ℓ=1

𝑟ℓ𝜍
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜍ℓ, (21)

Ψ3,𝑖(𝑥) :=−𝜉T2 Ξ𝑇2,𝑖(𝑥)𝜉2−
𝑛∑

ℓ=1

𝜎ℓ𝜂
T
ℓ (𝜈

2
ℓ −𝑥2

ℓ)𝜂ℓ (22)

是SOS,则系统平衡状态𝑥 = 0在𝑥 ∈ 𝛽𝜈内渐近稳定.

其中

Ξ𝑇1𝑠,𝑖(𝑥) = Ξ𝑇1,𝑖(𝑥) + 𝑠𝑖(𝑥)𝐼;

Ξ𝑇2,𝑖 =

⎡⎢⎣−𝑍T(𝑥)𝑇𝑖(𝑥)𝑍(𝑥) ∗ ∗
𝜑T
𝑖 (𝑥) −2𝜀2𝐼 ∗

𝐴𝑖(𝑥)𝑍(𝑥) 0 −2𝜀−1
2 𝐼

⎤⎥⎦ ;

Ξ𝑇1,𝑖(𝑥) =

[
𝑃𝑖(𝑥)−𝑋(𝑥)−𝑋T(𝑥) ∗

𝑋(𝑥)+𝜀1𝑀(𝑥)𝐴𝑖(𝑥)𝑋(𝑥) 𝜀1𝑇𝑖(𝑥)−𝑃𝑖(𝑥)

]
;

𝜑𝑖(𝑥) =
[
𝑍T(𝑥)

∂𝑃𝑖

∂𝑥1
(𝑥)𝑍(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑍T(𝑥)

∂𝑃𝑖

∂𝑥𝑛
(𝑥)𝑍(𝑥)

]
;

其他参数定义同定理 2.

证证证明明明 定义参数依赖的Lyapunov函数如下:

𝑉 (𝛿, 𝑥) :=𝑍T(𝑥)

𝑘∑
𝑖=1

𝛿𝑖𝑃𝑖(𝑥)𝑍(𝑥) =

𝑍T(𝑥)𝑃 (𝛿, 𝑥)𝑍(𝑥). (23)

经计算,可得

𝑉̇ (𝛿, 𝑥) =𝑍T(𝑥)
[
𝐴T(𝛿, 𝑥)𝑀T(𝑥)𝑃 (𝛿, 𝑥)+

𝑃 (𝛿, 𝑥)𝑀(𝑥)𝐴(𝛿, 𝑥)+

𝑛∑
𝑗=1

∂𝑃 (𝛿, 𝑥)

∂𝑥𝑗
(𝐴𝑗(𝛿, 𝑥)𝑍(𝑥))

]
𝑍(𝑥).

引入矩阵𝑇 (𝛿, 𝑥),则 𝑉̇ (𝛿, 𝑥) < 0等价于

𝑉̇𝑇1(𝛿, 𝑥) < 0, 𝑉̇𝑇2(𝛿, 𝑥) ⩽ 0. (24)

其中 𝑉̇𝑇1(𝛿, 𝑥), 𝑉̇𝑇2(𝛿, 𝑥)的定义同 𝑉̇𝑇1(𝑥), 𝑉̇𝑇2(𝑥).

结合定理 2的推导可得出以下结论:

Ψ1(𝑥) := 𝜉T(𝑃 (𝛿, 𝑥)− 𝜏(𝛿)𝐼)𝜉−
𝑛∑

ℓ=1

𝜋ℓ𝜁
T
ℓ (𝑣

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜁ℓ ⩾ 0 ⇒

𝑉 (𝛿, 𝑥) > 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 , 𝑥 ∕= 0; (25)

Ψ2(𝑥) := − 𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠,𝛿(𝛿, 𝑥)𝜉1−
𝑛∑

ℓ=1

𝑟ℓ𝜍
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜍ℓ ⩾ 0 ⇒

𝑉̇𝑇1(𝛿, 𝑥) < 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 ; (26)

Ψ3(𝑥) := − 𝜉T2 Ξ𝑇2,𝛿(𝛿, 𝑥)𝜉2−
𝑛∑

ℓ=1

𝜎ℓ𝜂
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜂ℓ ⩾ 0 ⇒

𝑉̇𝑇2(𝛿, 𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 . (27)

其中:定理 2的推导中将 𝜏 ,𝐴(𝑥),𝑃 (𝑥), 𝑠(𝑥)和𝑇 (𝑥)分

别用 𝜏(𝛿),𝐴(𝛿, 𝑥),𝑃 (𝛿, 𝑥), 𝑠(𝛿, 𝑥)和𝑇 (𝛿, 𝑥)代替,可得

Ξ𝑇1𝑠,𝛿(𝛿, 𝑥)和Ξ𝑇2,𝛿(𝛿, 𝑥), 𝜏(𝛿), 𝑠(𝛿, 𝑥),𝑇 (𝛿, 𝑥)定义同

𝑃 (𝛿, 𝑥).

Ψ1(𝑥),Ψ2(𝑥),Ψ3(𝑥)关于不确定参数 𝛿是凸的,

因此Ψ1,𝑖(𝑥),Ψ2,𝑖(𝑥),Ψ3,𝑖(𝑥)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)是 SOS,

保证了Ψ1(𝑥) ⩾ 0, Ψ2(𝑥) ⩾ 0, Ψ3(𝑥) ⩾ 0,进而可得当

𝑥 ∈ 𝛽𝜈时, 𝑉 (𝛿, 𝑥) > 0, 𝑉̇ (𝛿, 𝑥) < 0,即当状态满足𝑥 ∈
𝛽𝜈时,系统 (4)是渐近稳定的. 2

注注注 3 定理 3将定理 2的方法推广到多面体不

确定多项式系统, 得到基于参数依赖Lyapunov函数

的鲁棒稳定性分析条件,对于每一个子系统𝐴𝑖(𝑥)均

有对应的Lyapunov函数𝑉𝑖(𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃𝑖(𝑥)𝑍(𝑥)保

证其渐近稳定性,理论上较二次稳定方法保守性小.

2.2 鲁鲁鲁棒棒棒镇镇镇定定定

定定定理理理 4 考虑系统 (4), 如果存在多项式矩阵

𝑃𝑖(𝑥̃), 𝑇𝑖(𝑥),𝑋(𝑥),𝑌 (𝑥), SOS多项式 𝑠𝑖(𝑥) > 0及标量

𝜏𝑖 > 0, 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0,𝜋ℓ > 0, 𝑟ℓ > 0,𝜎ℓ > 0, 𝑣ℓ >

0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘, ℓ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),使得
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𝜉T(𝑃𝑖(𝑥̃)− 𝜏𝑖𝐼)𝜉 −
𝑛∑

ℓ=1

𝜋ℓ𝜁
T
ℓ (𝑣

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜁ℓ, (28)

− 𝜉T1 Ξ𝑐𝑇1𝑠,𝑖(𝑥)𝜉1 −
𝑛∑

ℓ=1

𝑟ℓ𝜍
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜍ℓ, (29)

− 𝜉T2 Ξ𝑐𝑇2,𝑖(𝑥)𝜉2 −
𝑛∑

ℓ=1

𝜎ℓ𝜂
T
ℓ (𝜈

2
ℓ − 𝑥2

ℓ)𝜂ℓ (30)

是SOS,则闭环系统的局部鲁棒镇定问题可解,且状

态反馈控制律𝑢(𝑥) = 𝑌 (𝑥)𝑋−1(𝑥)𝑍(𝑥)保证了当状

态满足𝑥 ∈ 𝛽𝜈时,闭环系统渐近稳定. 其中

Ξ𝑐𝑇1𝑠,𝑖(𝑥) = Ξ𝑐𝑇1,𝑖(𝑥) + 𝑠𝑖(𝑥)𝐼;

Ξ𝑐𝑇2,𝑖 =

⎡⎢⎣−𝑍T(𝑥)𝑇𝑖(𝑥)𝑍(𝑥) ∗ ∗
𝜑T
𝑐𝑖(𝑥̃) −2𝜀2𝐼 ∗

𝐴𝑖,𝐽(𝑥)𝑍(𝑥) 0 −2𝜀−1
2 𝐼

⎤⎥⎦ ;

Ξ𝑐𝑇1,𝑖(𝑥) =

[
𝑃𝑖(𝑥̃)−𝑋(𝑥)−𝑋T(𝑥) ∗

Υ𝑖(𝑥) 𝜀1𝑇𝑖(𝑥)−𝑃𝑖(𝑥̃)

]
;

Υ𝑖(𝑥) = 𝑋(𝑥) + 𝜀1𝑀(𝑥)(𝐴𝑖(𝑥)𝑋(𝑥) +𝐵𝑖(𝑥)𝑌 (𝑥));

𝜑𝑐𝑖(𝑥̃)=
[
𝑍T(𝑥)

∂𝑃𝑖

∂𝑥𝑗1

(𝑥̃)𝑍(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅, 𝑍T(𝑥)
∂𝑃𝑖

∂𝑥𝑗𝑚

(𝑥̃)𝑍(𝑥)
]
;

其他参数定义同定理 2.

证证证明明明 系统 (4)与状态反馈𝑢 = 𝐾(𝑥)𝑍(𝑥)构成

的闭环系统为

𝑥̇ = (𝐴(𝛿, 𝑥) +𝐵(𝛿, 𝑥)𝐾(𝑥))𝑍(𝑥). (31)

受文献 [12]启发,对闭环系统 (31)定义如下形式

的参数依赖Lyapunov函数:

𝑉 (𝑥) :=𝑍T(𝑥)

𝑘∑
𝑖=1

𝛿𝑖𝑃𝑖(𝑥̃)𝑍(𝑥) =

𝑍T(𝑥)𝑃 (𝛿, 𝑥̃)𝑍(𝑥). (32)

结合定理 3的证明, 在推导过程中将𝑃 (𝛿, 𝑥),

𝐴(𝛿, 𝑥)分别用𝑃 (𝛿, 𝑥̃), 𝐴(𝛿, 𝑥) + 𝐵(𝛿, 𝑥)𝐾(𝑥)替代,并

令𝑌 (𝑥) = 𝐾(𝑥)𝑋(𝑥)可得定理 4结论.

由式 (29)是SOS保证了𝑃𝑖(𝑥̃)−𝑋(𝑥)−𝑋T(𝑥) <

0, 即𝑃𝑖(𝑥̃) < 𝑋(𝑥) + 𝑋T(𝑥), 所以𝑋(𝑥)为非奇异矩

阵,进而可得𝐾(𝑥) = 𝑌 (𝑥)𝑋−1(𝑥). 2
注注注 4 在定理 4鲁棒镇定问题的证明中存在着

非凸项

Θ(𝑥) :=
∑
𝑗∈𝐽

∂𝑃 (𝛿, 𝑥̃)

∂𝑥𝑗
(𝐵𝑗(𝛿, 𝑥)𝐾(𝑥)𝑍(𝑥)),

由𝑃 (𝑥̃)的引入以及前文的定义知𝐵𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 ∈ 𝐽 ,

使得Θ(𝑥) = 0,有效简化了问题的复杂性.

注注注 5 定理 2和定理 3中Lyapunov函数亦可设

计成𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (𝑥̃)𝑍(𝑥), 所得的结论形式上与

取𝑃 (𝑥)完全相同. 但是, 𝑉 (𝑥)中取𝑃 (𝑥)所得到的约

束条件解存在的可能性理论上要大于取𝑃 (𝑥̃)的情形.

3 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑如下非线性系统:

𝑍(𝑥)=

[
𝑥1

𝑥2

]
, 𝐴(𝑥)=

[
−1 2

𝑥1 −𝑥2
1 − 𝑥2

2

]
, 𝐵(𝑥)=

[
0

𝛼

]
,

(33)

其中𝛼为系统的不确定参数,满足 0.5 ⩽ 𝛼 ⩽ 1.5.

系统 (33)可表示为基于式 (4)的多面体系统. 其

中 𝑘 = 2, 𝐴1(𝑥) = 𝐴2(𝑥) = 𝐴(𝑥), 𝐵1(𝑥) = [0 0.5]
T,

𝐵2(𝑥) = [0 1.5]
T.

假设系统的状态属于集合 𝛽𝜈 ,其中𝛽𝜈中参数为

𝑛 = 2, 𝜈1 = 𝜈2 = 0.5.取初始状态𝑥0 = [0.4 0.4],图

1为开环系统状态响应轨迹.

5 10 150

1

2

x1

x2

t /s

x
x

1
2

,

图 1 开环系统状态轨迹

定义Lyapunov函数𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (𝑥̃)𝑍(𝑥), 其

中 𝑥̃=𝑥1. 构造𝑃𝑖(𝑥̃)和𝑇𝑖(𝑥), 𝑋(𝑥), 𝑌 (𝑥)分别为 𝑥̃和

𝑥的 2次多项式矩阵, 取 𝜏1 = 𝜏2 = 0.001, 𝜀1 = 0.000 1,

𝜀2 = 0.1, 𝑠1(𝑥) = 𝑠2(𝑥) = 0.000 01, 𝜋1 = 𝜋2 = 0.01,

𝑟1 = 𝑟2 = 0.000 1, 𝜂1 = 𝜂2 = 0.000 1,利用定理 4结论,

可得闭环系统局部稳定的状态反馈控制器

𝑢(𝑥) =

𝑎(𝑥)(𝑏(𝑥)𝑥1 − 𝑑(𝑥)𝑥2) + 𝑐(𝑥)(𝑒(𝑥)𝑥2 − 𝑑(𝑥)𝑥1)

𝑔(𝑥)
.

其中

𝑎(𝑥) = − 0.84𝑥2
1 − 7.4𝑥1𝑥2 − 0.74𝑥2

2−
3.9𝑥1 − 0.55𝑥2 − 7.7,

𝑏(𝑥) = 2.8× 10−4𝑥2
1 + 2× 10−4𝑥2

2+

5× 10−5𝑥1 − 8× 10−6𝑥2 + 5.7,

𝑐(𝑥) = 2.7𝑥2
1 + 0.1𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2−
0.15𝑥1 − 0.065𝑥2 − 18.4,

𝑑(𝑥) = 4× 10−5𝑥2
1 − 1× 10−4𝑥1𝑥2+

0.001𝑥1 + 1× 10−4𝑥2 − 0.9,

𝑒(𝑥) = 6× 10−4𝑥2
1 + 0.001𝑥2

2−
5× 10−4𝑥1 + 1× 10−3𝑥2 + 5.3,

𝑔(𝑥) = − 2.86× 10−4𝑥1 + 5.5× 10−3𝑥2−
2.3× 10−4𝑥1𝑥2 + 29.6+
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5.3× 10−7𝑥2
1𝑥2 + 5× 10−3𝑥2

1+

7.5× 10−3𝑥2
2 + 2× 10−7𝑥4

2+

1.5× 10−7𝑥3
2 − 2.1× 10−7𝑥3

1+

1.7× 10−7𝑥4
1 + 4× 10−7𝑥2

2𝑥
2
1.

此时,多面体不确定系统 (33)可表示为

𝑥̇ = 𝐴(𝑥)𝑍(𝑥) + (𝛿𝐵1(𝑥) + (1− 𝛿)𝐵2(𝑥))𝑢(𝑥). (34)

其中 𝛿 ∈ 𝑹, 𝛿 ∈ [0, 1]. 不妨设 𝛿 = rand(),其中, rand()

表示Matlab产生的 0和 1之间的随机数. 仿真结果如

图 2所示,结果表明状态反馈控制器𝑢(𝑥)保证了闭环

系统 (34)在𝑥 ∈ 𝛽𝜈内的稳定性, 且状态轨迹收敛到

零,即闭环系统是渐近稳定的.

0 1 2 3 4 5
-0.2

0.2

0.6

t /s

0 1 2 3 4 5
-3

-2

-1

0

x1

x2

x
x

1
2

,
u

图 2 Matlab返回 𝛿 = 0.814 7时闭环系统响应

4 结结结 论论论

本文研究一类含多面体不确定性多项式系统的

局部鲁棒稳定控制问题.结合多项式平方和 (SOS)理

论与 S-procedure技术,将具有状态约束的非线性局部

稳定控制问题转换为凸的SOS规划问题,并给出该类

系统的局部鲁棒稳定性分析与状态反馈镇定控制问

题在 SOS理论框架下的可解性条件.本文的优点在于

将线性系统框架下的一些重要思想无障碍地推广到

非线性系统中, 且所得到的基于 SOS的可解性条件,

可用MatLab下的 SOSTools获得精确的解析解,在一

定程度上克服了非线性系统控制理论中普遍存在的

计算与构造Lyapunov函数的困难.此外,文中只给出

了状态反馈镇定控制器的设计方法,如何将其推广到

该类系统的输出反馈和优化控制等问题上,是一个有

意义,值得进一步研究的问题.
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