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摘 要: 提出自主式智能体在有限时间内的停车控制问题.基于极坐标系下自主式智能体的非线性运动模型,将智

能体运动控制系统分解为原地转动的线性系统和直线运动、转动结合的弱非线性系统两种形式. 利用Lyapunov设计

方法,得到在有限时间内智能体到达给定停车区域的切换控制律,并给出到达给定区域所需时间的估算公式. 仿真算

例表明了所提出控制方法的有效性.
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Abstract: This paper proposes a parking problem of autonomous agents in finite time. Based on the nonlinear motion model

of the agent in polar coordinates, the motion control system of the agent is divided into two types: the linear system of rotation

and the weakly nonlinear system of rectilinear motion together with rotation. The switching control laws are designed to

guarantee that the agent can reach a given parking domain in finite time by using the Lyapunov designing method. The

evaluating formula of the finite time is obtained. A simulation example shows the effectiveness of the designing method.
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0 引引引 言言言

自主式智能体作为一种典型的非完整约束系统,

其控制问题一直是研究的热点. 根据控制目标不同,

自主式智能体的运动控制分为点镇定、路径跟踪和轨

迹跟踪. 点镇定作为其中基本的控制问题之一,引起

学者们的广泛关注. 文献 [1]利用状态空间反馈线性

化的方法解决移动机器人的点镇定; [2]采用模糊思

想建立模糊规则,实现机器人的点镇定; [3]基于图式

理论的仿人智能控制理论,设计了一种可以完成机器

人点镇定控制的智能控制器; [4]将神经网络运用到

控制器的设计中,达到点镇定的目的; [5]设计了一种

基于人工势场法的点镇定控制器; [6]利用横截函数

方法研究机器人的点镇定; [7]采用Lyapunov设计法,

针对极坐标系下机器人模型,得到了光滑的点镇定控

制律.尽管这些方法各不相同,但其研究均从初始条

件出发, 当时间 𝑡趋于无穷大时, 机器人渐近稳定到

目标位置,这在实际中难以实现, 且上述文献中对于

智能体到达目标位置的时间没有要求.

在实际中,有时要求智能体在有限时间内到达某

一区域,为此本文拓展了点镇定的设计目标,提出智

能体在有限时间内的停车控制问题,即设计控制策略

使智能体在有限时间内停靠在预先给定的停车区域

内. 通过引入参数调节智能体到达目标区域的大小,

而不再局限于某一点,并得到到达目标区域所需有限

时间的估算方法,同时设计出智能体在有限时间内完

成各个控制目标的切换控制律.

1 问问问题题题描描描述述述

1.1 自自自主主主式式式智智智能能能体体体模模模型型型

本文考虑在水平面运动的自主式智能体,如图 1

所示. 图 1中,自主式智能体的常见运动学模型为[8]
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其中: 𝑥, 𝑦为智能体在惯性坐标系 {𝐼}中的位置坐标;

𝜓为智能体的方位角, 即其前进方向与𝑥轴的夹角

(−π < 𝜓 ⩽ π),逆时针转动取正值; 𝑢和𝜔分别为智能

体载体坐标系 {𝐵}相对于惯性坐标系 {𝐼}的线速度
和角速度.智能体满足如下一阶非完整性约束条件:

𝑥̇ sin𝜓 − 𝑦̇ cos𝜓 = 0. (2)

式 (1)表明,当𝑢 = 𝜔 = 0时,智能体静止不动;当𝑢 =

0且𝜔 ∕= 0时,智能体原地转动;当𝜔 = 0且𝑢 ∕= 0时,

智能体沿线速度𝑢的方向直线运动;当𝑢 ∕= 0且𝜔 ∕=
0时,智能体直线运动且转动;式 (2)表明智能体只有

前后直线运动和转动,不能左右横向运动.
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图 1 自主式智能体模型

1.2 极极极坐坐坐标标标系系系下下下的的的自自自主主主式式式智智智能能能体体体模模模型型型

建立极坐标系如图 2所示, 𝑀为智能体重心, 𝑂

为极点, 𝑂𝑀所在的射线为极轴; 𝑟为重心𝑀与极点

𝑂之间的距离, 𝑟 > 0; 𝛼为智能体线速度𝑢与距离 𝑟

之间的角度, 定义极轴逆时针旋转的角度为正角,

−π < 𝛼 ⩽ π; 𝜃为 𝑟与𝑥轴的夹角, −π < 𝜃 ⩽ π.
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图 2 极坐标系下模型

相对于极点𝑂,智能体本体坐标为

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃. (3)

由图 2和式 (3)可以得到极坐标系下的系统变量有如

下关系:

𝑟 =
√
𝑥2 + 𝑦2, 𝛼 = 𝜓 − 𝜃 + π. (4)

极坐标系下的智能体系统方程为

𝑟̇ = 𝑢 cos𝛼, 𝜓̇ = 𝜔, 𝛼̇ = 𝜔 − 𝑢
sin𝛼

𝑟
. (5)

本文的目的是设计控制输入𝑢和𝜔使得智能体

在有限时间𝑇 内满足 𝑟(𝑇 ) ∈ Δ, 其中Δ = {𝑟 ∣ 0 ⩽

𝑟 ⩽ 𝜖, 𝜖 > 0}. 这一设计目标类似于将汽车停于停车

场指定停车位中,故又称为停车问题.

注 1 在极坐标系下建立系统方程,由于状态在

𝑟 = 0处是奇异的,表明系统在 𝑟 = 0处失去了维数的

概念[9], 这样即可避开Brockett必要条件中对于维数

的限制,从而使设计光滑时不变的控制律成为可能.

注 2 本文给出的设计目标不同于点镇定[10]. 点

镇定是指给定任意初始条件,设计合适的控制律,使

智能体在 𝑡 → ∞时以给定的方位角到达期望的目标
点. 文献 [11]将其放宽至只需到达期望位置即可,对

方位角没有要求. 本文通过引入参数 𝜖调节目标区域

的大小,得到在有限时间内到达指定位置的切换控制

律,此设计具有更大的实际意义.

2 控控控制制制器器器设设设计计计和和和有有有限限限时时时间间间的的的估估估算算算

本节采用将任务分解的方案, 分阶段完成控制

任务. 具体可将任务分为智能体原地转动和直线运

动、转动结合两种,控制目标的完成视初始条件的不

同将上述任务有机结合. 具体实施方案为: 当−π <

𝛼 < −π/2或π/2 < 𝛼 ⩽ π且 𝑟 > 𝜖时, 智能体原地

转动,使方位角转到𝛼 = π/2或𝛼 = −π/2的位置;当

−π/2 ⩽ 𝛼 ⩽ π/2且 𝑟 > 𝜖时,智能体直线运动和转动

相结合并在有限时间内到达区域Δ. 这样根据不同的

初始条件分情况设计控制器,从而得到切换控制律.

为了表述方便, 引入 𝑧 = [𝑟, 𝜓, 𝛼]T, 𝑧0 = [𝑟0, 𝜓0,

𝛼0]
T,其中 𝑧0表示初始时刻 𝑡0时的状态变量. 下面根

据不同的初始条件设计控制器.

2.1 −π<𝛼<−π/2或或或π/2<𝛼⩽π且且且 𝑟>𝜖的的的情情情形形形

令𝑢 = 0,设计输入𝜔使智能体在有限时间内到

达𝛼 = π/2或𝛼 = −π/2的位置,这时系统转化为线

性系统, 此种情况下选取Lyapunov函数𝑉1 = 𝛼2/2,

则𝑉1 ∣(5)= 𝛼𝛼̇ = 𝛼𝜔. 取𝜔 = −𝑘1𝛼, 𝑘1 > 0, 于是有

𝑉1 ∣(5)= −𝑘1𝛼2 < 0,由Lyapunov稳定性定理得到当 𝑡

→ ∞时, 𝛼 → 0. 这样当−π < 𝛼 < −π/2或π/2 < 𝛼

⩽ π时, 智能体在有限时间内必能到达𝛼 = π/2或

𝛼 = −π/2的位置.

给出这一过程所需有限时间的求法. 令

𝜂min = min[−𝑉̇ (𝑧, 𝑡)/𝑉 (𝑧, 𝑡)], (6)

于是

𝑉 (𝑧, 𝑡) ⩽ 𝑉 (𝑧0, 𝑡0)e
−𝜂min(𝑡−𝑡0), (7)

其中𝑉 (𝑧0, 𝑡0)对应于时间 𝑡 = 𝑡0时从状态 𝑧0出发的

𝑉 的初始值.则系统到达𝑉 (𝑧, 𝑡)的时间小于等于 𝑡 −
𝑡0,即

𝑡− 𝑡0 ⩽ − 1

𝜂min
ln

𝑉 (𝑧, 𝑡)

𝑉 (𝑧0, 𝑡0)
. (8)

根据式 (8)可以求得当−π < 𝛼 < −π/2或π/2 < 𝛼 ⩽
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π且 𝑟 > 𝜖时,智能体到达𝛼 = π/2或𝛼 = −π/2的位

置时所需的时间

𝑇1 = − 1

𝜂min
ln

𝑉 (𝑧, 𝑡)

𝑉 (𝑧0, 𝑡0)
.

2.2 −π/2 ⩽ 𝛼 ⩽ π/2且且且 𝑟 > 𝜖的的的情情情形形形

此种情况下选取Lyapunov函数𝑉2 = (𝑟2+𝛼2)/2,

则有

𝑉2 ∣(5)= 𝑟𝑟̇ + 𝛼𝛼̇ = 𝑟𝑢 cos𝛼+ 𝛼
(
𝜔 − 𝑢

sin𝛼

𝑟

)
.

设计控制输入使智能体在有限时间内到达区域Δ,取⎧⎨⎩𝑢 = −𝑘2𝑟 cos𝛼,
𝜔 = −𝑘2 sin𝛼 cos𝛼− 𝑘3𝛼,

(9)

其中 𝑘𝑖 > 0(𝑖 = 2, 3). 则有

𝑉2 ∣(5)= −𝑘2𝑟2 cos2 𝛼− 𝑘3𝛼
2 < 0.

同样由Lyapunov稳定性定理得到当 𝑡→ ∞时, 𝑟 → 0,

𝛼 → 0,则智能体在此控制策略下,在有限时间内必能

到达区域Δ.

为了求出智能体到达区域Δ这一过程所需的时

间,先给出如下引理.

引理 1 当−π/2 ⩽ 𝛼 ⩽ π/2时, 有 2∣𝑥∣/π ⩽
sin ∣𝑥∣ ⩽ ∣𝑥∣.

证证证明明明 因为 2∣𝑥∣, sin ∣𝑥∣和 ∣𝑥∣关于𝑥都是偶函数,

所以只需证明当 0 ⩽ 𝑥 ⩽ π/2时的情形. 如图 3所示

的四分之一单位圆中,设圆心角∠𝐴𝑂𝐵 = 𝑥, 0 ⩽ 𝑥 ⩽
π/2, 𝐵𝐶⊥𝑂𝐴.

Χ

Ο C A

B

图 3 四分之一单位圆

由图 3可见, sin𝑥 = 𝐶𝐵, 𝑥 =
⌢

𝐴𝐵, 容易得出

sin𝑥 ⩽ 𝑥, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ π/2. 令 𝑓(𝑥) = sin𝑥 − 2𝑥/π,显然

有 𝑓(0) = 0, 𝑓(π/2) = 0. 应用微分中值定理,至少存

在一点 𝜉 ∈ (0,π/2),使得 𝑓 ′(𝜉) = cos 𝜉 − 2/π = 0. 又

因为

𝑓 ′′(𝑥) = − sin𝑥 < 0, 0 < 𝑥 < π/2,

所以 𝑓(𝑥)在区间 (0,π/2)内是上凸函数,且有

𝑓(𝑥) > 0, 0 < 𝑥 < π/2,

即 sin𝑥 ⩾ 2𝑥, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ π/2,当𝑥 = 0或𝑥 = π/2时等

号成立. 2
将式 (9)代人 (5)得到如下闭环系统:⎧⎨⎩

𝑟̇ = −𝑘2𝑟 cos2 𝛼,
𝜓̇ = −𝑘2 sin𝛼 cos𝛼− 𝑘3𝛼,

𝛼̇ = −𝑘3𝛼.
(10)

由式 (10) 𝛼̇ = −𝑘3𝛼可得
𝛼 = 𝛼0e

−𝑘3𝑡. (11)

将式 (11)代入 (10)的第 1式,且从 0到𝑇2积分可得

𝑟(𝑇2) = 𝑟0e
−𝑘2

r 𝑇2
0 cos2(𝛼0e

−𝑘3𝑡)d𝑡, (12)

其中𝑇2表示智能体在此时刻满足 𝑟(𝑇2) ∈ Δ.

定理 1 给定初始误差距离 𝑟0,对于任意给定的

−π/2 ⩽ 𝛼0 ⩽ π/2,自主式智能体在控制律 (9)的作用

下,经过有限时间𝑇2使 𝑟(𝑇2) ∈ Δ,其中

𝑇2 =
1

𝑘2
ln
𝑟0
𝜖
+

𝛼2
0

2𝑘3
. (13)

证证证明明明 由引理 1,当−π/2 ⩽ 𝛼 ⩽ π/2时,有

1− 𝛼2 ⩽ cos2 𝛼 ⩽ 1− 4𝛼2

π2
. (14)

根据式 (12)和 (14),因为−π/2 ⩽ 𝛼0 ⩽ π/2,所以有

𝑟(𝑇2) ⩽ 𝑟0e
−𝑘2

r 𝑇2
0 (1−𝛼2

0𝑒
−2𝑘3𝑡)d𝑡 ⩽

𝑟0e
−𝑘0

(
𝑇2− 𝛼2

0
2𝑘3

)
.

若要 𝑟(𝑇2) ∈ Δ,即 𝑟(𝑇2) ⩽ 𝜖,则只需要

𝑟0e
−𝑘2

(
𝑇2− 𝛼2

0
2𝑘3

)
= 𝜖. (15)

由式 (15)可推得 (13)成立. 2
综上,智能体的切换控制律设计方案如下:当−π

<𝛼<−π/2或π/2<𝛼⩽π且 𝑟>𝜖时,设计控制输入

𝑢 = 0, 𝜔 = −𝑘1𝛼. (16)

当−π/2 ⩽ 𝛼 ⩽ π/2且 𝑟 > 𝜖时,设计控制输入

𝑢 = −𝑘2𝑟 cos𝛼, 𝜔 = −𝑘2 sin𝛼 cos𝛼− 𝑘3𝛼. (17)

其中 𝑘𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3.

智能体根据初始条件,采用上述切换控制律可以

保证在有限时间内完成目标任务.

3 仿仿仿真真真算算算例例例

给定初始条件 𝑟0 = 100, 𝛼0 = 3π/4, 𝜓0 = 5π/6,

参数 𝜖 = 0.1,选取控制器增益 𝑘1 = 2, 𝑘2 = 3, 𝑘3 = 4,

采用本文提出的控制器设计方案,可以保证智能体在

有限时间𝑇 内满足 𝑟(𝑇 ) ∈ Δ = {𝑟 ∣ 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 0.1}.

由于初始条件中𝛼0 = 3π/4, 先采用控制律 (16)

使智能体转到𝛼1 = π/2的位置, 此阶段经历的时间

为

𝑇1 = − 1

𝜂min
ln

𝑉 (𝑧, 𝑡)

𝑉 (𝑧0, 𝑡0)
=

1

𝑘1
ln
𝛼0

𝛼1
= 0.202 7 s.

然后采用控制律 (17)使 𝑟由 100变为 0.1, 由定理 1可

得这一阶段所经历的时间为

𝑇2 =
1

𝑘2
ln
𝑟0
𝜖
+

𝛼2
0

2𝑘3
= 3.865 1 s.

即经过𝑇 = 𝑇1+𝑇2 = 4.068 7 s,智能体满足 𝑟(𝑇 ) ∈ Δ.

从该算例中可以看出,智能体在有限时间𝑇 内到

达目标位置,且通过调节参数 𝜖可以得到不同的目标

位置,从而满足不同的实际需求.
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4 结结结 论论论

本文研究了自主式智能体的停车问题,即设计控

制策略使智能体在有限时间内停靠在预先给定的停

车区域内.建立极坐标系下的误差方程, 通过引入可

以调节区域大小的参数, 拓展点镇定的设计目标,将

智能体运动控制系统分解. 利用Lyapunov设计方法,

得到了有限时间内到达预定区域的切换控制律,并给

出有限时间的估算方法. 设计的控制律较为简单,易

于实现, 且可以通过调节参数得到不同的目标区域.

仿真算例表明了所提出方法的有效性.
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