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摘 要: 在灰色系统理论研究领域,较少见到以直觉模糊数为建模对象的预测模型的研究.鉴于此,运用直觉模糊数

的记分函数和犹豫度构建直觉模糊数序列GM(1,1)预测模型,得出直觉模糊数的隶属度和非隶属度,从而实现了直

觉模糊数的预测. 通过算例分析表明了所提出方法的合理性和可行性,且直觉模糊数预测模型能够丰富灰色系统理

论体系,扩展灰色预测模型的应用范围.
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GM(1,1) prediction model based on intuitionistic fuzzy numbers
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Abstract: In the field of grey system theory, there is no the research on the grey prediction model based on the sequences

of intuitionistic fuzzy numbers. The GM(1,1) grey prediction model of the sequences of intuitionistic fuzzy numbers is

constructed by utilizing the score function and hesitant degree of intuitionistic fuzzy numbers. Then the membership function

and the non-membership of intuitionistic fuzzy numbers are obtained by the prediction model. By using the method, the

prediction of intuitionistic fuzzy numbers can be realized. Finally, an example shows the feasibility and effectiveness of the

proposed method. The grey prediction model of intuitionistic fuzzy numbers enriches the grey system theory and extends the

applied scope of the grey prediction model.
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0 引引引 言言言

GM(1,1)模型是灰色系统理论中应用最广泛的

模型, 已成功地解决了许多实际问题.但从目前的研

究情况看, 其建模前提主要是实数序列, 大部分研究

集中在提高建模和预测精度[1-4]以及如何扩展模型的

应用范围[5-8]. 随着社会和科技的进步,遇到的问题越

来越复杂, 表征信息的方式也多种多样, 传统的以实

数序列为基础的灰色预测模型难以满足人们的实际

需要.自Zadeh[9]提出模糊集理论以来,该理论已在各

领域得到广泛应用. Atanassov[10]于 1986年提出了直

觉模糊集的概念. 目前,直觉模糊集主要应用在多属

性决策方面. Chen等[11]提出了记分函数,并运用记分

函数解决Vague集多属性决策问题. Bustince等[12]指

出Vague集等价于直觉模糊集. Li等[13]提出GOWA

算子, 并在此基础上构建一种直觉模糊决策模型.

Ludmila等[14]运用D-S证据理论解决在 IFWA算子中

不能处理特殊直觉模糊数的缺陷.这些研究促进了直

觉模糊集理论的完善和发展.

预测和决策是相辅相成的,对于直觉模糊数的预

测问题,相关研究较为少见,最直观的思路是根据直

觉模糊数的隶属度、非隶属度和犹豫度分别建立灰色

预测模型,最后得到预测的直觉模糊数. 但这样处理

的结果是破坏了直觉模糊数的完整性和独立性,使最

后的预测结果不准确,甚至出现隶属度、非隶属度与
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犹豫度之和不等于 1. 由于直觉模糊数包括隶属度、

非隶属度和犹豫度 3个参数,合理地构建预测模型难

度较大.

刘思峰等[15]提出了灰度和核的定义, 并建立了

一系列公理和性质. 受此启发,根据直觉模糊数本身

的含义和性质, 本文运用直觉模糊数的记分函数和

犹豫度,并在不破坏数据的完整性和独立性的基础上

构建了直觉模糊数预测模型. 本文的创新之处在于:

1)运用直觉模糊数的记分函数和犹豫度的特点和性

质,并结合灰色系统理论构建出一种直觉模糊数预测

方法, 通过此预测方法可以实现直觉模糊数的预测,

丰富和发展了直觉模糊集理论; 2)由于现有灰色预测

方法主要以实数为对象建立预测模型,应用范围较为

有限,本文提出的直觉模糊数预测方法将建模对象扩

展为直觉模糊数,从而扩展了灰色预测模型的应用范

围,丰富了灰色系统理论体系.

1 直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数

定义 1[10] (直觉模糊集) 设𝑋为一个给定论域,

则𝑋上的一个直觉模糊集为𝐴 = {⟨𝑥, 𝑢𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑥)⟩∣
𝑥 ∈ 𝑋}. 其中: 𝑢𝐴(𝑥)和 𝑣𝐴(𝑥)分别为𝑋中元素𝑥属

于𝑋的隶属度和非隶属度, 𝑢𝐴 : 𝑋 → [0, 1], 𝑣𝐴 : 𝑋 →
[0, 1],且满足条件 0 ⩽ 𝑢𝐴(𝑥) + 𝑣𝐴(𝑥) ⩽ 1, 𝑥 ∈ 𝑋 . 称

𝜋𝐴(𝑥) = 1−𝑢𝐴(𝑥)− 𝑣𝐴(𝑥)为𝑋中元素𝑥属于𝐴的犹

豫度.

𝑋中的元素𝑥属于𝐴的隶属度和非隶属度所组

成的有序对 ⟨𝑢𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑥)⟩称为直觉模糊数. 为了方

便起见,将直觉模糊数简记为 ⟨𝑢, 𝑣⟩,犹豫度简记为𝜋.

定义 2[11] 对于直觉模糊数𝛼 = ⟨𝑢, 𝑣⟩, 定义
𝑆(𝛼) = 𝑢 − 𝑣为直觉模糊数𝛼的记分函数,其中𝑆(𝛼)

∈ [−1, 1].

对于某直觉模糊数𝛼 = ⟨𝑢, 𝑣⟩而言,根据投票模

型可以看出,其犹豫度𝜋的含义是既不赞成又不反对

的部分,属于灰色系统理论中“灰”的部分.

命题 1 设直觉模糊数𝛼 = ⟨𝑢, 𝑣⟩,直觉模糊数与
记分函数𝑆(𝛼)和犹豫度𝜋(𝛼)所包含的信息相同.

证证证明明明 给出直觉模糊数𝛼 = ⟨𝑢, 𝑣⟩, 可以惟一地
得到记分函数𝑆(𝛼) = 𝑢−𝑣和犹豫度𝜋(𝛼) = 1−𝑢−𝑣,

相反, 给出记分函数𝑆(𝛼) = 𝑢 − 𝑣和犹豫度𝜋(𝛼) =

1 − 𝑢 − 𝑣也可以惟一得到直觉模糊数的隶属度𝑢和

非隶属度 𝑣,所以直觉模糊数与记分函数𝑆(𝛼)和犹豫

度𝜋(𝛼)所包含的信息相同. 2
例 1 已知直觉模糊数𝛼 = ⟨0.6, 0.3⟩, 则可以计

算出记分函数𝑆(𝛼) = 0.3, 犹豫度𝜋(𝛼) = 0.1; 反之,

已知记分函数𝑆(𝛼) = 0.4,犹豫度𝜋(𝛼) = 0.2,则可得

到直觉模糊数𝛼 = ⟨0.6, 0.2⟩.

由命题 1可知,直觉模糊数𝛼完全可以由记分函

数𝑆(𝛼)和犹豫度𝜋(𝛼)确定. 根据文献 [15],有以下命

题成立.

命题 2 两个直觉模糊数进行加、减、乘、除运

算时,灰度 (犹豫度)不减. 特别地,一个实数跟直觉模

糊数进行加、减、乘、除运算时, 运算结果的灰度 (犹

豫度)与直觉模糊数的灰度 (犹豫度)相同.

2 直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数预预预测测测模模模型型型的的的建建建立立立

由于直觉模糊数包含隶属度、非隶属度和犹豫

度 3个参数, 若直接运用隶属度序列、非隶属度序列

和犹豫度序列分别建立预测模型,则会破坏直觉模糊

数的完整性和独立性. 由命题 1和命题 2, 考虑运用

直觉模糊数的记分函数和犹豫度建立合适的GM(1,1)

预测模型. 思路是先运用直觉模糊数的记分函数序列

实现记分函数的预测,然后运用直觉模糊数的犹豫度

推导出直觉模糊数的隶属度和非隶属度.

设直觉模糊数序列𝛼= (𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛),记分函

数序列为𝑆(𝛼)= (𝑆(𝛼1), 𝑆(𝛼2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆(𝛼𝑛)),由𝑆(𝛼𝑘)

+ 𝑎̂𝑧(1)(𝑘)=𝑏,得到𝑆(𝛼) = (𝑆(𝛼1), 𝑆(𝛼2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆(𝛼𝑛))

的时间响应函数为

𝑆(1)(𝛼̂𝑘+1) =
(
𝑆(𝛼1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎𝑘 +

𝑏

𝑎
,

其中 𝑧(1)(𝑘) = (𝑆(𝛼𝑘) + 𝑆(𝛼𝑘−1))/2. 其还原值为

𝑆(𝛼̂𝑘+1) = (1− e𝑎)
(
𝑆(𝛼1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎𝑘. (1)

式 (1)即为直觉模糊数的记分函数的GM(1,1)预测模

型.

根据命题 2,有

𝜋(𝛼̂𝑘+1) = max{𝜋(𝛼1), 𝜋(𝛼2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋(𝛼𝑛)}. (2)

根据直觉模糊数的犹豫度定义有

𝜋(𝛼̂𝑘+1) = 1− 𝑢̂𝑘+1 − 𝑣𝑘+1. (3)

另外,根据直觉模糊数记分函数的定义有

𝑢̂𝑘+1 − 𝑣𝑘+1 = 𝑆(𝛼̂𝑘+1). (4)

由式 (3)和 (4)得到

𝑢̂𝑘+1 =
1 + 𝑆(𝛼̂𝑘+1)− 𝜋(𝛼̂𝑘+1)

2
,

𝑣𝑘+1 =
1− 𝑆(𝛼̂𝑘+1)− 𝜋(𝛼̂𝑘+1)

2
. (5)

式 (5)即为直觉模糊数预测模型.

3 模模模型型型的的的使使使用用用范范范围围围

本文提出的方法是先对直觉模糊数的记分函数

进行预测,然后根据犹豫度的性质去推导出直觉模糊

数的隶属度和非隶属度,因此, 适用范围主要取决于

核序列GM(1,1)预测模型的适用范围.

命题 3 当直觉模糊数预测模型的发展系数 ∣𝑎∣
⩾ 2时无意义.

根据GM(1,1)预测模型的应用范围[16],可以得到
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如下命题.

命题 4 对于直觉模糊数预测模型,以下结论成

立:

1)当 𝑎 ⩾ −0.3时, 模型可用于中长期直觉模糊

数预测;

2)当−0.5 ⩽ 𝑎 ⩽ −0.3时,模型可用于短期直觉

模糊数预测;

3)当−0.8 ⩽ 𝑎 ⩽ −0.5时,模型用于短期直觉模

糊数预测要谨慎;

4)当−1 ⩽ 𝑎 ⩽ −0.8时,其核预测模型应使用残

差修正模型;

5)当 𝑎 ⩽ −1时,不宜应用本文提出的模型.

4 直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数序序序列列列的的的预预预测测测方方方法法法和和和步步步骤骤骤

设直觉模糊数序列𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑘),预测步

骤如下.

Step 1: 计算各直觉模糊数的记分函数和犹豫度.

Step 2: 确定序列犹豫度.

Step 3: 构建直觉模糊数的记分函数序列预测模

型,并计算出𝑆(𝛼̂𝑘+1).

Step 4: 运用式 (5)进行预测,得到

𝑢̂𝑘+1 =
1 + 𝑆(𝛼̂𝑘+1)− 𝜋(𝛼̂𝑘+1)

2
,

𝑣𝑘+1 =
1− 𝑆(𝛼̂𝑘+1)− 𝜋(𝛼̂𝑘+1)

2
.

5 算算算例例例分分分析析析

已知直觉模糊数

𝛼1 = ⟨0.525, 0.375⟩, 𝛼2 = ⟨0.545, 0.335⟩,
𝛼3 = ⟨0.575, 0.375⟩, 𝛼4 = ⟨0.56, 0.27⟩,
𝛼5 = ⟨0.61, 0.31⟩

构成直觉模糊数序列𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5),试构建

𝛼的直觉模糊数预测模型,步骤如下.

Step 1: 计算各直觉模糊数的记分函数和犹豫度.

由定义 2得到𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5的记分函数分别为

0.15, 0.21, 0.26, 0.29, 0.3. 由定义 3得到𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4,

𝛼5的犹豫度分别为 0.1, 0.12, 0.11, 0.17, 0.08.

Step 2: 根据式 (2)得到

𝜋(𝛼̂𝑘+1) = max{𝜋(𝛼1), 𝜋(𝛼2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋(𝛼𝑛)} = 0.17.

Step 3: 构建直觉模糊数的记分函数序列预测模

型,由

𝑆(𝛼̂𝑘+1) = (1− e𝑎)
(
𝑆(𝛼1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎𝑘

得到𝛼的GM(1,1)模型还原式为

𝑆(𝛼̂𝑘+1) = 0.2× e0.11𝑘.

其中: 𝑎 = −0.110, 𝑏 = 0.195.

Step 4: 建立直觉模糊数预测模型,由

𝑢̂𝑘+1 =
1 + 𝑆(𝛼̂𝑘+1)− 𝜋(𝛼̂𝑘+1)

2
,

𝑣𝑘+1 =
1− 𝑆(𝛼̂𝑘+1)− 𝜋(𝛼̂𝑘+1)

2
.

其中

𝑆(𝛼̂𝑘+1) = 0.2× e0.11𝑘,

𝜋(𝛼̂𝑘+1) = max{𝜋(𝛼1), 𝜋(𝛼2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋(𝛼𝑛)} = 0.17.

得到

𝑢̂𝑘+1 =
1 + 0.2× e0.11𝑘 − 0.17

2
,

𝑣𝑘+1 =
1− 0.2× e0.11𝑘 − 0.17

2
.

当 𝑘 = 5时, 𝑢̂6 = 0.588, 𝑣6 = 0.242, 即𝛼6 = ⟨0.588,
0.242⟩.
6 结结结 论论论

对于直觉模糊数序列预测问题,本文根据灰色系

统理论的思想,运用直觉模糊数的记分函数和犹豫度

度建立了GM(1,1)灰色预测模型. 以记分函数的预测

模型为基础,利用犹豫度不减的性质和直觉模糊数的

含义推导出直觉模糊数的灰色预测模型. 所提出方法

计算相对简单,可以快速、方便地进行直觉模糊数的

预测,丰富和完善了灰色系统理论体系和直觉模糊集

理论体系.
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