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摘 要: 研究线性多智能体系统的领航跟随一致性问题.假设每个多智能体系统只能得到其邻域的输出测量信息,在

此条件下,讨论多智能体在有向固定网络拓扑和无向切换网络拓扑两种情况下的一致性问题.针对这两种情况,提出

含有一种分布式观测器的一致性控制算法. 应用Lyapunov稳定性理论证明了若单个多智能体系统是可镇定和可检

测的,且网络连接拓扑只需满足简单的结构,则系统能够达到领航跟随一致性. 仿真结果验证了理论分析的正确性.
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Abstract: The leader-following consensus problem of multi-agent systems with general linear systems is studied. It is

assumed that each agent has only access to the relative output measurements with respect to its neighbors. Two cases are

considered: the directed network with fixed topology and the undirected networks with switching topologies. For both of

cases, a distributed observer-type consensus protocol only based on output measurements is proposed. It is proved that

the leader-following consensus can be achieved only assuming stabilizability and detectability of the individual systems and

imposing very mild connectedness assumption on the interconnection structure by using Lyapunov theory. Finally, simulation

results show the effectiveness of the theoretical results.
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0 引引引 言言言

随着嵌入式系统与通信网络的蓬勃发展,多智能

体系统的协作控制问题已经引起了系统和控制领域

的广泛关注[1-3]. 实际中的嵌入式网络系统,如多智能

体系统和传感器网络在诸多工程领域中得到了成功

应用,其中包括空间编队飞行、环境监测和智能电网

调度等. 在多智能体系统协作控制中,基于邻域的信

息设计分布式的控制协议使得多智能体系统的某些

状态趋于一致是多智能体协作控制中重要的问题,即

一致性控制问题.

现有文献大多考虑的是一阶、二阶和高阶系统

在固定/切换拓扑下的一致性问题[4-7]. 然而, 一般线

性网络系统的研究更具有实际意义,且包括了积分系

统.文献 [8]考虑了线性系统在固定/切换拓扑下的跟

踪控制问题, 但是其控制协议采用的是基于邻域全

部状态信息的静态一致性协议, 然而在许多工程实

际中, 智能体的全部状态信息并不总是可测量到的.

文献 [9]提出了一种基于相对输出信息的观测器型的

一致性协议,并且提出了一致性区域的概念. 基于文

献 [9],文献 [10]针对连续和离散两种线性系统,提出

了基于降阶观测器型的一致性算法.上述文献讨论的

均是无领航者情况下的一致性问题,由于在很多实际

应用中, 要求多智能体系统跟随某个指定的智能体

或某个参考信号,即系统存在一个领航者. 领航者的

运动不受其他智能体的影响,而其他智能体跟随领航

者, 此类问题称作领航跟随控制或跟踪控制问题.文

献 [1]考虑了多智能体系统的领航跟随控制问题,证

明了只要所有的跟随者之间的通信拓扑是联合连通
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的, 系统便达到一致. 文献 [11]讨论了不同的领航者

在网络拓扑中的作用. 文献 [12]提出了 3种分布式的

跟踪控制算法解决一般线性多智能体系统一致的问

题.已有的关于领航跟随的研究不是考虑一阶、二阶

的情况,便是其网络拓扑结构是固定的或无向切换的.

本文研究了一般线性多智能体系统在固定和切

换拓扑下的领航跟随一致性问题,且其每个智能体只

能得到邻域的输出测量信息.与文献 [8]相比,本文只

利用系统的输出状态信息而非全部状态, 更加具有

实际意义.本文针对智能体只能得到其领域输出测量

信息的情况, 提出一种观测器型的一致性协议,利用

LQR(linear quadratic regulator)最优控制理论设计其

观测器的增益,并将文献 [12]中的算法扩展到切换网

络拓扑.

1 预预预备备备知知知识识识

1.1 代代代数数数图图图论论论

智能体网络拓扑经常用有向图𝒢(𝒱, ℰ ,𝒜)来描

述, 其中𝒱 = {𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑁}为非空有限的节点集
合, ℰ ∈ 𝒱2为边集, 𝒜 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑁×𝑁为非负加权邻

接矩阵. 如果图𝒢的边是连接在有序节点之间的, 则

称该图为有向图;反之,称该图为无向图. 边 (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈
ℰ表示节点 𝑣𝑗有信息传递给节点 𝑣𝑖,此时 𝑎𝑖𝑗 > 0; 否

则, 𝑎𝑖𝑗 = 0. 一般假设节点与自身没有连通性, 即 𝑎𝑖𝑖

= 0,∀𝑖 ∈𝒩 ,𝒩 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑁}. 若 (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ ℰ , 则节点

𝑣𝑗称为节点 𝑣𝑖的邻居. 𝑁𝑖 = {𝑗∣(𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ ℰ}表示节点
𝑣𝑖邻居的集合,简称 𝑣𝑖的邻域.定义入度矩阵为𝒟 =

diag{𝑑𝑖} ∈ 𝑅𝑁×𝑁 ,其中 𝑑𝑖 =
∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗 ,则Laplacian矩

阵ℒ = 𝒟 − 𝒜,易得ℒ1𝑁 = 0. 有向路径 𝑣𝑖到 𝑣𝑗是指

一系列的有序边列 (𝑣𝑖, 𝑣𝑖1), (𝑣𝑖1 , 𝑣𝑖2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣𝑖𝑙 , 𝑣𝑗), 其
中 (𝑣𝑖𝑘 , 𝑣𝑖𝑘+1

) ∈ ℰ , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙. 若存在一个节点 𝑣𝑖

(根结点)到其他任何节点都存在一条有向路径,则称

该有向图含有一棵生成树. 有向图中的成份是指图中

含有一棵生成树的最大子图,如果无向图的任意两个

顶点之间存在路径,则称该无向图是连通的. 无向图

𝒢的成份是指图中那些所有连通的最大子图. 用 𝑣0来

表示领航者,则只有一部分跟随者能够接收到领航者

的信息.图𝒢表示由图𝒢和领航者 𝑣0以及其边集组成

的图.

1.2 多多多智智智能能能体体体一一一致致致性性性问问问题题题

考虑一多智能体系统, 由𝑁个跟随者和一个领

航者组成,其跟随者的动态描述为

𝑥̇𝑖 = 𝐴𝑥𝑖 +𝐵𝑢𝑖,

𝑦𝑖 = 𝐶𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (1)

其中: 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛为状态信息; 𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑚为控制输入; 𝑦𝑖 ∈

𝑅𝑝为测量输出; 𝐴,𝐵,𝐶为具有相应维数的常数矩阵.

假设 1 (𝐴,𝐵,𝐶)为可镇定且可检测的.

领航者 𝑣0的动态描述为

𝑥̇0 = 𝐴𝑥0, 𝑦0 = 𝐶𝑥0. (2)

其中: 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛为状态信息, 𝑦0 ∈ 𝑅𝑝为测量输出. 领

航者可以看作是外部系统或者是指挥器, 从而使整

个系统产生期望的轨迹. 假设只有很小一部分智能

体能够检测到领航者的信息, 但是领航者不受跟随

者的信息干扰. 如果智能体 𝑣𝑖能够检测到领航者的

信息, 则称边 (𝑣0, 𝑣𝑖)存在, 权增益 𝑔𝑖 > 0. 矩阵𝐺 =

diag{𝑔𝑖} ∈ 𝑅𝑁×𝑁表示领航者与跟随者之间的信息传

递矩阵.

定义 1 对于所有的智能体 𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁},如

果存在控制𝑢𝑖使得闭环系统对于任意的初始状态

𝑥𝑖(0)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)满足

lim
𝑡→∞

∥𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥0(𝑡)∥ = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

则称系统 (1)和 (2)解决了领航跟随一致性问题.

在实际中,由于连接失败或连接增加,通常导致

通信拓扑为时变的. {𝒢𝑝 : 𝑝 ∈ 𝒫}表示所有可能的
拓扑连接图的集合,其中𝒫为定义在节点 {𝑣0, 𝑣1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣𝑁}所有图的指标集, {𝒢𝑝 : 𝑝 ∈ 𝒫}为定义在点 {𝑣1,
𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑁}上的子图集. 定义𝜎(𝑡) : [0,∞) → 𝒫为分
段常数切换信号, 𝑡时刻的网络拓扑图用𝒢𝜎(𝑡)表示.

假设𝜎(𝑡)在任何有界的时间间隔内切换有限次.

2 固固固定定定拓拓拓扑扑扑下下下的的的领领领航航航跟跟跟随随随一一一致致致性性性

本节考虑多智能体系统 (1)和 (2)在固定有向拓

扑结构下的一致性问题.假设每个智能体只能够获得

其邻居的输出测量信息,设计如下观测器型的一致性

协议:

𝑣̇𝑖 = 𝐴𝑣𝑖 − 𝐹 (𝑦𝑖 − 𝑦𝑖) +𝐵𝑢𝑖,

𝑢𝑖 = 𝛼𝐾
( 𝑁∑

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑖 − 𝑣𝑗) + 𝑔𝑖(𝑣𝑖 − 𝑣0)
)
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (3)

其中: 𝑣𝑖 ∈ 𝑅𝑛为观测器状态; 𝑦𝑖 = 𝐶𝑣𝑖为观测器输

出; 𝑣0 = 𝑥0; 𝛼 > 0为耦合系数; 𝑎𝑖𝑗为邻接矩阵𝒜的
第 𝑖行 𝑗列上的元素;当智能体 𝑖接收到领航者的信息

时, 𝑔𝑖 > 0,否则 𝑔𝑖 = 0; 𝐹 ∈ 𝑅𝑛×𝑝, 𝐾 ∈ 𝑅𝑚×𝑛为需要

设计的反馈矩阵. 因为协议 (3)中只采用了智能体邻

居的信息,所以是分布式的.

令 𝑥̃𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥0, 𝜀𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑣𝑖, 𝑧𝑖 = [𝑥̃T
𝑖 , 𝜀

T
𝑖 ]

T,

𝑧 = [𝑧T1 , 𝑧
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧T𝑁 ]T, 则式 (1)∼ (3)所描述的闭环

系统可以改写为

𝑧̇ = (𝐼𝑁 ⊗ℳ+ 𝛼(ℒ+𝐺)⊗ℛ)𝑧 = 𝐴0𝑧. (4)

其中: ℒ ∈ 𝑅𝑁×𝑁为图𝒢的Laplacian矩阵,且有
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ℳ =

[
𝐴 0

0 𝐴+ 𝐹𝐶

]
, ℛ =

[
𝐵𝐾 −𝐵𝐾

0 0

]
.

系统 (1)和 (2)的领航跟随一致性问题转变为 (4)中的

稳定性问题.

算法 1 由于 (𝐴,𝐵,𝐶)是可镇定且可检测的,协

议 (3)中的参数可以如下选取:

1)选取正定矩阵𝑄1 = 𝑄T
1 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑅1 = 𝑅T

1 ∈
𝑅𝑚×𝑚,解Riccati方程

0 = 𝐴T𝑃1 + 𝑃1𝐴+𝑄1 − 𝑃1𝐵𝑅−1
1 𝐵T𝑃1, (5)

得到矩阵𝑃1 > 0,选取矩阵𝐾 = −𝑅−1
1 𝐵T𝑃1;

2)选取正定矩阵𝑄2 = 𝑄T
2 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑅2 = 𝑅T

2 ∈
𝑅𝑝×𝑝,解Riccati方程

0 = 𝐴𝑃2 + 𝑃2𝐴
T +𝑄2 − 𝑃2𝐶

T𝑅−1
2 𝐶𝑃2, (6)

得到矩阵𝑃2 > 0,选取矩阵𝐹 = −𝑃2𝐶
T𝑅−1

2 ;

3)选取耦合系数𝛼 ⩾ 1/(2 min
𝜆𝑖 ∕=0

(Re(𝜆𝑖))), 其

中𝜆𝑖为Laplacian矩阵ℒ的第 𝑖个特征值.

引理 1 如果跟随者和领导者组成的网络拓扑

图𝒢含有一棵生成树, 且领航者为根结点, 则矩阵𝐻

= ℒ+𝐺的所有特征值具有正实部.

证证证明明明 令𝑆1, 𝑆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆𝑞(𝑞 ⩾ 1)为图𝒢的成份,

不失一般性,将Laplacian矩阵ℒ写成矩阵块的形式𝐿

= diag(𝐿1, 𝐿2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿𝑞),相应的矩阵𝐺 = diag(𝐺1, 𝐺2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺𝑞). 由于跟随者和领导者组成的网络拓扑图𝒢
含有一棵生成树,且领航者为根结点,由文献 [9]中的

引理 5可知矩阵块𝐻𝑞 = ℒ𝑞 +𝐺𝑞特征值的实部为正,

即矩阵𝐻 = ℒ+𝐺的所有特征值具有正实部. 2
定理 1 考虑由多智能体网络 (1)和 (2)所描述

的动态系统,假设其跟随者和领导者组成的网络拓扑

图𝒢含有一棵生成树, 且领航者为根结点, 其动态协

议 (3)中的参数如算法 1中选取, 则对于任意的初始

状态均有

lim
𝑡→∞

∥𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥0(𝑡)∥ = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

即系统解决了领航跟随一致性问题.

证证证明明明 跟随者的网络拓扑图𝒢含有一棵生成树,

且领航者为根结点,由引理 1可知矩阵ℒ + 𝐺特征值

的实部为正,即Re(𝜆𝑖) > 0,∀𝑖 ∈ 𝒩 . 令𝑈 ∈ 𝑅𝑁×𝑁为

酉矩阵满足𝑈(ℒ + 𝐺)𝑈T = Λ,其中Λ为上三角形线

矩阵其对角线上的元素为矩阵ℒ + 𝐺的特征值.令 𝑧

= (𝑈 ⊗ 𝐼𝑛)𝑧,则式 (4)可以改写为

˙̃𝑧 = (𝐼𝑁 ⊗ℳ+ 𝛼Λ⊗ℛ)𝑧. (7)

直接计算可知式 (7)中的状态矩阵为矩阵块上三角线

矩阵,因此, 𝑧渐近趋近于零当且仅当𝑁个子系统

˙̃𝑧𝑖 = (ℳ+ 𝛼𝜆𝑖ℛ)𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 (8)

渐近稳定. 通过计算可知系统 (8)渐近稳定当且仅当

矩阵𝐴+ 𝐹𝐶和𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)Hurwitz

稳定. 由算法 1中的第 2)步得到

(𝐴+ 𝐹𝐶)𝑃2 + 𝑃2(𝐴+ 𝐹𝐶)H =

𝐴𝑃2 + 𝑃2𝐴
T − 2𝑃2𝐶

T𝑅−1
2 𝐶𝑃2 =

−𝑄2 − 𝐹𝑅2𝐹
T < 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (9)

即矩阵𝐴 + 𝐹𝐶为Hurwitz稳定. 同样地, 由式 (1)和

(3)可知

(𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾)H𝑃1 + 𝑃1(𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾) =

𝐴T𝑃1 + 𝑃1𝐴− 2𝛼Re(𝜆𝑖)𝑃1𝐵𝑅−1
1 𝐵T𝑃1 =

−𝑄1 − (2𝛼Re(𝜆𝑖)− 1)𝐾T𝑅1𝐾 < 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (10)

矩阵𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)为Hurwitz稳定. 2
3 切切切换换换拓拓拓扑扑扑下下下的的的领领领航航航跟跟跟随随随一一一致致致性性性

本节研究网络拓扑图为无向切换时的领航跟随

一致性问题.假设每个智能体只能获得其邻居的输出

测量信息,设计如下观测器型的一致性协议:

𝑣̇𝑖 = 𝐴𝑣𝑖 − 𝐹 (𝑦𝑖 − 𝑦𝑖) +𝐵𝑢𝑖,

𝑢𝑖 = 𝛼𝐾
( 𝑁∑

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑡)(𝑣𝑖 − 𝑣𝑗) + 𝑔𝑖(𝑡)(𝑣𝑖 − 𝑣0)
)
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (11)

其中: 𝑣𝑖 ∈ 𝑅𝑛为观测器状态且 𝑣0 = 𝑥0; 𝛼 > 0为耦

合系数; 𝑎𝑖𝑗(𝑡)为邻接矩阵𝒜在时刻 𝑡时第 𝑖行 𝑗列上

的元素; 𝑔𝑖(𝑡)表示以领航者为邻居的智能体随着时间

是变化的; 𝐹 ∈ 𝑅𝑛×𝑝, 𝐾 ∈ 𝑅𝑚×𝑛为需要设计的反馈

矩阵. 令 𝑥̃𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥0, 𝜀𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑣𝑖, 𝑧𝑖 = [𝑥̃T
𝑖 , 𝜀T𝑖 ]

T,

𝑧 = [𝑧T1 , 𝑧
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧T𝑁 ]T, 则闭环系统 (1), (2)和 (11)可

以改写为

𝑧̇ = (𝐼𝑁 ⊗ℳ+ 𝛼(ℒ𝜎(𝑡) +𝐺𝜎(𝑡))⊗ℛ)𝑧 = 𝐴0𝑧. (12)

其中: ℒ𝜎(𝑡) ∈ 𝑅𝑁×𝑁为图𝒢𝜎(𝑡)在时刻 𝑡的Laplacian

矩阵, 𝐺𝜎(𝑡) = diag{𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑁 (𝑡)}; ℳ,ℛ如
式 (4)所示.

为了分析系统的稳定性, 考虑一组无穷有序的

有界连续时间段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 且 𝑡0 = 0,

𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 ⩽ 𝑇 ,其中𝑇 为某个大于 0的常数. 假设每个

时间段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)中存在一个非重叠的子序列 [𝑡0𝑘, 𝑡
1
𝑘),

⋅ ⋅ ⋅ , [𝑡𝑗𝑘, 𝑡𝑗+1
𝑘 ), ⋅ ⋅ ⋅ , [𝑡𝑚𝑘−1

𝑘 , 𝑡𝑚𝑘

𝑘 ), 𝑡𝑘 = 𝑡0𝑘, 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑚𝑘

𝑘 ,

满足 𝑡𝑗+1
𝑘 −𝑡𝑗𝑘 ⩾ 𝜏, 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚𝑘−1.其中: 𝑚𝑘为大于 0

的整数; 𝜏 > 0为给定的常数, 使得拓扑结构在时间

段 [𝑡𝑗𝑘, 𝑡
𝑗+1
𝑘 )不变,记为𝒢𝜎(𝑡). 在时间段 [𝑡𝑗𝑘, 𝑡

𝑗+1
𝑘 )里,一

些或者是全部拓扑图𝐺𝑘𝑗 (𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑘 − 1)允许

是非连通的,只要求其联合拓扑满足如下定义.

定义 2 联合图是指一组图的并所组成的图,其

节点为所有节点的总和,其边集为所有边集的并.如
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果此联合图是连通的, 则称此联合图是联合连通

的.如果联合图 {𝒢𝜎(𝑡) : 𝑠 ∈ [𝑡, 𝑡 + 𝑇 ]}是联合连通的,

则称这组图在时间段 [𝑡, 𝑡 + 𝑇 ], 𝑇 > 0里是联合连通

的.

下面的假设对研究切换拓扑下的领航跟随一致

性问题至关重要.

假设 2 矩阵𝐴所有特征根的实部非正.

假设 3 在每个时间段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)(𝑘=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ )内,

所有形成图的联合图是联合连通的.

算法 2 由于 (𝐴,𝐵,𝐶)是可镇定且可检测的,协

议 (3)中的参数可以如下选取:

1)选取正定矩阵𝑄1 = 𝑄T
1 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑅1 = 𝑅T

1 ∈
𝑅𝑚×𝑚,解Riccati方程

0 = 𝐴T𝑃1 + 𝑃1𝐴+𝑄1 − 𝑃1𝐵𝑅−1
1 𝐵T𝑃1, (13)

得到矩阵𝑃1 > 0,选取矩阵𝐾 = −𝑅−1
1 𝐵T𝑃1;

2)选取正定矩阵𝑄2 = 𝑄T
2 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑅2 = 𝑅T

2 ∈
𝑅𝑝×𝑝,解Riccati方程

0 = 𝐴𝑃2 + 𝑃2𝐴
T +𝑄2 − 𝑃2𝐶

T𝑅−1
2 𝐶𝑃2, (14)

得到矩阵𝑃2 > 0,选取矩阵𝐹 = −𝑃2𝐶
T𝑅−1

2 ;

3)选取耦合系数𝛼 ⩾ 1/(2𝜆min), 其中𝜆min为所

有𝜎(𝑡) → 𝒫所有Laplacian矩阵的最小非零特征值.

在给出主要结果之前, 需要对图𝒢𝑝的Laplacian

矩阵ℒ+𝐺的特征值作如下变换.

Step 1:找出图𝐺𝑝中的所有成份𝑆1
𝑝 , 𝑆

2
𝑝 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆𝑛𝑝

𝑝 ,

1 ⩽ 𝑛𝑝 ⩽ 𝑁 .

Step 2: 将图𝒢𝑝的Laplacian写为𝐿𝑝 = diag(𝐿1
𝑝,

𝐿2
𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿𝑛𝑝

𝑝 ),其中𝐿𝑖
𝑝 ∈ 𝑅𝑡𝑖𝑝×𝑡𝑖𝑝(𝑡𝑖𝑝 = ∣𝒱(𝑆𝑖

𝑝)∣)为成份
𝑆𝑝
𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑝)对应的Laplacian矩阵. 相应的

分割矩阵为𝐷𝑝 = diag(𝐷1
𝑝, 𝐷

2
𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑛𝑝

𝑝 ). 令𝐻𝑝 =

diag(𝐻1
𝑝 , 𝐻

2
𝑝 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝑛𝑝

𝑝 ),其中𝐻𝑖
𝑝 = 𝐿𝑖

𝑝 +𝐷𝑖
𝑝, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑝.

Step 3: 对于每个 𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑝},考虑成份𝑆𝑖
𝑝

所对应的矩阵𝐻𝑖
𝑝,假设 ∣𝒱(𝑆𝑖

𝑝)∣ = 𝑡𝑖𝑝,则𝒱(𝑆𝑖
𝑝) = {𝑖1,

𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑡𝑖𝑝},其中 {𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑡𝑖𝑝} ⊂ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}且 𝑖1

< 𝑖2 ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑖𝑡𝑖𝑝 , 故𝐻𝑖
𝑝为 𝑡𝑖𝑝 × 𝑡𝑖𝑝阶矩阵, 记其 𝑡𝑖𝑝个特

征值为 𝑒𝑖𝑝,1 ⩽ 𝑒𝑖𝑝,2 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑒𝑖𝑝,𝑡𝑖𝑝
. 将 𝑡𝑖𝑝在图中的不同

符号𝜆𝑖1
𝑝 , 𝜆𝑖2

𝑝 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑖𝑡𝑝
𝑝 重新标记矩阵𝐻𝑖

𝑝与之对应,即

𝜆𝑖1
𝑝 (↔ 𝑒𝑖𝑝,1), 𝜆

𝑖2
𝑝 (↔ 𝑒𝑖𝑝,2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆

𝑖𝑡𝑝
𝑝 (↔ 𝑒𝑖𝑝,𝑡𝑖𝑝

).

Step 4: 将矩阵𝐻1
𝑝 ,𝐻

2
𝑝 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝑛𝑝

𝑝 所对应特征值

按顺序排列一起.

通过如此标记后,对于所有的 𝑝 ∈ 𝒫 , 𝐻𝑝对应的

𝑁个特征值记为 {𝜆1
𝑝, 𝜆

2
𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑁

𝑝 }. 定义𝜎(𝑝) = {𝑘 :

𝜆𝑘
𝑝 ∕= 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁},则有如下引理.

引理 2[8] 联合图在时间段 [𝑡𝑘, 𝑡(𝑘+1)]内为联合

连通的,当且仅当∪
𝑡∈[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1)

𝜚(𝜎(𝑡)) = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. (15)

引理 3[13] 记对称矩阵𝑋为

𝑋 =

[
𝐴 𝐵

𝐵T 𝐶

]
,

令𝑆为矩阵𝐴在矩阵𝑋中的 Schur补, 即𝑆 = 𝐶 −
𝐵T𝐴−1𝐵, 则有: 1)𝑋为正定矩阵当且仅当矩阵𝐴和

矩阵𝑆均为正定矩阵; 2)如果𝐴是正定的,则𝑋是半

正定的,当且仅当𝑆为半正定矩阵.

定理 2 考虑由多智能体网络 (1)和 (2)所描述

的动态系统,系统矩阵满足假设 2,其跟随者与领导者

组成的网络拓扑图𝒢满足假设 3, 动态协议 (11)中的

参数选取如算法 2,则对于任意初始状态均有

lim
𝑡→∞

∥𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥0(𝑡)∥ = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

即系统解决了领航跟随一致性问题.

证证证明明明 由定理 1得知矩阵𝐴+𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾和𝐴+𝐹𝐶

为Hurwitz稳定,可以找到正定对称矩阵𝑃3, 𝑃4满足

(𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾)H𝑃3 + 𝑃3(𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾)−
𝛼𝜆𝑖𝑃3𝐵𝐾(𝛼𝜆𝑖𝑃3𝐵𝐾)H < 0, (16)

(𝐴+ 𝐹𝐶)H𝑃4 + 𝑃4(𝐴+ 𝐹𝐶) = −𝐼𝑁 . (17)

令𝑃 =

[
𝑃3 0

0 𝑃4

]
> 0, 其中𝑃3, 𝑃4分别为式 (16)和

(17)的解. 选取Lyapunov函数

𝑉 (𝑡) = 𝑧T(𝑡)(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃 )𝑧(𝑡).

显然, 𝑉 (𝑡) > 0且在每个时间段内都是连续可导的.

首先,证明在每个非变换瞬时时间段内有 𝑉̇ (𝑡) ⩽
0. 对于每个 𝑝 ∈ 𝒫 , 𝐻𝑝均是一个对称正定的矩阵,其

𝑁个特征值 {𝜆1
𝑝, 𝜆

2
𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑁

𝑝 }都可以找到正交矩阵𝑇𝑝

使得

𝑇𝑝𝐻𝑝𝑇
T
𝑝 = Λ𝑃 := diag(𝜆𝜋𝑝(1)

𝑝 , 𝜆
𝜋𝑝(2)
𝑝 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝜋𝑝(𝑁)

𝑝 ),

(18)

其中𝜋𝑝为{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}的某种排列. 记系统在 𝑡时刻

的拓扑图为𝒢,由式 (12)得到

𝑉̇ (𝑡) =

𝑧T(𝐼𝑁 ⊗ℳT + 𝛼𝐻𝑝 ⊗ℛT)(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃 )𝑧+

𝑧T(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃 )(𝐼𝑁 ⊗ℳ+ 𝛼𝐻𝑝 ⊗𝑅)𝑧 =

𝑧T[𝐼𝑁 ⊗ (ℳT𝑃 + 𝑃ℳ) + 𝛼𝐻𝑝 ⊗ (ℛT𝑃 + 𝑃ℛ)]𝑧.

令 𝑧 = (𝑇𝑝 ⊗ 𝐼𝑛)𝑧,有

𝑉̇ (𝑡) =

𝑧T(𝑇𝑝 ⊗ 𝐼𝑛)[𝐼𝑁 ⊗ (ℳT𝑃 + 𝑃ℳ)+

𝛼𝐻𝑝 ⊗ (ℛT𝑃 + 𝑃ℛ)](𝑇T
𝑝 ⊗ 𝐼𝑛)𝑧 =

𝑧T[𝐼𝑁 ⊗ (ℳT𝑃 + 𝑃ℳ) + 𝛼Λ𝑝 ⊗ (ℛT𝑃 + 𝑃ℛ)]𝑧 ⩽
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𝑖∈𝜎(𝑝)

𝑧T𝑖 [(ℳT𝑃 + 𝑃ℳ) + 𝛼𝜆𝑖(ℛT𝑃 + 𝑃ℛ)]𝑧𝑖 =

∑
𝑖∈𝜎(𝑝)

𝑧T𝑖 [(ℳT + 𝛼𝜆𝑖ℛT)𝑃 + 𝑃 (ℳ+ 𝛼𝜆𝑖ℛ)]𝑧𝑖.

计算得到

(ℳT + 𝛼𝜆𝑖ℛT)𝑃 + 𝑃 (ℳ+ 𝛼𝜆𝑖ℛ) =[
𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾 −𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾

0 𝐴+ 𝐹𝐶

]T [
𝑃1 0

0 𝑃3

]
+[

𝑃1 0

0 𝑃3

][
𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾 −𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾

0 𝐴+ 𝐹𝐶

]
=[

𝑆1 −𝛼𝜆𝑖𝑃1𝐵𝐾

−(𝛼𝜆𝑖𝑃1𝐵𝐾)T 𝑆2

]
< 0. (19)

其中

𝑆1 = (𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾)T𝑃3 + 𝑃3(𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾),

𝑆2 = (𝐴+ 𝐹𝐶)𝑃4 + 𝑃4(𝐴+ 𝐹𝐶)T.

由引理 3和式 (17)可知,不等式 (19)成立当且仅

当

(𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾)T𝑃3 + 𝑃3(𝐴+ 𝛼𝜆𝑖𝐵𝐾)−
𝛼𝜆𝑖𝑃3𝐵𝐾(𝛼𝜆𝑖𝑃3𝐵𝐾)T < 0, (20)

即式 (16)成立. 因此, 必定存在某个常数 𝛿使得下式

成立:

𝑉 (𝑡) ⩽ −𝛿
∑
𝜎(𝑝)

𝑧T𝑖 𝑧𝑖 ⩽ 0. (21)

进一步得到 lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑡)存在.

与文献 [8]中定理 2的证明类似,可以得到

lim
𝑡→∞

w 𝑡+𝜏

𝑡

[ ∑
𝑖∈𝜎(𝜚(𝑡0𝑘))

𝑧T𝑖 (𝑠)𝑧𝑖(𝑠) + ⋅ ⋅ ⋅+

∑
𝑖∈𝜎(𝜚(𝑡

𝑚𝑘−1

𝑘 ))

𝑧T𝑖 (𝑠)𝑧𝑖(𝑠)
]
d𝑠 = 0. (22)

由引理 2可知, 由于系统的切换拓扑图在每个时间

段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)内是联合连通的,
∪

𝑡∈[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1)

𝜎(𝜚(𝑡)) = {1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁},式 (22)可以改写为

lim
𝑡→∞

w 𝑡+𝜏

𝑡

[ 𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑧
T
𝑖 (𝑠)𝑧𝑖(𝑠)

]
d𝑠 = 0,

其中 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑁为正整数. 𝑉̇ (𝑡) ⩽ 0表示 𝑧(𝑡)有

界,则 𝑧̇(𝑡)也有界,因此,
𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑧
T
𝑖 (𝑠)𝑧𝑖(𝑠)是一致连续

的. 由Barbalat定理可知

lim
𝑡→∞

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑧
T
𝑖 (𝑠)𝑧𝑖(𝑠) = 0,

即 lim
𝑡→∞

𝑧T𝑖 (𝑡)=0, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,因此, lim
𝑡→∞

𝑧T𝑖 (𝑡)=0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,即系统解决领航跟随一致性问题. 2
注 1 当𝑁较大时, 计算矩阵ℒ𝜎(𝑡)最小特征值

的工作量很大.事实上, 一般只要选取耦合系数𝛼较

大即可满足要求.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

本节利用仿真实验验证理论方案的有效性和正

确性. 首先,考虑通信拓扑为固定有向图的情况. 考虑

由 4个跟随者和 1个领航者构成的多智能体系统,系

统矩阵为

𝐴 =

[
1 1

0 −2

]
, 𝐵 =

[
0

1

]
, 𝐶 = [1 0].

易知矩阵𝐴为不稳定的, 且 (𝐴,𝐵,𝐶)为可镇定可检

测的. 假设其拓扑图如图 1所示,直接计算得到矩阵ℒ
+𝐺的最小特征值为 0.267 9.选取𝛼 = 4,利用Matlab,

0
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图 1 固定有向网络拓扑
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图 2 跟随者和领航者在固定有向网络拓扑下的误差轨迹
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选取𝑄1 = diag{10, 10}, 𝑄2 = diag{1, 1}, 𝑅1 = 1, 𝑅2

= 0.5,由算法 1解得反馈矩阵𝐾和𝐹 分别为

𝐾 = [0.982 0 − 2.600 6], 𝐹 =

[
−0.947 1

0.325 4

]
.

图 2给出了采用控制协议 (3)所得的跟随者和领
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图 3 跟随者和领航者间可能的网络拓扑图
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图 4 跟随者和领航者在切换网络拓扑下的误差轨迹

航者的误差轨迹 𝑥̃𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4. 由图 2可

知, 4个跟随者最终都与领航者的状态达到一致.

考虑由 4个跟随者和一个领导者构成的多智能

体系统在切换网络拓扑下的领航跟随一致性问题,系

统矩阵为

𝐴 =

[
0 1

0 0

]
, 𝐵 =

[
0

1

]
, 𝐶 = [0 1].

显然, (𝐴,𝐵,𝐶)是可镇定且可检测的, 且矩阵𝐴的两

个特征值均为 0. 假设 5个智能体所有可能的网络拓

扑图为 {𝒢1,𝒢2,𝒢3,𝒢4,𝒢5,𝒢6}, 如图 3所示, 其切换顺

序为𝒢1 → 𝒢2 → 𝒢3 → 𝒢4 → 𝒢5 → 𝒢6 → 𝒢1 → ⋅ ⋅ ⋅ ,

每 0.5 s切换一次. 通过计算得到𝜆min = 0.382 0,选取

𝛼 = 4, 利用Matlab, 选取𝑄1 = diag{10, 10}, 𝑄2 =

diag{1, 1}, 𝑅1 = 1 , 𝑅2 = 0.5, 由算法 2解得反馈矩

阵𝐾和𝐹 分别为

𝐾 = [−3.162 3 − 4.040 4], 𝐹 =

[
−3.107 5

−1.414 2

]
.

图 4给出了采用控制协议 (11)所得的跟随者和

领航者在切换网络拓扑下的误差轨迹 𝑥̃𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥0,

𝑖 = 1, 2, 3, 4. 由图 4可知, 4个跟随者最终都与领航者

的状态达到一致.

5 结结结 论论论

本文研究了多智能体系统的领航跟随一致性问

题,其每个智能体的动态描述为一般线性系统.假设

每个多智能体系统只能得到其邻域的输出测量信

息, 利用输出信息设计分布式估计器估计出系统的

状态. 然后设计控制协议,讨论有向固定网络拓扑和

无向切换网络拓扑两种情况下的一致性问题. 应用

Lyapunov稳定性和图论的理论证明了若单个多智能

体系统是可镇定和可检测的,对于有向固定网络拓扑

的情况,只要求领航者和跟随者的拓扑图含有一棵生

成树, 则系统达到领航跟随一致性; 对于无向切换网

络拓扑的情况,只要求领航者和跟随者所组成的拓扑

图是联合连通的,则系统达到领航跟随一致性. 最后,

通过仿真验证了理论分析的正确性.
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