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摘 要: 针对具有本质非线性动态的多智能体网络,基于微分包含理论研究有限时间协调跟踪问题.假设非线性动

态满足Lipschitz条件且只有部分智能体已知目标动态,设计分布式混杂控制协议,应用非光滑稳定性分析方法给出

系统实现有限时间跟踪的充分条件.若无向切换拓扑保持连通或有向拓扑具有生成树且强连通部分满足细致平衡条

件,则选取合适的控制增益参数均能实现有限时间跟踪. 最后通过仿真实验表明了所提出方案的有效性和正确性.

关键词: 非线性网络；有限时间跟踪；微分包含；非光滑稳定性分析
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Finite time distributed tracking control of nonlinear networks

YU Di1,2, WU Qing-he1, WANG Yao1

(1. School of Automation，Beijing Institute of Technology，Beijing 100081，China；2. School of Electrical Information

and Engineering，Northeast Petroleum University，Daqing 163318，China．Correspondent：YU Di，E-mail：yudizlg

@yahoo.cn)

Abstract: The finite time coordinated tracking problem is studied for multi-agent networks with inherent nonlinear dynamics

based on the differential inclusions theory. The distributed hybrid control protocol is designed assuming that nonlinear

dynamics are satisfied with Lipschitz condition and only a subset of agents know objective dynamics. Sufficient conditions

are developed to achieve finite time tracking by applying nonsmooth stability analysis methods. Finite time tracking can

be achieved with suitable control gain for the undirected switching topology keeping connected and the directed topology

containing a spanning tree with detail-balanced strongly connected components. Simulation results verify the effectiveness

and correctness of the theoretical analysis.
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0 引引引 言言言

近年来, 多智能体协调控制的研究受到广泛关

注, 并且在诸多工程领域得到了成功应用, 其中包括

机器人编队、无线传感器网络定位和智能电网调度

等. 其主要任务是设计控制协议并通过局部交互实

现全局行为,但目前大部分成果均为实现多智能体系

统渐近协调,即控制律至多实现无限时间内的渐近收

敛. 相比之下, 有限时间控制具有快速性、准确性和

强鲁棒性等优点[1], 其研究方法包括齐次理论、有限

时间稳定性方法和非光滑分析方法. 基于前两种方

法, 文献 [2-4]设计了连续的非光滑控制协议以实现

网络的有限时间协调控制.当控制作用不连续或网络

拓扑发生变化时, 控制协议是个体状态的不连续函

数, 所以对应的系统为不连续动态系统,此时需要引

入 Filipov解和微分包含的概念,采用非光滑分析方法

进行稳定性分析.对于具有不连续右端的系统微分方

程, Filippov[5]提出了微分方程解的概念,只要求方程

的右端关于时间和状态变量Lebesgue可测,从而为该

领域的研究作出了创造性的贡献. 随后,文献 [6-7]基

于微分包含理论进行平衡点的非光滑Lyapunov分析.

近年来,有些学者将非光滑分析理论应用到多智能体

网络的有限时间协调控制中. 文献 [8]在引入可微函

数的赋范梯度流和符号函数梯度流概念的基础上,采

用集值李导数和Lasalle不变集原理等非光滑分析工

具,得出无向网络在有限时间内达到极值点的充分条

件,并成功应用于一致性分析.文献 [9]研究了不连续

动态网络在无向固定拓扑和切换拓扑情况下的半稳

定性和有限时间半稳定性,并成功实现了无向切换网
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络的有限时间聚集控制[10].

上述研究[8-10]主要针对一阶积分器网络,但在实

际应用中系统均体现非线性特性,例如在复杂动态网

络同步中,复杂网络每个节点的动态由节点本质非线

性动态和节点间的耦合作用所决定[11]. 同时,当考虑

动态受限和摩擦等物理特性时也会产生本质非线性

动态. 最近,关于具有本质非线性动态网络的一致性

研究成果主要在文献 [12-14]中给出, 均假设非线性

动态满足Lipschitz条件. 其中: 文献 [12]针对一阶非

线性网络进行渐近协调跟踪控制;文献 [13]研究了二

阶非线性网络一致性并给出有向固定拓扑下实现一

致的充分条件;文献 [14]考虑了无向切换拓扑情况下

非线性网络的有限时间一致问题,提出了新型比较引

理,并给出保证有限时间一致的充分条件.

本文在文献 [14]同时考虑有限时间收敛和具有

本质非线性动态网络一致性问题的基础上, 在非线

性动态满足Lipschitz条件的前提下,设计分布式不连

续控制协议. 针对无向切换拓扑和有向固定拓扑两

种情况, 采用非光滑稳定性分析方法给出非线性网

络有限时间跟踪的充分条件以及有限收敛时间的上

界. 本文从以下 3方面对现有成果进行了拓展: 1)与

文献 [14]相比, 考虑更一般的有向拓扑情况, 降低了

对通信拓扑的限制; 2)与文献 [8-10]相比, 考虑具有

本质非线性动态的多智能体网络,比一阶积分器网络

的有限时间控制复杂得多, 且更具有实际意义; 3)与

文献 [11-13]相比,实现了有限时间协调跟踪,不但加

快收敛速度,而且提高了网络控制精度.

1 预预预备备备知知知识识识

本文中,矢量𝑥 ∈ ℛ𝑛的 1-范数和 2-范数分别定

义为 ∥𝑥∥1 =

𝑛∑
𝑖=1

∣𝑥𝑖∣, ∥𝑥∥ =
√
𝑥T𝑥; 𝜆min(𝐴)为矩阵𝐴

∈ ℛ𝑛×𝑛的最小特征值; sgn(⋅)和 SGN(⋅)分别为符号
函数和集值函数.

1.1 代代代数数数图图图论论论

智能体网络拓扑经常用加权有向图𝒢(𝒱, ℰ ,𝒜)

描述, 其中: 𝒱 = {𝜈1, 𝜈2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜈𝑛}为非空有限的节点
集合, ℰ ⊂ 𝒱 × 𝒱为边集, 𝒜 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑛×𝑛为非负加

权邻接矩阵. 若有向图𝒢的边 𝜀𝑖𝑗 ∈ ℰ ,即节点 𝜈𝑗有信

息传递给节点 𝜈𝑖, 则 𝑎𝑖𝑗 > 0, 𝜈𝑗 ∈ 𝒩𝑖; 否则 𝑎𝑖𝑗 = 0,

𝒩𝑖 = {𝜈𝑗 ∈ 𝒱, (𝜈𝑖, 𝜈𝑗) ∈ ℰ}为节点 𝜈𝑖的邻居集. 有向

图𝒢所对应的Laplacian矩阵定义为

ℒ = 𝒟 −𝒜 = [𝑙𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑛×𝑛.

其中: 𝑙𝑖𝑖=𝑑in(𝜈𝑖)=
∑
𝑗 ∕=𝑖

𝑎𝑖𝑗 , 𝑙𝑖𝑗=−𝑎𝑖𝑗 , 𝒟=diag{𝑑in(𝜈1),

𝑑in(𝜈2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑in(𝜈𝑛)}为入度矩阵, 𝑑in(𝜈𝑖)为节点 𝜈𝑖的

入度值.若存在标量𝜔𝑖 > 0,使得𝜔𝑖𝑎𝑖𝑗 = 𝜔𝑗𝑎𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则称𝒢的权值满足细致平衡条件, 𝜔=(𝜔1,

𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)
T为𝒢的Laplacian矩阵零特征值所对应

的一个左特征向量. 有序边序列 (𝜈1, 𝜈2), (𝜈2, 𝜈3), ⋅ ⋅ ⋅
称为有向路径, 𝜈𝑗 ∈ 𝒱 , 若有向图中一节点与其他所

有节点之间均存在有向路径,则称图具有有向生成树,

该节点称为根节点. 若有向图的任意两个节点之间

都存在有向路径, 则称有向图强连通. 若 (𝜈𝑖, 𝜈𝑗) ∈ ℰ
⇐⇒ (𝜈𝑗 , 𝜈𝑖) ∈ ℰ , 则称𝒢为无向图, 且𝒜T = 𝒜. 若在

不同节点之间都存在无向路径, 则称无向图连通.对

于无向连通图𝒢和任意𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ ℛ𝑛,

有如下性质:

𝑥Tℒ𝑥 =
1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2, (1)

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥
T
𝑖 sgn(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) = −1

2

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗∥𝑥𝑗 − 𝑥𝑖∥1. (2)

1.2 非非非光光光滑滑滑稳稳稳定定定性性性分分分析析析基基基础础础理理理论论论

考虑微分方程

𝑥̇(𝑡) = 𝑋(𝑥(𝑡)), (3)

其中𝑋 : ℛ𝑛 → ℛ𝑛是Lebesgue可测且局部本质有界

的,初始条件为𝑥(𝑡0) = 𝑥(0). 当控制作用不连续或由

于拓扑切换导致网络系统不连续时, 均可在 Filippov

意义下理解该动态系统.在时间间隔 [𝑡0, 𝑡1]内,式 (1)

的 Filippov解定义为绝对连续函数𝑥 : [𝑡0, 𝑡1] → ℛ𝑛,

且对于所有的 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]满足

𝑥̇(𝑡) ∈ 𝐾[𝒳 ](𝑥(𝑡)). (4)

其中

𝐾[𝒳 ](𝑥) ≜
∩
𝛿>0

∩
𝜇(𝑆)=0

co{𝑋(ℬ(𝑥, 𝛿)∖𝑆},

𝜇(⋅)为Lebesgue测度, co为凸包, ℬ(𝑥, 𝛿)为以𝑥为中

心 𝛿为半径的开球, 𝑆为零测度集. 可见 Filippov解用

微分包含 (4)替换了微分方程 (3). 若式 (3)的 Filippov

解在时间上不能继续拓展,则称其为最大解;若对于

每个𝑥(0) ∈ 𝑀 ,至少包含 1个系统 (3)的最大解,则称

𝑀为系统 (3)的弱不变集; 若对于每个𝑥(0) ∈ 𝑀 , 包

含所有系统 (3)的最大解, 则称𝑀为系统 (3)的强不

变集.

进行非光滑稳定性分析需要广义梯度和集值李

导数的概念. 令𝑉 : ℛ𝑛 → ℛ是局部Lipschitz函数,

Clarke广义梯度 ∂𝑉 : ℛ𝑛 → ℬ(ℛ𝑛)定义为

∂𝑉 (𝑥) ≜ co
{

lim
𝑖→∞

∇𝑉 (𝑥𝑖) : 𝑥𝑖 → 𝑥, 𝑥𝑖 /∈ 𝑆
∪

Ω𝑉

}
.

其中: co为凸壳, Ω𝑉 为𝑉 不可微点的集合.在𝑥处, 𝑉

相对于𝑋的集值李导数ℒ𝑋𝑉 : ℛ𝑛 → ℬ(ℛ)定义为

ℒ𝑋𝑉 = {𝑎 ∈ 𝑅∣∃𝜐 ∈ 𝑋(𝑥), 𝜁T𝜐 = 𝑎,∀𝜉 ∈ ∂𝑉 (𝑥)}.
若𝑋取凸且紧值, 则对于每个𝑥 ∈ ℛ𝑛, ℒ𝑋𝑉 是有

界闭区间或空集. 若𝑥在𝑉 处连续可微, 则ℒ𝑋𝑉 =



第 10期 于 镝等: 非线性网络有限时间分布式跟踪控制 1493

{(∇𝑉 (𝑥))T𝜐, 𝜐 ∈ 𝑋(𝑥)}.

1.3 问问问题题题描描描述述述

考虑多智能体网络由𝑛个智能体组成,第 𝑖个智

能体动态描述为

𝑥𝑖 = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑖) + 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (5)

其中: 𝑥𝑖 ∈ ℛ𝑚, 𝑢𝑖 ∈ ℛ𝑚分别为第 𝑖个智能体的状态

矢量和控制矢量; 𝑓 : ℛ×ℛ𝑚 7→ ℛ𝑚为智能体的本质

非线性动态. 本文的目的是设计分布式控制协议使得

每个智能体均能在有限时间内跟踪目标动态

𝑥0 = 𝑓(𝑡, 𝑥0), (6)

其中𝑥0 ∈ ℛ𝑚为目标动态的状态矢量. 由于本质非线

性动态的存在,目标动态可能为周期轨迹或混沌轨迹,

而并非常值矢量.

定定定义义义 1 若对于任何初始状态,当 𝑡 → ∞时,有

𝑥𝑖(𝑡) → 𝑥0(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则称多智能体网络 (5)

实现渐近跟踪.

定定定义义义 2 若对于任何初始状态, 都存在有限时

间𝑇 使得当 𝑡 ⩾ 𝑇 时,有𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥0(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

则称多智能体网络 (5)实现有限时间跟踪.

假假假设设设 1 令非线性动态 𝑓(𝑡, 𝑥)满足Lipschitz条

件,即 ∥𝑓(𝑡, 𝑥𝑖) − 𝑓(𝑡, 𝑥𝑗)∥ ⩽ 𝛾∥𝑥𝑖 − 𝑥𝑗∥, 其中 𝛾为已

知正常数.

2 主主主要要要结结结果果果

假设只有部分智能体已知目标动态. 针对具有本

质非线性动态的多智能体网络 (5)提出如下分布式混

杂控制协议:

𝑢𝑖 = −𝛼

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖−𝑥𝑗)−𝛽

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗sgn(𝑥𝑖−𝑥𝑗). (7)

其中: 𝛼 > 0, 𝛽 > 0. 当智能体 𝑖已知目标动态时, 𝑎𝑖0
> 0; 否则 𝑎𝑖0 = 0. 由于控制协议不连续,在 Filippov

意义下理解网络系统状态变化. 令跟踪误差为 𝜀𝑖 =

𝑥𝑖 − 𝑥0, 网络误差矢量为 𝜀 = [𝜀T1 , 𝜀
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀T𝑛 ]T, 则误

差动态为

𝜀̇𝑖 = − 𝛼

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗)− 𝛽

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗sgn(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗)+

𝑓(𝑡, 𝑥𝑖)− 𝑓(𝑡, 𝑥0). (8)

由此, 跟踪问题即转化为设计控制协议使得在有限

时间内实现 𝜀 = 0. 令 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑖) − 𝑓(𝑡, 𝑥0), 𝑓 =

[𝑓T
1 , 𝑓T

2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓T
𝑛 ]T,则误差动态解定义为微分包含

𝜀̇𝑖 ∈ 𝐾[ℱ ](𝜀) = 𝐾
[
− 𝛼

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗)−

𝛽

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗sgn(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗) + 𝑓𝑖

]
(𝜀) (9)

的绝对连续解,且由假设 1得到 0 ∈ 𝐾[ℱ ](0).

首先证明误差动态 (8) Filippov解的存在性,然后

分别针对无向切换拓扑和有向固定拓扑两种情况进

行有限时间跟踪控制的研究.

2.1 Filippov解解解的的的存存存在在在性性性

引理 1[15] 若矢量域𝑋是Lebesgue可测且局部

本质有界的,则对于所有的初始条件𝑥(0) ∈ ℛ𝑛,都存

在微分方程 (3)的Filippov解.

定定定理理理 1 考虑具有本质非线性动态的多智能体

网络 (5), 若非线性动态满足假设 1, 则对于任意的初

始条件 𝜀(0) ∈ ℛ𝑛,误差动态 (8)的Filippov解存在.

证证证明明明 由已知条件和误差动态 (8)可得

∥𝜀̇∥ ⩽ (∥𝛼ℒ∥+ 𝛾)∥𝜀∥+ 𝛽max(𝑑in(𝜈𝑖)) = 𝑝∥𝜀∥+ 𝑞,

其中max(𝑑in(𝜈𝑖))(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为节点的最大入度
值. 因为 𝜀(𝑡)是微分包含 (9)的绝对连续解, 所以 𝜀(𝑡)

= 𝜀(0) +
∫ 𝑡

0
𝜀̇(𝜏)d𝜏 . 根据范数性质和Gronwall积分不

等式得

∥𝜀(𝑡)∥ ⩽ ∥𝜀(0)∥+
w 𝑡

0
∥𝜀̇(𝜏)∥d𝜏 ⩽

∥𝜀(0)∥+ 𝑞𝑡+
w 𝑡

0
∥𝜀(𝜏)∥d𝜏 ⩽ (∥𝜀(0)∥+ 𝑞𝑡) exp(𝑝𝑡).

符号函数Lebesgue可测且局部本质有界[15], 因此由

引理 1得到误差动态 (8)的 Filippov解存在. 2
2.2 无无无向向向切切切换换换拓拓拓扑扑扑情情情况况况

在实际应用中,由于设备故障、传感范围有限或

存在障碍物,智能体间的通信连接通常不可靠,从而

使网络系统内的信息交换拓扑是动态的. 令𝒩𝑖(𝑡)为

第 𝑖个跟随者变化的邻居集, 𝒩𝑖(𝑡) ⊂ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}.

ℒ(𝑡)为时变网络拓扑的Laplacian矩阵,此时考虑分布

式时变控制协议

𝑢𝑖 =

− 𝛼
∑

𝑗∈𝒩𝑖(𝑡)

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)− 𝛽
∑

𝑗∈𝒩𝑖(𝑡)

𝑎𝑖𝑗sgn(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).

(10)

引理 2[4] 令 𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑛 ⩾ 0且 0 < 𝑝 ⩽ 1,有( 𝑛∑
𝑖=1

𝜉𝑖

)𝑝

⩽
𝑛∑

𝑖=1

𝜉𝑝𝑖 .

引理 3[8] 令𝑉 为局部Lipschitz连续且正则函

数, 𝑥(0) ∈ 𝒬 ⊂ ℛ𝑛, 其中𝒬为式 (3)的紧的强不变

集. 假定对于所有的𝑥 ∈ 𝒬, 有maxℒ𝑋𝑉 (𝑥) ⩽ 0或

ℒ𝑋𝑉 (𝑥) = ∅. 令 ℐ = {𝑥 ∈ ℛ𝑛 : 0 ∈ ℒ𝑋𝑉 (𝑥)}, ℳ为
𝒬∩ ℐ的最大弱不变子集,则 lim

𝑡→∞
dist(𝑥(𝑡),ℳ) = 0.

引理 4[7] 令𝒬 ⊂ ℛ𝑛为包含原点的开集, 考虑

微分包含 (4),其中𝑥 ∈ 𝒬且 0 ∈ 𝐾[𝒳 ](0). 若存在连续

可微函数𝑉 (𝑥) : ℛ𝑛 → ℛ和正定连续函数 𝑟 : ℛ⩾0 →
ℛ⩾0, 其中 𝑟(0) = 0, 满足maxℒ𝑋𝑉 (𝑥) ⩽ −𝑟(𝑉 (𝑥)),

∀𝑥 ∈ 𝒬,且对于所有的 𝜖 > 0,有
w 𝜖

0
(d𝑧/𝑟(𝑧)) < +∞,
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则微分包含 (4)的原点是有限时间稳定的, 且有限收

敛时间满足𝑇 ⩽
w 𝑉 (𝑥(0))

0
(d𝑧/𝑟(𝑧)).

定定定理理理 2 考虑具有本质非线性动态的多智能

体网络 (5), 若非线性动态满足假设 1, 网络拓扑在

每个拓扑切换时间间隔内均保持无向连通, 且至少

存在一个智能体已知目标动态, 则当参数满足𝛼 >

𝛾/𝜆min(ℒ(𝑡))时, 控制协议 (10)能够实现该无向切换

网络的有限时间跟踪控制.

证证证明明明 采取两步法,首先证明网络渐近跟踪,然

后给出有限跟踪时间的上界. 令Lyapunov函数𝑉 (𝜀)

= 𝜀T𝜀/2, 𝜀(0) ∈ 𝒬 ⊂ ℛ𝑛𝑚. 根据文献 [6]的定理 1可

得

ℒℱ𝑉 (𝜀) = 𝜀T𝒦[ℱ ](𝜀) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜀T𝑖

(
− 𝛼

𝑛∑
𝑗∈𝒩𝑖(𝑡)

𝑎𝑖𝑗(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗) + 𝑓𝑖

)
+

𝑛∑
𝑖=1

𝜀T𝑖 𝒦
[
− 𝛽

𝑛∑
𝑗∈𝒩𝑖(𝑡)

𝑎𝑖𝑗 sgn(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗)
]
(𝜀) ⊆

− 𝛼𝜀T(ℒ(𝑡)⊗ 𝐼𝑚)𝜀+ 𝜀T𝑓−

𝛽

𝑛∑
𝑖=1

𝜀T𝑖

𝑛∑
𝑗∈𝒩𝑖(𝑡)

𝑎𝑖𝑗sgn(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗).

由拓扑连接情况可得ℒ(𝑡)为非奇异正定矩阵[16], 且

由假设 1得到

− 𝛼𝜀T(ℒ(𝑡)⊗ 𝐼𝑚)𝜀+ 𝜀T𝑓 ⩽ −(𝛼𝜆min(ℒ(𝑡))− 𝛾)∥𝜀∥2,
则当𝛼 ⩾ 𝛾/𝜆min(ℒ(𝑡)) + 𝛿 (𝛿 > 0)时,讨论ℒℱ𝑉 (𝜀)的

取值情况 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛):
1)当 𝜀𝑖 ∕= 0且 𝜀𝑖 ∕= 𝜀𝑗时,由性质 (2)可得

ℒℱ𝑉 (𝜀) ⩽ −𝛿∥𝜀∥2 − 𝛽

2

𝑛∑
𝑖=1

∑
𝑗∈𝒩𝑖(𝑡)

𝑎𝑖𝑗∥𝜀𝑖 − 𝜀𝑗∥1 < 0;

2)当 𝜀𝑖 ∕= 0且 𝜀𝑖 = 𝜀𝑗时, ℒℱ𝑉 (𝜀) = ∅;

3)当 𝜀𝑖 = 0时, ℒℱ𝑉 (𝜀) = 0.

可见对于所有的 𝜀 ∈ 𝒬, 有maxℒℱ𝑉 (𝜀) ⩽ 0或

ℒℱ𝑉 (𝜀) = ∅, 当且仅当 𝜀 = 0时 0 ∈ ℒℱ𝑉 (𝜀). 因此,

ℐ = {(𝜀T1 , 𝜀T2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑛)T ∈ ℛ𝑛𝑚 : 𝜀𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛},则𝒬∩ ℐ的最大弱不变集为ℳ = {𝜀 ∈ ℛ𝑛 : 𝜀 =

0}. 由引理 3得出网络系统实现渐近一致.

由情况 (1)和引理 2得到

ℒℱ𝑉 (𝜀) ⩽

− 𝛿𝜀T𝜀− 𝛽

2

( 𝑛∑
𝑖=1

∑
𝑗∈𝒩𝑖(𝑡)

𝑎2𝑖𝑗(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗)
2
) 1

2

=

− 2𝛿𝑉 (𝜀)− 𝛽

2
(𝜀T(ℒ̄(𝑡)⊗ 𝐼𝑚)𝜀)

1
2 ⩽

− 2𝛿𝑉 (𝜀)− 𝛽

2

√
2𝜆min(ℒ̄(𝑡))𝑉 1

2 (𝜀).

其中: ℒ̄(𝑡) = 2ℒ̄′(𝑡) + diag{𝑎210, 𝑎220, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎2𝑛0}为非奇

异正定矩阵, ℒ̄′(𝑡)为邻接矩阵是𝒜′ = [𝑎2𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛的网

络所对应的Laplacian矩阵. 令

𝑟(𝑉 (𝜀)) = 2𝛿𝑉 (𝜀) +
𝛽

2

√
2𝜆min(ℒ̄(𝑡))𝑉 1

2 (𝜀),

则由引理 4得到微分包含 (9)在 𝜀 = 0处是有限时间

稳定的, 即无向切换网络 (5)能够实现有限时间跟踪

控制.由文献 [17]得到收敛时间的上界为
2

𝑘1
ln

𝑘1
√

𝑉 (𝜀(0)) + 𝑘2
𝑘2

,

其中 𝑘1 = 2𝛿, 𝑘2 =
𝛽

2

√
2𝜆min(ℒ̄(𝑡)). 2

2.3 有有有向向向固固固定定定拓拓拓扑扑扑情情情况况况

下面放宽对网络拓扑的限制, 讨论加权有向拓

扑情况下的有限时间跟踪控制.令有向图包含 𝑙个强

连通部分, 𝑄𝑗表示构成每部分节点的索引集合, 且
𝑙∪

𝑖=1

𝑄𝑗 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}.

引引引理理理 1 若有向图𝒢强连通且细致平衡,则有
𝑛∑

𝑖=1

𝜔𝑖𝑥
T
𝑖

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) =

− 1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗∥𝑥𝑗 − 𝑥𝑖∥1,

其中标量𝜔𝑖 > 0,且𝜔𝑖𝑎𝑖𝑗 = 𝜔𝑗𝑎𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定定定理理理 3 考虑具有本质非线性动态的多智能体

网络 (5), 若非线性动态满足假设 1, 则网络拓扑具有

有向生成树且根节点已知目标动态. 在强连通部分权

值满足细致平衡的条件下,选取

𝛼 > max
{ 𝛾max

𝑖∈𝑄𝑗

(𝜔𝑖)

𝜆min(𝒲𝑗ℒ𝑗)

}
, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙,

其中ℒ𝑗和𝒲𝑗为第 𝑗个强连通部分对应的Laplacian

阵和其零特征值的左特征向量𝜔𝑖构成的对角阵, 则

控制协议 (7)实现该有向固定网络的有限时间跟踪控

制.

证证证明明明 采取三步法证明,由特殊情况推广到一般

情况.

1)令有向图𝒢强连通且细致平衡, 令Lyapunov

函数为

𝑉1(𝜀) =
1

2
𝜀T(𝒲 ⊗ 𝐼𝑚)𝜀,

其中 𝜀(0) ∈ 𝒬 ⊂ ℛ𝑛𝑚, 𝒲 = diag{𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛}. 其

集值李导数为

ℒℱ𝑉1(𝜀) = 𝜀T(𝒲 ⊗ 𝐼𝑚)𝒦[ℱ ](𝜀) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝜀
T
𝑖

(
− 𝛼

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗) + 𝑓𝑖

)
+

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝜀
T
𝑖 𝒦

[
− 𝛽

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗sgn(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗)
]
(𝜀) ⊆

− 𝛼𝜀T(𝒲ℒ⊗ 𝐼𝑚)𝜀+ 𝜀T(𝒲 ⊗ 𝐼𝑚)𝑓−
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𝛽

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝜀
T
𝑖

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗SGN(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗).

当假设 1成立时有

− 𝛼𝜀T(𝒲ℒ⊗ 𝐼𝑚)𝜀+ 𝜀T(𝒲 ⊗ 𝐼𝑚)𝑓 ⩽

− (𝛼𝜆min(𝒲ℒ)− 𝛾 max
1⩽𝑖⩽𝑛

(𝜔𝑖))∥𝜀∥2,
则当𝛼 ⩾ 𝛾 max

1⩽𝑖⩽𝑛
(𝜔𝑖)/𝜆min(𝒲ℒ) + 𝛿时,由引理 3同样

可得网络系统 (5)实现渐近一致.由上述分析、引理 2

和引理 5可得

ℒℱ𝑉1(𝜀) ⩽

− 𝛿𝜀T𝜀− 𝛽

2

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗∥𝜀𝑖 − 𝜀𝑗∥1−

𝛽

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑎𝑖0∥𝜀𝑖∥1 ⩽

− 𝛿𝜀T𝜀− 𝛽

2

( 𝑛∑
𝑖=1

( 𝑛∑
𝑗=1

(𝜔𝑖𝑎𝑖𝑗)
2(𝜀𝑖 − 𝜀𝑗)

2
)
+

(2𝜔𝑖𝑎𝑖0)
2𝜀2𝑖

) 1
2

=

− 𝛿𝜀T𝜀− 𝛽

2
(𝜀T((2ℒ′ + ℬ′)⊗ 𝐼𝑚)𝜀)

1
2 ⩽

− 2𝛿𝑉 − 𝛽

2

√√√⎷2𝜆min(2ℒ′ + ℬ′)
max
1⩽𝑖⩽𝑛

(𝜔𝑖)
𝑉

1
2 (𝜀).

其中: ℒ′
为邻接矩阵是𝒜′ = [(𝜔𝑖𝑎𝑖𝑗)

2]𝑛×𝑛的网络所

对应的Laplacian矩阵, ℬ′ = diag{(2𝜔1𝑎10)
2, (2𝜔2𝑎20)

2,

⋅ ⋅ ⋅ , (2𝜔𝑛𝑎𝑛0)
2}. 令

𝑟(𝑉 (𝜀)) = 2𝛿𝑉 +
𝛽

2

√√√⎷2𝜆min(2ℒ′ + ℬ′)
max
1⩽𝑖⩽𝑛

(𝜔𝑖)
𝑉

1
2 (𝜀),

由定理 2可知微分包含 (9)是有限时间稳定的, 则网

络实现了有限时间跟踪控制且收敛时间的上界为

2

𝑘1
ln

𝑘1
√

𝑉 (𝜀(0)) + 𝑘2
𝑘2

,

其中 𝑘1 = 2𝛿, 𝑘2 =
𝛽

2

√√√⎷2𝜆min(2ℒ′ + ℬ′)
max
1⩽𝑖⩽𝑛

(𝜔𝑖)
.

2)令网络系统中有 𝑘(𝑘 < 𝑛)个领航者, 𝑛 − 𝑘个

跟随者,跟随者之间和领航者之间的拓扑均为强连通

且细致平衡. 不失一般性,令 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘为领航者,

由第 1)步可得在有限时间 𝑡1内领航者跟踪上目标动

态,即 𝜀𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘. 令Lyapunov函数为

𝑉2(𝜀) =
1

2
𝜀T(𝒲 ′ ⊗ 𝐼𝑚)𝜀,

其中𝒲 ′ = diag{0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑘

, 𝜔′
𝑘+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔′

𝑛},标量𝜔′
𝑖 >

0且𝜔′
𝑖𝑎𝑖𝑗 = 𝜔′

𝑗𝑎𝑗𝑖(𝑖, 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛). 则当参
数满足

𝛼 > max
{𝛾 max

1⩽𝑖⩽𝑛
(𝜔𝑖)

𝜆min(𝒲ℒ) ,
𝛾 max

𝑘+1⩽𝑖⩽𝑛
(𝜔′

𝑖)

𝜆min(𝒲 ′ℒ)
}

时,同样可以得出跟随者在有限时间内跟踪上领航者,

具有目标动态.

3)最后考虑一般情况. 在有向图中,任何只有一

个节点的子图都是强连通的,因此有向图的强连通部

分划分其节点. 若有向图包含 𝑙个强连通部分,则在该

部分权值满足细致平衡的条件下,选取

𝛼 > max
{ 𝛾max

𝑖∈𝑄𝑗

(𝜔𝑖)

𝜆min(𝒲𝑗ℒ𝑗)

}
, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙,

其中ℒ𝑗和𝒲𝑗为第 𝑗个强连通部分对应的Laplacian

阵和其零特征值的左特征向量𝜔𝑖构成的对角阵. 假

设与某些强连通部分节点通信的其他智能体均已达

到目标动态,可由第 2)步得出在有限时间内这些节点

的状态能够跟踪上领航者的状态. 可见最终整个有向

拓扑网络实现了有限时间跟踪控制. 2
3 仿仿仿真真真研研研究究究

利用两个仿真实例验证理论结果,分别考虑无向

切换拓扑和有向固定拓扑两种情况. 令目标动态为 𝑥̇0

=sin(0.333𝑥0),第 𝑖个跟随者动态为𝑥𝑖=sin(0.333𝑥𝑖)

+ 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 由本质非线性动态 𝑓(𝑡, 𝑥𝑖) =

sin(0.333𝑥𝑖)可得 𝛾 ⩾ 1,本文取 𝛾 = 1.

首先考虑由 7个智能体组成的无向网络, 拓扑

图见图 1, 智能体 0代表虚拟领航者, 具有目标动态.

可见,无向图𝒢中跟随者 1∼ 6之间始终保持连通,且

虚拟领航者为跟随者 1或跟随者 4的邻居.拓扑每隔

0.2 s在图 1(a)和图 1(b)之间进行切换.当采用控制协

议 (10), 𝛼 = 10, 𝛽 = 1时, 跟踪误差曲线如图 2所示.

可见,跟踪误差在 0.6 s内收敛到零, 即所有跟随者在

有限时间内都能够跟踪目标动态,与定理 2结论相符.

3

0 4 5 6

2 1

1

0 6 5 4

2 3

(a) 1!"

(b) 2!"

图 1 无向切换拓扑
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图 2 跟踪误差曲线 (无向)
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考虑由 7个智能体组成的有向网络, 拓扑如图 3

所示,数字代表边的权值.可见,图 3具有有向生成树,

节点 {1, 2, 3}, {4, 5}, {6}, {7}将整个网络划分为 4个

强连通部分且其权值满足细致平衡条件.令智能体 1

已知目标动态,且 𝑎10=7. 当采用控制协议 (7), 𝛼 = 9,

𝛽 = 1时,跟踪误差曲线如图 4所示. 可见,智能体 1∼
智能体 3的跟踪误差约在 1.5 s收敛到零, 智能体 6、

智能体 4、智能体 5和智能体 7的跟踪误差约在 2.2 s

依次收敛到零,所有的跟随者在有限时间内都能够跟

踪目标动态,与定理 3结论相符.
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图 3 有向固定拓扑
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图 4 跟踪误差曲线 (有向)

4 结结结 论论论

本文在仅有部分个体已知目标动态的前提下,研

究具有本质非线性动态的多智能体网络的有限时间

跟踪问题. 假设本质非线性动态满足Lipschitz条件,

设计分布式不连续控制协议,并应用非光滑稳定性分

析方法和微分包含稳定性理论,给出了固定和切换拓

扑情况下系统实现有限时间跟踪的充分条件.若无向

拓扑在每个切换时间间隔内保持连通或有向拓扑具

有生成树且强连接部分满足细致平衡条件,则均可选

取合适的控制增益使得多智能体网络在有限时间内

跟踪上目标动态. 下一步将针对二阶非线性网络的有

限时间控制展开研究.
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