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摘 要: 为了探讨风险态度、现实约束对决策行为的影响,建立了具有预算约束、损失约束、需求依赖于价格、基于

条件风险价值 (CVaR)准则的价格-订单量决策模型,并给出了模型最优解与约束条件有效阀值求解方法. 研究结果

表明,条件风险价值对损失约束比对预算约束的敏感程度高,而不同约束的高敏感区域位置不同;风险规避程度越

高, CVaR对约束值的弹性系数越低;预算约束值的提高降低了边际贡献率,风险规避程度越高,降低幅度越大.
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Abstract: In order to find how the risk attitude and realistic constraint influence the decision behavior, a price-order quantity

decision model with stochastic price-dependent demand, budget constraint and loss constraint under the conditional value-at-

risk(CVaR) criterion is founded. A method of solution to the model and the effectual threshold of the constraints is given. The

research shows that the CVaR is more sensitive to the loss constraint than to the budget constraint, and high-sensitive domains

of different constraints are located at different areas. The higher the degree of risk aversion is, the lower the constraint value

elasticity coefficient of CVaR is. Higher budget constraint value leads to lower marginal contribution ratio, which is more

significant with the degree of risk aversion increasing.

Key words: conditional value-at-risk；budget constraint；loss constraint；elasticity coefficient；marginal contribution

ratio

0 引引引 言言言

报童问题由来已久,而且是供应链中最经典的问

题之一,当前供应链中的大多数热点问题也是基于对

报童问题研究的延伸. 报童问题的研究作为基础性研

究当前仍然受到学者们的重视.报童问题的研究主要

围绕消费者需求、报童决策和目标函数等展开,还有

一部分是对报童模型的扩展及条件的设定,对此文献

[1]作了详细的探讨.

经典报童模型往往假设消费者需求为外生变量,

然后给定一个需求分布进行求解, 但实际经济环境

中的消费者需求是由许多因素决定的, 如价格、收

入、零售商努力程度和订单量等. 为此, 文献 [2-5]将

需求作为内生变量, 引进经济领域的价格需求函数,

研究了需求依赖于价格情况下的最优定价和订单决

策模型, 并提出几种价格需求函数模型, 但这些文献

都是假定决策者为风险中性的,目标函数采用期望收

益,没有考虑风险态度对决策行为的影响,这种假设

不符合普遍性原理.文献 [6]研究了风险效果和风险

规避等,并研究了不同价格成本参数对风险规避零售

商决策行为的影响,但其风险度量工具有一定的局限

性,存在许多待改进的地方.

随着对风险态度研究的增多,风险度量工具选择

也越来越受到广泛关注.目前, 风险度量工具多引用

金融领域的均值方差、风险价值 (VaR)和条件风险价

值 (CVaR)等. 其中, CVaR相对前两种参数具有很大
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的优越性, 如次可加性和易求解等特点, 尤其是自文

献 [7-8]提出CVaR的优化方法之后,这种风险度量工

具被广泛应用. 而Chen等[9]将CVaR引进报童模型,

并将其纳入目标函数,研究了决策者最优订单量. 后

来, 他们构造了多阶段模型, 并将价格作为决策变量

研究了决策者的决策行为[10],但没有考虑现实的约束

情况. Chen等[11]不仅考虑了风险态度对决策的影响,

也考虑了定价对需求的影响,给出了求解条件,并运

用比较静态分析方法描述了参数之间的变动关系,但

他们并没有给出最优解的推导过程,只是给出了解决

思路,而且他们没有考虑现实中存在的各种约束条件

对决策的影响.

文献 [12]研究了多产品报童决策模型,并进一步

考虑了现实约束条件对决策的影响[13-14],同时将不同

的约束条件对决策的影响进行了比较,但是他们没有

考虑决策者的风险态度,而且将销售价格看作是外生

变量进行研究,没有考虑决策行为对市场需求的影响.

文献 [15]研究了服务约束与损失约束下报童的定价

策略,讨论了约束与决策变量的关系,但没有考虑风

险态度的对决策的影响.

由此可见,以上学者对报童问题的研究要么考虑

价格对需求的影响,要么考虑风险态度,要么引入现

实约束条件,并没有将这些因素进行统一研究.本文

考虑以上所有因素,更细致地刻画客观世界, 并构建

数学模型, 给出非线性规划求解过程, 分析出各因素

对报童决策的影响,为管理决策给出了有效的参考.

1 模模模型型型构构构建建建

文章采用单一阶段的报童模型, 需求分布不确

定,并且需求依赖于价格.其中: 𝑝为销售价格, 𝑤为产

品进货成本, 𝑠为期末滞销产品的净残值, 𝑞为订单量,

𝐷为市场需求.假设 𝑠 < 𝑤 < 𝑝,且没有缺货惩罚. 这

里: 𝑝与 𝑞为决策变量, 𝑝∗与 𝑞∗为模型最优解.

1.1 风风风险险险度度度量量量工工工具具具

本文假设决策者为风险规避者.虽然Gotoh等[16]

探讨了不同的损失函数下报童的CVaR模型,但我们

更关注报童的收益情况;因此,根据文献 [17-18],本文

将收益的CVaR作为目标函数来反映决策者风险规避

程度.

介绍CVaR之前首先介绍一下VaR.一般给定置

信水平 𝛽 ∈ [0, 1), Π (𝑞, 𝑥)表示订单量为 𝑞, 随机需求

为𝑥情况下的利润函数,则VaR可表示为

VaR𝛽(Π (𝑞, 𝑥)) = max{𝑚 ∣ 𝑝{Π (𝑞, 𝑥) ⩾ 𝑚} ⩾ 𝛽}. (1)

而CVaR是利润低于VaR部分的期望值,则关于订购

量 𝑞与置信水平𝛽的 𝛽-CVaR的一般表达式为

CVaR𝛽(Π (𝑞, 𝑥)) =

𝐸{Π (𝑞, 𝑥) ∣ Π (𝑞, 𝑥) ⩽ VaR𝛽(Π (𝑞, 𝑥))}. (2)

文献 [7]给出了更一般的CVaR的计算方法,即

CVaR𝛽(Π (𝑞, 𝑥)) =

max
𝛼∈𝑅

{
𝛼+

1

1− 𝛽
𝐸(Π (𝑞, 𝑥)− 𝛼)−

}
, (3)

其中 𝑡− = min{𝑡, 0}.

可以证明式 (2)和 (3)是等价的, 而且式 (3)大括

号内的函数是关于𝛼的凹函数, 也就是说可以通过

第 2个式子求解CVaR.文献 [7]给出了具体计算方法.

1.2 价价价格格格需需需求求求函函函数数数

本文中,订单量与销售价格为决策变量,而需求

为随机变量, 需求是价格的函数, 决策者通过对 𝑝与

𝑞的选择使目标函数最大化.

需求基于价格的随机性表达一般采取两种方

式: 一种是加法原则, 即𝐷(𝑝, 𝜖) = 𝑦(𝑝) + 𝜖; 另一种

为乘法原则, 即𝐷(𝑝, 𝜖) = 𝜖𝑦(𝑝). 其中: 𝑦(𝑝) (为了方

便可以简记为 𝑦)为关于价格 𝑝的连续递减函数; 𝜖为

在 [𝐴,𝐵]上的随机变量, 设其概率密度为 𝑓(⋅); 分布
函数为𝐹 (⋅), 假设分布函数存在连续逆函数, 记为

𝐹−1(⋅). 本文采用加法原则进行分析,此时𝐸(𝜖) = 0,

并假定 𝑦(𝑝)为经济学上常用的线性形式: 𝑦(𝑝) =

𝑎 − 𝑏𝑝 (𝑎 > 0, 𝑏 > 0). 为了保证在某些 𝑝值下需求

不为负值,令𝐴 > −𝑎.

1.3 基基基于于于风风风险险险的的的目目目标标标函函函数数数

由上可以得出报童问题的利润函数如下:

Π (𝑞,𝐷) =

{
𝑝𝐷 − 𝑤𝑞 + 𝑠(𝑞 −𝐷), 𝐷 ⩽ 𝑞;

𝑝𝑞 − 𝑤𝑞,𝐷 > 𝑞.
(4)

为了便于处理利润函数, 本文采取与 Petruzzi[5]

一致的处理方式,令 𝑧 = 𝑞−𝑦(𝑝),而𝐷(𝑝, 𝜖) = 𝑦(𝑝)+𝜖,

则利润函数转化为

Π (𝑝, 𝑞) = Π (𝑝, 𝑧) ={
𝑝(𝑦 + 𝜖)− 𝑤(𝑦 + 𝑧) + 𝑠(𝑧 − 𝜖), 𝜖 ⩽ 𝑧;

𝑝(𝑦 + 𝑧)− 𝑤(𝑦 + 𝑧), 𝜖 > 𝑧.
(5)

使式 (5)达到最大的解为 (𝑝∗, 𝑧∗), 而最优订单

量为 𝑞∗, 则有如下关系成立: 𝑞∗ = 𝑦(𝑝∗) + 𝑧∗. 根据

CVaR𝛽的定义,决策者的CVaR𝛽值如下:

CVaR𝛽(Π (𝑝, 𝑧)) =

max
𝛼∈𝑅

{
𝛼+

1

1− 𝛽

w 𝐵

𝐴
(Π (𝑝, 𝑧)− 𝛼)−𝑓(𝑥)d𝑥

}
=

max
𝛼∈𝑅

{
𝛼+

1

1− 𝛽

w 𝑍

𝐴
(𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧)+
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(𝑝− 𝑠)𝑥− 𝛼)−𝑓(𝑥)d𝑥+
1

1− 𝛽

w 𝐵

𝑍
(𝑝(𝑦 + 𝑧)−

𝑤(𝑦 + 𝑧)− 𝛼)−𝑓(𝑥)d𝑥
}
. (6)

根据文献 [7]的研究,一定存在𝛼∗对给定的 𝑝和

𝑧使CVaR𝛽达到最大值. 令𝛼∗(𝑝, 𝑧)为使CVaR𝛽达到

最大值的关于 𝑝和 𝑧的函数.

定定定理理理 1 当 𝑧 ⩾ 𝐹−1(1− 𝛽)时,有

𝛼∗(𝑝, 𝑧) = (𝑝− 𝑠)𝐹−1(1− 𝛽) + 𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧);

当 𝑧 < 𝐹−1(1− 𝛽)时,有

𝛼∗(𝑝, 𝑧) = 𝑝(𝑦 + 𝑧)− 𝑤(𝑦 + 𝑧).

证证证明明明 定义如下凹函数:

𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼) =

𝛼+
1

1− 𝛽

w 𝑍

𝐴
(𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧)+

(𝑝− 𝑠)𝑥− 𝛼)−𝑓(𝑥)d𝑥+
1

1− 𝛽
×

w 𝐵

𝑍
(𝑝(𝑦 + 𝑧)− 𝑤(𝑦 + 𝑧)− 𝛼)−𝑓(𝑥)d𝑥. (7)

对于任意给定的 𝑝和 𝑧,有如下关系成立:

1)当𝛼 < 𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧) + (𝑝− 𝑠)𝐴时,有

𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼) = 𝛼, (8)

∂𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼)

∂𝛼
= 1 > 0. (9)

2) 当 𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧) + (𝑝 − 𝑠)𝐴 ⩽ 𝛼 ⩽
𝑝(𝑦 + 𝑧)− 𝑤(𝑦 + 𝑧)时,有

𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼) =

𝛼+
1

1− 𝛽

{
[𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧)− 𝛼]×

𝐹
(𝛼− 𝑝𝑦

𝑝− 𝑠
− 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧)

𝑝− 𝑠

)
+

(𝑝− 𝑠)
w 𝛼−𝑝𝑦−𝑠𝑧+𝑤(𝑦+𝑧)

𝑝−𝑠

𝐴
𝑥𝑓(𝑥)d𝑥

}
, (10)

∂𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼)

∂𝛼
= 1−

𝐹
(𝛼− 𝑝𝑦 − 𝑠𝑧 + 𝑤(𝑦 + 𝑧)

𝑝− 𝑠

)
1− 𝛽

,

(11)

∂2𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼)

∂𝛼2
= − 1

(𝑝− 𝑠)(1− 𝛽)
𝑓
(𝛼− 𝑝𝑦 − 𝑠𝑧

𝑝− 𝑠
+

𝑤(𝑦 + 𝑧)

𝑝− 𝑠

)
< 0. (12)

3)当𝛼 > 𝑝(𝑦 + 𝑧)− 𝑤(𝑦 + 𝑧)时,有

𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼) =

𝛼+
1

1− 𝛽

w 𝑍

𝐴
(𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧)+

(𝑝− 𝑠)𝑥− 𝛼)𝑓(𝑥)d𝑥+
1

1− 𝛽

w 𝐵

𝑍
(𝑝(𝑦 + 𝑧)−

𝑤(𝑦 + 𝑧)− 𝛼)𝑓(𝑥)d𝑥, (13)

∂𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼)

∂𝛼
= 1− 1

1− 𝛽
< 0. (14)

综上所述, 𝑝和 𝑧固定,当 𝑝𝑦+𝑠𝑧−𝑤(𝑦+𝑧)+(𝑝−
𝑠)𝐴 ⩽ 𝛼 ⩽ 𝑝(𝑦 + 𝑧)−𝑤(𝑦 + 𝑧)时, 𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼)达到最大

值.由此可知:

1)当 𝑧 ⩾ 𝐹−1(1− 𝛽)时, 𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼)关于𝛼在

[𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧) + (𝑝− 𝑠)𝐴, 𝑝(𝑦 + 𝑧)− 𝑤(𝑦 + 𝑧)]

上先增后减,因此有

𝛼∗(𝑝, 𝑧) = (𝑝− 𝑠)𝐹−1(1− 𝛽) + 𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧);

2)当 𝑧 < 𝐹−1(1− 𝛽)时, 𝑔(𝑝, 𝑧, 𝛼)关于𝛼在

[𝑝𝑦 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧) + (𝑝− 𝑠)𝐴, 𝑝(𝑦 + 𝑧)− 𝑤(𝑦 + 𝑧)]

上为增函数,因此有𝛼∗(𝑝, 𝑧) = 𝑝(𝑦+ 𝑧)−𝑤(𝑦+ 𝑧). 2
根据定理 1与目标函数 (6)即可得出目标函数关

于 𝑝和 𝑧的函数如下:

maxCVaR𝛽(𝑝, 𝑧) =⎧⎨⎩

𝑝𝑧 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧) + (𝑝− 𝑠)𝐹−1(1− 𝛽)−
𝑝− 𝑠

1− 𝛽

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥,

𝑧 ⩾ 𝐹−1(1− 𝛽);

𝑝𝑦 + 𝑝𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧)− 𝑝− 𝑠

1− 𝛽

w 𝑍

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥,

𝑧 < 𝐹−1(1− 𝛽).

(15)

由此可以证明式 (15)为连续函数, 并且存在 𝑞和 𝑧的

一阶、二阶偏导数.

1.4 约约约束束束条条条件件件

与文献 [14]一致,假设决策者面对两种约束, 一

种为预算约束,约束值为𝑀 ,另一种为损失约束,约束

值为𝑁 . 文献 [14]根据两个约束条件分别建立两个模

型,本文与其不同的是直接将两个约束条件放进一个

模型中进行考虑.约束条件如下:

s.t. 𝑤(𝑧 + 𝑎− 𝑏𝑝) ⩽ 𝑀, (16)

(𝑤 − 𝑠)
w 𝑍

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 ⩽ 𝑁, (17)

𝑝 > 𝑤, 𝐴 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝐵. (18)

式 (16)为预算约束, 式 (17)为损失约束, 这里损失约

束同样不考虑缺货损失,只考虑滞销损失 (𝑤 − 𝑠).

由式 (15)可知, 目标函数为分段函数, 为了求解

便利性,可将分段条件并入约束条件内建立如下两个

非线性规划模型:

𝑀1 : maxCVaR
(1)
𝛽 (𝑝, 𝑧) =

𝑝𝑧 + 𝑠𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧) + (𝑝− 𝑠)𝐹−1(1− 𝛽)−
𝑝− 𝑠

1− 𝛽

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥;

s.t. 𝑤(𝑧 + 𝑎− 𝑏𝑝) ⩽ 𝑀,

(𝑤 − 𝑠)
w 𝑍

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 ⩽ 𝑁,

𝑦 = 𝑎− 𝑏𝑝, 𝑧 ⩾ 𝐹−1(1− 𝛽), 𝑝 > 𝑤.
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𝑀2 : maxCVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧) =

𝑝𝑦 + 𝑝𝑧 − 𝑤(𝑦 + 𝑧)− 𝑝− 𝑠

1− 𝛽

w 𝑍

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥;

s.t. 𝑤(𝑧 + 𝑎− 𝑏𝑝) ⩽ 𝑀,

(𝑤 − 𝑠)
w 𝑍

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 ⩽ 𝑁,

𝑦 = 𝑎− 𝑏𝑝, 𝑧 < 𝐹−1(1− 𝛽), 𝑝 > 𝑤.

2 模模模型型型求求求解解解

下面分别对两个模型进行讨论以确定最优解. 与

文献 [5]类似,本文将 𝑝和 𝑧作为独立变量进行分析.

2.1 非非非线线线性性性规规规划划划𝑀1

容易证明, 𝑀1目标函数连续且存在二阶连续偏

导数,偏导数如下:

∂CVaR
(1)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑧
= 𝑠− 𝑤 < 0, (19)

∂2CVaR
(1)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑧2
= 0, (20)

∂CVaR
(1)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑝
= 𝑎− 2𝑏𝑝+ 𝑤𝑏+ 𝐹−1(1− 𝛽)−

1

1− 𝛽

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥, (21)

∂2CVaR
(1)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑝2
= −2𝑏 < 0. (22)

由此可以看出: 𝑀1虽然是有约束非线性规划,但

比较特殊, 目标函数对 𝑧为递减线性函数, 而对 𝑝为

凹函数, 约束均为线性约束, 可行域为凸集; 并且由

式 (19)和 (21)可知, 𝑧和 𝑝对目标函数影响是独立的;

因此模型一定存在最优解,而且求解比较简单.

为了避免𝑀1最优定价 𝑝∗1 ⩽ 𝑤,作如下假设:

𝑤 <
𝑎+ 𝑤𝑏+ 𝐹−1(1− 𝛽)

2𝑏
−

1

2𝑏(1− 𝛽)

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥. (23)

此假设可确保𝑀1最优定价高于产品进货成本,且不

影响后续求解. 因为如果给定的参数使假设不成立,

则𝑀1的最优定价只能是批发价,利润小于等于 0,这

与实际不符, 𝑀1最优解不可能被采纳为最终解,因此

此假设不会影响最终结果.为了求解过程简便,可在

求解𝑀1之前进行假设验证,如果此假设不成立,则直

接求解𝑀2.

1)在预算约束、损失约束不起作用下, 𝑀和𝑁的

范围为

𝑀 ⩾ 𝑎𝑤

2
+

𝑤𝐹−1(1− 𝛽)

2
−

𝑤

2

(
𝑤𝑏− 1

1− 𝛽

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥

)
,

𝑁 ⩾ (𝑤 − 𝑠)
w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥. (24)

𝑀1的最优解为一阶条件,即⎧⎨⎩
𝑝

′
1 =

𝑎+ 𝑤𝑏+ 𝐹−1(1− 𝛽)

2𝑏
−

1

2𝑏(1− 𝛽)

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥,

𝑧
′
1 = 𝐹−1(1− 𝛽).

(25)

2)当预算约束起作用、损失约束不起作用时, 𝑀

和𝑁的范围为

0 < 𝑀 <
𝑎𝑤

2
+

𝑤𝐹−1(1− 𝛽)

2
−

𝑤

2

(
𝑤𝑏− 1

1− 𝛽

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥

)
,

𝑁 ⩾ (𝑤 − 𝑠)
w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥. (26)

求的最优解如下:⎧⎨⎩ 𝑝
′′
1 =

𝑎𝑤 + 𝑤𝐹−1(1− 𝛽)−𝑀

𝑏𝑤
,

𝑧
′′
1 = 𝐹−1(1− 𝛽).

(27)

3)在损失约束或者预算约束过度约束的情况下,

当𝑀和𝑁满足

𝑁 < (𝑤 − 𝑠)
w 𝐹−1(1−𝛽)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥

或者𝑀 ⩽ 0时, 根据实际意义, 𝑀1的最优解只能取

(0, 0),即决策者不会订货.

由此可见,损失约束对𝑀1解的影响只有两种情

况, 要么约束不起作用, 要么过度约束导致决策者不

订货.

2.2 非非非线线线性性性规规规划划划𝑀2

𝑀2规划为有约束的非线性规划, 比较复杂, 而

且 𝑧和 𝑝对目标函数的影响是相关的, 因此应该从规

划本身进行分析.

定定定理理理 2 非线性规划𝑀2一定存在最优解,而且

有唯一最优解.

证证证明明明 容易证明𝑀2目标函数连续,且存在二阶

连续偏导,求得偏导数如下:

∂CVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑧
= 𝑝− 𝑤 − 𝑝− 𝑠

1− 𝛽
𝐹 (𝑧), (28)

∂CVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑝
=

𝑎− 2𝑏𝑝+ 𝑤𝑏− 1

1− 𝛽

w 𝑍

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥, (29)

∂2CVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑧2
= − 𝑝− 𝑠

1− 𝛽
𝑓(𝑧) < 0, (30)

∂2CVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑝2
= −2𝑏 < 0, (31)

∂2CVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑧∂𝑝
= 1− 𝐹 (𝑧)

1− 𝛽
> 0, (32)

∂2CVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑝∂𝑧
= − 𝐹 (𝑧)

1− 𝛽
< 0. (33)
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求得𝑀2目标函数海塞矩阵行列式如下:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2CVaR

(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑧2
∂2CVaR

(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑧∂𝑝
∂2CVaR

(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑝∂𝑧

∂2CVaR
(2)
𝛽 (𝑝, 𝑧)

∂𝑝2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
− 𝑝− 𝑠

1− 𝛽
𝑓(𝑧) 1− 𝐹 (𝑧)

1− 𝛽

− 𝐹 (𝑧)

1− 𝛽
−2𝑏

∣∣∣∣∣∣∣ > 0. (34)

由式 (30)可知, − 𝑝− 𝑠

1− 𝛽
𝑓(𝑧) < 0; 根据式 (30)和

(34)可知, 𝑀2目标函数海塞矩阵处处负定; 因此,

𝑀2目标函数为严格凹函数, 而约束条件为线性约

束, 可行域为凸集. 由此可知, 模型一定存在最优解,

而且是唯一最优解. 2
1) 在预算约束与损失约束不起作用的情况下,

当 𝑧 ∈ [𝐴,𝐹−1(1 − 𝛽)), 𝑝 ∈ (0,∞)时, 目标函数是

严格凹函数, 而且关于 𝑧和 𝑝均是单峰; 因此, 根据

Whitin[2],此时𝑀2的最优解便是一阶条件,最优解方

程为⎧⎨⎩
𝑝− 𝑤 − 𝑝− 𝑠

1− 𝛽
𝐹 (𝑧) = 0,

𝑎− 2𝑏𝑝+ 𝑤𝑏− 1

1− 𝛽

w 𝑍

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 = 0.

(35)

设所求得的最优解为 (𝑝
′
2, 𝑧

′
2), 文献 [11]给出了

此种情况的其他解题思路. 可以看出,式 (28)的解便

是 𝑝固定时标准报童模型在以CVaR为目标函数的最

优解[11]. 此时可推出预算约束、损失约束不起作用时

的约束值范围为⎧⎨⎩ 𝑀 ⩾ 𝑤𝑧
′
2 + 𝑤𝑎− 𝑏𝑤𝑝

′
2,

𝑁 ⩾ (𝑤 − 𝑠)
w 𝑧

′
2

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 = 0.

(36)

2) 在损失约束、预算约束均起作用的情况下,

𝑀和𝑁的范围为⎧⎨⎩ 0 < 𝑀 < 𝑤𝑧
′
2 + 𝑤𝑎− 𝑏𝑤𝑝

′
2,

0 < 𝑁 < (𝑤 − 𝑠)
w 𝑧

′
2

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 = 0.

(37)

当两个约束均起作用时,目标函数与损失约束中

含有积分式,利用库恩-塔克条件求解比较困难;但是,

对于某些特殊的𝐹 (𝑥), 可通过计算将积分式化简为

简单的线性表达式,然后用库恩-塔克条件求解,这样

比较简单.

本文假设𝐹 (𝑥)为一般的分布函数表达式,这样,

无论目标函数还是约束条件都含有积分式. 此时,像

一维搜索、二次规划法、可行方向法等常规方法都无

法求最优解,本文利用小步梯度法求解. 具体思路如

下: 设 (𝑝(𝑘), 𝑧(𝑘))为𝑀2的一个可行解,通过泰勒级数

展开非线性方程 (目标函数或者约束条件),略去高次

项,得出线性近似式.

目标函数的线性近似式如下:

maxCVaR
(2)

𝛽 (𝑝, 𝑧) =

CVaR
(2)
𝛽 (𝑝(𝑘), 𝑧(𝑘))+

∇TCVaR
(2)
𝛽 (𝑝(𝑘), 𝑧(𝑘))

[
𝑝− 𝑝(𝑘)

𝑧 − 𝑧(𝑘)

]
. (38)

其中:“𝑢”表示“𝑢”的近似,“∇T”表示CVaR2
𝛽(𝑝, 𝑧)

梯度的转置.

同理,损失约束线性近似式为

(𝑤 − 𝑠)
w 𝑧(𝑘)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥+(𝑤−𝑠)𝐹 (𝑧(𝑘))(𝑧 − 𝑧(𝑘)) ⩽ 𝑁.

(39)

𝑀2模型近似转化为以下线性近似模型:

𝑀3 : maxCVaR
(2)

𝛽 (𝑝, 𝑧) =

CVaR
(2)
𝛽 (𝑝(𝑘), 𝑧(𝑘))+

∇TCVaR
(2)
𝛽 (𝑝(𝑘), 𝑧(𝑘))

[
𝑝− 𝑝(𝑘)

𝑧 − 𝑧(𝑘)

]
;

s.t. 𝑤(𝑧 + 𝑎− 𝑏𝑝) ⩽ 𝑀,

(𝑤 − 𝑠)
w 𝑧(𝑘)

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥+

(𝑤 − 𝑠)𝐹 (𝑧(𝑘))(𝑧 − 𝑧(𝑘)) ⩽ 𝑁,

𝑦 = 𝑎− 𝑏𝑝, 𝑧 < 𝐹−1(1− 𝛽), 𝑝 > 𝑤.

增加约束条件,将变量 𝑝和 𝑧取值范围进行如下限制:{
∣𝑝− 𝑝(𝑘)∣ < 𝜉

(𝑘)
1 ,

∣𝑧 − 𝑧(𝑘)∣ < 𝜉
(𝑘)
2 ,

(40)

其中 𝜉
(𝑘)
1 和 𝜉

(𝑘)
2 为步长限制值.

求解𝑀3与式 (40)构成的线性规划问题, 解为
(𝑝(𝑘+1), 𝑧(𝑘+1)). 如果得出的解为原问题可行解,则用
(𝑝(𝑘+1), 𝑧(𝑘+1))替换 (𝑝(𝑘), 𝑧(𝑘)), 沿用步长限制, 同样
用上述方法将原问题线性化求解. 若 (𝑝(𝑘+1), 𝑧(𝑘+1))

不是原问题的可行解, 则减少步长限制,重新求当前
线性规划问题的解.

综上所述,根据文献 [14]和 [20]可得求解的一般
步骤如下:

Step 1: 确定初始可行解 (𝑝(1), 𝑧(1)), 设定步长限
制 𝜉

(1)
1 , 𝜉(1)2 , 缩小系数 0 < 𝜂 < 1, 允许误差 𝜃1, 𝜃2, 置

𝑘 = 1.

Step 2: 对𝑀3与式 (40)组成的线性规划求解,最
优解为 (𝑝∼, 𝑧∼).

Step 3: (𝑝∼, 𝑧∼)为原问题的可行解, 则令 (𝑝∼,

𝑧∼) = (𝑝(𝑘+1), 𝑧(𝑘+1)), 转至 Step 4; 否则, 令 𝜉
(1)
1 =

𝜂𝜉
(1)
1 , 𝜉(1)2 = 𝜂𝜉

(1)
2 ,转至 Step 2.

Step 4: 如果⎧⎨⎩
∣CVaR(2)

𝛽 (𝑝(𝑘+1), 𝑧(𝑘+1))− CVaR
(2)
𝛽 (𝑝(𝑘), 𝑧(𝑘))∣ < 𝜃1,

∣𝑝(𝑘+1) − 𝑝(𝑘)∣ < 𝜃2,

∣𝑧(𝑘+1) − 𝑧(𝑘)∣ < 𝜃2,

(41)
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则点 (𝑝(𝑘+1), 𝑧(𝑘+1))为原问题近似解;否则,令 𝜉
(𝑘+1)
1

= 𝜉
(𝑘)
1 , 𝜉(𝑘+1)

2 = 𝜉
(𝑘)
2 , 𝑘 = 𝑘 + 1,转至 Step 2.

3) 在预算约束起作用、损失约束不起作用的情

况下, 𝑀和𝑁的范围为⎧⎨⎩ 0 < 𝑀 < 𝑤𝑧
′
2 + 𝑤𝑎− 𝑏𝑤𝑝

′
2,

𝑁 ⩾ (𝑤 − 𝑠)
w 𝑧

′
2

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 = 0.

(42)

去掉损失约束,计算步骤与情况 2)相同.

4) 在损失约束起作用、预算约束不起作用的情

况下, 𝑀和𝑁的范围为⎧⎨⎩
𝑀 ⩾ 𝑤𝑧

′
2 + 𝑤𝑎− 𝑏𝑤𝑝

′
2,

0 < 𝑁 < (𝑤 − 𝑠)
w 𝑧

′
2

𝐴
𝐹 (𝑥)d𝑥 = 0.

(43)

去掉损失约束,计算步骤与情况 3)相同.

5) 在损失约束、预算约束过度约束的情况

下, 𝑀 < 0或者𝑁 < 0, 根据实际意义, 模型解为

(0,0),即决策者不会订货.

综上所述,引出如下定理:

定定定理理理 3 (𝑝∗1, 𝑧
∗
1), (𝑝∗2, 𝑧∗2)分别为𝑀1, 𝑀2的最

优解,则模型的最优解为使CVaR𝛽最大的一组解,记

为 (𝑝∗, 𝑧∗), 决策者在预算约束与损失约束下的最优

定价为 𝑝∗,最优订购量为 𝑞∗ = 𝑦(𝑝∗) + 𝑧∗.

3 算算算例例例分分分析析析

文献 [11]利用比较静态分析给出了无约束条件

下部分参数之间的关系,本文主要通过算例来探讨风

险态度、约束条件对最优决策、目标函数的影响及风

险态度、约束条件与边际贡献率之间的关系.

首先, 将各参数进行赋值: 𝑤 = 20, 𝑠 = 10,

𝑎 = 100, 𝑏 = 2, 𝑦(𝑝) = 100 − 2𝑝, 𝜖服从 [−10, 10]上

均匀分布; 因此, 𝐴 = −10, 𝐵 = 10, 𝑓(𝑥) = 1/20,

𝐹 (𝑥) = (𝑥+10)/20, 𝐹−1(𝑥) = 20𝑥−10. 𝛽反映风险规

避水平, 𝛽越大决策者越规避风险, 本文取 𝛽 = 0 (风

险中性). 𝛽 = 0.2和 𝛽 = 0.5三种风险水平; 然后利

用Lingo软件计算出不同风险水平、不同约束组合下

的最优决策,结果如表 1∼表 3所示.

由表 1∼表 3可以发现, 在无预算约束和损失约

束下的结果与文献 [11]得出的一些描述性结论一致,

如风险规避程度越高,最优定价越低. 同时还发现,风

险规避水平较高时,收益的CVaR较低,这体现了风险

与收益对等的观点.下面将详细讨论约束条件、风险

态度对最优决策、目标函数值、边际贡献率等的影响.

表 1 风险因子等于 0时 (𝛽 = 0)、不同约束组合下的报童最优决策

预预预算算算约约约束束束单单单独独独作作作用用用 损损损失失失约约约束束束单单单独独独作作作用用用 预预预算算算、、、损损损失失失

0 < 𝑀 < 624.8 0 < 𝑁 < 2.5 约约约束束束均均均作作作用用用
指指指标标标 无无无约约约束束束条条条件件件

𝑀 = 400 𝑀 = 300 𝑀 = 200 𝑁 = 2 𝑁 = 1.5 𝑁 = 1 𝑀 = 300, 𝑁 = 1.5 𝑀 = 200, 𝑁 = 1

最最最优优优定定定价价价𝑝∗ 34.38 38.33 39.91 41.55 33.16 33.07 32.98 38.72 41.01

最最最优优优订订订单单单量量量𝑞∗ 31.24 20.01 15.00 9.99 26.51 26.31 26.04 15.01 9.98

maxCVaR 388.28 335.19 281.28 207.92 344.22 340.40 335.70 276.56 206.90

注注注:不不不同同同风风风险险险水水水平平平下下下损损损失失失约约约束束束有有有效效效阀阀阀值值值变变变化化化较较较大大大,所所所以以以不不不同同同风风风险险险水水水平平平下下下所所所取取取𝑁值值值不不不尽尽尽相相相同同同,对对对比比比时时时注注注意意意.

表 2 风险因子等于 0.2时 (𝛽 = 0.2)、不同约束组合下的报童最优决策

预预预算算算约约约束束束单单单独独独作作作用用用 损损损失失失约约约束束束单单单独独独作作作用用用 预预预算算算、、、损损损失失失

0 < 𝑀 < 621.2 0 < 𝑁 < 22 约约约束束束均均均作作作用用用
指指指标标标 无无无约约约束束束条条条件件件

𝑀 = 400 𝑀 = 300 𝑀 = 200 𝑁 = 18 𝑁 = 12 𝑁 = 1 𝑀 = 300, 𝑁 = 12 𝑀 = 200, 𝑁 = 1

最最最优优优定定定价价价 𝑝∗ 34.16 37.75 39.47 41.25 34.06 33.86 32.97 39.47 41.00

最最最优优优订订订单单单量量量 𝑞∗ 31.06 19.99 15.00 10.01 30.37 29.21 26.06 15.00 10.00

maxCVaR 373.38 328.77 277.75 206.40 372.80 369.04 335.13 277.75 206.13

表 3 风险因子等于 0.5时 (𝛽 = 0.5)、不同约束组合下的报童最优决策

预预预算算算约约约束束束单单单独独独作作作用用用 损损损失失失约约约束束束单单单独独独作作作用用用 预预预算算算、、、损损损失失失

0 < 𝑀 < 574.2 0 < 𝑁 < 8.48 约约约束束束均均均作作作用用用
指指指标标标 无无无约约约束束束条条条件件件

𝑀 = 400 𝑀 = 300 𝑀 = 200 𝑁 = 7 𝑁 = 5 𝑁 = 1 𝑀 = 300, 𝑁 = 5 𝑀 = 200, 𝑁 = 1

最最最优优优定定定价价价 𝑝∗ 33.52 36.80 38.77 40.80 33.47 33.37 32.95 38.77 40.80

最最最优优优订订订单单单量量量 𝑞∗ 28.71 20.01 15.01 10.00 28.35 27.73 26.10 15.01 10.00

maxCVaR 349.28 318.63 272.27 204.06 349.04 347.41 333.41 272.27 204.06
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3.1 约约约束束束条条条件件件对对对最最最优优优决决决策策策的的的影影影响响响

通过表 1∼表 3中的不同约束组合最优决策结果

分析,当预算约束单独作用时, 最优定价显著高于无

约束时最优定价,最优订单量显著低于无约束时最优

订单量,并且约束越紧,最优订单量越低,最优定价越

高, 这主要是因为预算限制导致订单量下降, 市场可

供应产品量降低,造成供不应求;因此,决策者可通过

提高价格来提高自身收益,但预算约束的存在显著降

低了最优收益CVaR.

与预算约束不同的是, 当损失约束单独作用时,

最优定价与最优订单量均低于无约束时的最优定

价、最优订单量,约束越紧,最优订单量越低,最优定

价越低. 产生这种现象的原因主要有两方面: 一方面,

当只存在滞销损失时, 在损失约束下, 决策者趋向于

减少订单量来避免滞销造成的损失;另一方面, 为了

避免滞销损失,决策者趋向于制定较低的定价来刺激

市场需求,从而增加销售量来避免供过于求产生的损

失.与预算约束一致的是, 损失约束显著降低了最优

收益CVaR,而且约束越紧,收益CVaR也会越低.

文中有效阀值是指使约束条件影响目标函数

值的最大约束值, 如表 1中的预算约束有效阀值为

624.8, 损失约束有效阀值为 2.5. 从表 1∼表 3中可以

看出,预算约束的有效阀值远远高于损失约束的有效

阀值;因此,预算约束更容易对决策的结果产生影响.

当预算约束与损失约束同时起作用时,最优定价与最

优订单量明显偏向于预算约束单独作用时的最优决

策, 这说明预算约束对决策的影响力大.主要原因是

模型没有缺货损失,而且最优解求解过程中也涵盖了

供大于求带来的损失的影响;因此, 模型本身的最优

解已经分散掉一部分损失规避.

3.2 约约约束束束条条条件件件与与与风风风险险险态态态度度度对对对CVaR的的的影影影响响响

通过表 1∼表 3可以发现, 风险态度与约束值的

改变对最优收益CVaR的影响幅度不尽相同;因此,本

文进一步进行模拟, 获得了不同风险态度下目标函

数CVaR对约束值𝑀和𝑁的弹性系数模拟曲线, 如

图 1和图 2所示.

通过将图 1和图 2对比发现, 虽然预算约束的
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图 1 预算约束下、不同风险水平CVaR
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图 2 损失约束下、不同风险水平CVaR

对约束值弹性系数

有效阀值明显高于损失约束,但损失约束的弹性系数

明显高于预算约束, 最高可以达到几十倍, 这说明损

失约束对收益CVaR的敏感度较高,少许地放宽损失

约束可大幅度地改善目标函数值.

由图 1可知,预算约束下,随着约束值𝑀的增大,

弹性系数呈指数增长, 当约束值超过有效阀值时, 弹

性系数变为 0;因此,在有效阀值内,当约束值趋近于

有效阀值时,放宽预算约束可有效改善目标函数值.

从图 1还可以看出, 风险规避程度越高, 预算约

束的有效阀值越小,而在有效阀值内,相同约束值下,

风险规避程度越高, 弹性系数越大,随着约束值的增

大,弹性系数之间的差距也变大,这说明在相同的预

算约束值下, 对风险规避者来说, 放宽预算约束可更

多地提高目标收益CVaR.

通过分析图 2发现, 与预算约束不同的是, 在损

失约束下,风险水平变化与约束的有效阀值变化不单

调,随着风险规避程度的增大,有效阀值先增大后减

小,在 3种风险水平中,当 𝛽 = 0.2时最大,达到 22. 而

不同风险水平下, 弹性系数随约束值的变化亦不同,

当 𝛽 = 0时,弹性系数在有效阀值内随约束值的增大

而降低; 而当 𝛽 = 0.2与 𝛽 = 0.5时, 弹性系数在有效

阀值内随约束值的增大先降低, 然后呈指数增长, 而

风险规避程度越大,增长幅度越大,超过有效阀值后

弹性系数降为 0;因此,损失约束值对目标函数的高敏

感区域因风险水平的不同而不同,在有效阀值内,当

风险规避程度低时, 高敏感区远离有效阀值,风险规

避程度高时靠近有效阀值.然而, 与预算约束一致的

是,在有效阀值内,相同约束值下,风险规避程度越高,

弹性系数越大,这说明在相同的损失约束值下, 风险

规避程度大的主体放宽约束值可更大幅度地提高目

标函数值.

3.3 约约约束束束条条条件件件与与与风风风险险险态态态度度度对对对边边边际际际贡贡贡献献献率率率的的的影影影响响响

作为目标函数的收益CVaR值涵盖了报童问题

的风险与收益,但并没有涵盖报童决策的质量, 因为

收益CVaR值是一种绝对值,计算引用的函数是扣除

了各项成本的净收益值,并没有考虑为获得当前净收

益的付出,也就是没有考虑经营效率.为此,本文引进
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边际贡献率来衡量不同风险态度与约束条件下的经

营效率变化. 由于损失约束下不同约束值的边际贡献

率差别不大,仅分析预算约束下不同风险水平的边际

贡献率变化,如图 3所示.

p w-

p

M

β=0
β=0.2
β=0.5

图 3 不同风险水平下预算约束值-边际贡献率

由图 3可以看出, 在预算约束的有效阀值内, 边

际贡献率随约束值增大而降低,当约束值超过有效阀

值时边际贡献率达到固定水平. 这说明,随着预算约

束的放宽,决策者的经营效率却在降低. 这是因为在

有较紧的预算约束情况下, 订单量较低, 为了应对供

不应求局面, 决策者可提高价格,同时占用较少的资

源量, 所以具有较高的经营效率;但此时决策者的盈

利规模会降低,因为从表 1∼表 3可以看出,当预算约

束趋紧时,收益CVaR值有显著的降低.

从图 3还发现,不同风险水平对边际贡献率的影

响幅度不同,在偏紧的预算约束下, 不同风险水平的

边际贡献率区别不大;但随着预算约束值变大,风险

规避程度越高, 边际贡献率降低幅度越大,当超过有

效阀值时不同风险水平之间保持固定的边际贡献率

差距. 也就是说,相同情况下,风险规避程度高的主体

经营效率低于风险规避程度低的主体,并且经营效率

随预算约束值的变化有较大的波动.

通过以上研究,发现了风险水平、约束条件对最

优决策、目标函数产生的不同影响;通过分析讨论,发

现了约束条件与风险态度对报童问题经营效率的影

响规律.

4 结结结 论论论

本文建立了具有预算约束、损失约束、需求依

赖于价格,以及基于CVaR准则的有关报童问题的价

格-订单量决策模型, 探讨了模型解的存在性与求解

的一般方法,并且计算出了预算约束与损失约束的有

效阀值.最后进行了算例分析,通过研究分析,将预算

约束与损失约束对目标函数的敏感程度进行比较,找

出了各自的高敏感区域,发现了CVaR对约束值的弹

性系数与风险规避程度之间的关系,探明了预算约束

和风险规避程度对边际贡献率的影响规律等,而以往

学者对这些方面的研究较少. 下面将研究的主要结论

与相应管理借鉴归结如下:

1)约束条件对最优决策的影响.

在预算约束下,决策者不得不降低订单量,由此

产生供货紧张,决策者会趋向提高售价来提高自身收

益;但是,在损失约束下,决策者为了将损失限制在给

定范围内,趋向于同时降低订单量与销售价格.

预算约束对于决策者来讲具有可以调整的余地,

但为了获取更大规模的收益,决策者应该避免预算约

束,而对损失约束决策者没有自调整策略;因此,管理

者应该极力提高损失的承受能力,将约束值控制在有

效阀值之外.

2)约束条件与风险态度对CVaR的影响.

①相对于预算约束,损失约束的CVaR对约束值

的弹性系数较大,提高损失约束的约束值可显著提高

目标函数值.

当同时面对损失约束与预算约束的限制时,改进

成本区别不大,决策者应该优先改进损失约束, 因为

损失约束的放宽可更大幅度地提高目标函数值.

② 在有效阀值内, 预算约束弹性系数在趋近有

效阀值时相对较大, 而且趋近的过程中呈指数增长,

而损失约束的弹性系数变化趋势与风险规避程度有

关, 在有效阀值内,风险规避程度高时弹性系数在趋

近于有效阀值处相对较大,风险规避水平低时在远离

有效阀值处相对较大.

当预算缺口不大时,管理者应该尽量采取措施满

足预算需要,因为此时稍微的预算短缺将大幅度降低

盈利水平;而对于损失约束的改进应该考虑当前风险

水平下所处的约束值区域,当处于低弹性系数区域时

要慎重比较改进的边际成本与获得的边际收益.

③ 无论在预算约束还是损失约束下, 风险规避

均显著降低了CVaR对约束值的弹性系数,风险规避

程度高的主体放宽约束值时对目标函数值的改善幅

度低.

对约束值进行放宽改进时,应该考虑决策主体的

风险态度,如果管理者为风险规避类型, 则改进的风

险较大;因为他们的安全边际较低, 改进的成本容易

高于新增的收益.

3)约束条件与风险态度对边际贡献率的影响.

在有效阀值内,当预算约束值增大时,边际贡献

率降低, 风险规避程度越高, 边际贡献率下降幅度越

大,超过有效阀值后边际贡献率保持在固定水平.

在既定的模型假设下,约束值的放宽可有效地提

高目标函数值,但却降低了经营的效率;因此,如果固

定成本占总成本比例较小, 则在规模效益不大时, 作

为决策者,尤其是风险规避决策者可选择不完全投资,

而将剩余的资源投资于盈利能力更高的项目中,从而

实现既定资源收益最大化.
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以上即是本文研究的一些主要结论与管理借鉴,

这些结论对今后的理论研究与管理决策都有一些借

鉴意义,但在研究过程中仍有许多不足. 例如:没有考

虑缺货损失,仅考虑了价格需求函数的加法形式; 对

于损失约束对弹性系数的具体影响未作深入研究,并

且只考虑了单报童单阶段决策,未全面考虑市场环境.

未来的研究可以针对模型的局限性进行探讨,还可以

探讨多产品决策,讨论不同价格需求函数对结果的影

响等.
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