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摘 要: 针对具有参数不确定性的非线性系统,研究其参数𝐻∞控制问题.首先,当外界扰动输入为零时,利用非线

性代数方程给出非线性系统平衡点存在区域;然后,当外界扰动输入不为零时,设计状态控制器,通过Lyapunov函数

法,推导出使闭环系统参数稳定且满足𝐻∞性能指标的充分条件.仿真结果表明,所设计的𝐻∞控制器能有效地稳定

非线性系统,并且具有一定的𝐻∞性能指标.
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Abstract: The parametric 𝐻∞ control problem of nonlinear systems with uncertain parameters is investigated. Firstly, the

existence region of equilibrium involves the solution of nonlinear algebraic equations with no input disturbance. Then, when

the disturbance input exists, state feedback controllers are designed and the sufficient conditions which made the closed-loop

system parametric stable and satisfied 𝐻∞ disturbance attenuation are formulated by using the Lyapunov function. The

simulation results show that the designed controllers can effectively stabilize the nonlinear systems and nonlinear systems

have certain 𝐻∞ disturbance attenuation.
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0 引引引 言言言

非线性系统的描述经常包括一些不能精确预测

的参数,因此在参数不确定性存在的情况下保证非线

性系统的稳定性是一项基本的理论研究内容,由此出

现了鲁棒研究的相关控制策略.然而, 传统的鲁棒控

制策略常常把平衡点的存在性和其稳定性分开考虑,

其惯常的做法是先计算感兴趣的平衡点,然后通过坐

标变换将其平移到原点.这种控制方案包含一种与实

际不相符的假定,即假定在整个参数变化的范围内平

衡点是固定不变的[1-2].实际上,系统参数的变化常常

影响系统的结构, 引起系统平衡点的漂移, 更可能使

系统平衡点完全消失,有时甚至破坏整个系统的稳定

性.例如,从理论上看,可将复杂动态网络看作许多动

态节点按一定形式关联起来的特殊关联大系统[3],各

个动态节点之间的关联状态是依赖于某些参数的,当

这些参数发生改变时,就会改变动态节点之间的耦合

关系, 从而改变整个动态网络的平衡点及其稳定性,

这种平衡点随参数变化的现象给系统分析、设计和控

制带来了很大的困难.

许多学者研究了参数稳定性的问题[4-10].例如,

文献 [5-6]针对具有定常参考输入和不确定性参数的

Lurie系统,提出了系统参数绝对稳定的条件;文献 [7]

研究了非线性系统的参数镇定问题, 在不确定参数

变化引起平衡点漂移的情况下, 通过线性矩阵不等

式结合相应控制策略使非线性系统参数镇定, 并且

所提出的控制策略能很好地应用于具有波动负载的

电力系统;结合不同的优化方法,文献 [8]研究了一类

具有非线性约束条件的非线性系统的参数稳定性问

题,考虑了平衡点随参数漂移的情况, 给出了系统的

参数稳定化控制器的设计方法,并将此方法与增益调

度法进行了对比.文献 [9]在非线性系统平衡点处得
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出了非线性系统局部参数二次稳定的充分必要条件

和局部参数渐近稳定的必要条件,同时针对离散非线

性系统提出了离散非线性系统局部参数二次稳定充

要条件和局部参数渐近稳定必要条件.本文则研究了

关联Lurie大系统参数稳定性存在条件和参数稳定区

域,给出了在该参数稳定区域中基于线性矩阵不等式

条件的关联大系统稳定性存在的充分条件,研究了多

胞型关联Lurie大系统参数绝对稳定性存在的充分条

件[10].需要说明的是,以上文献均未考虑系统的性能.

在实际系统的控制过程中,既要求设计使整个闭

环系统镇定的控制器,又要使系统达到满意的性能指

标, 解决该问题的有效方法是采用𝐻∞控制方法.自

从Zames[11]提出𝐻∞控制思想以来, 𝐻∞先后经历了

从连续系统到离散系统[12-13]、从线性系统到非线性

系统[14-15]、从定常系统到时变系统[16]的发展历程.

本文研究具有参数不确定性的非线性系统参数

𝐻∞控制问题. 当扰动输入为零时, 在参数漂移情况

下利用非线性代数方程给出非线性系统平衡点存在

区域;当外界扰动输入不为零时,设计状态控制器,通

过Lyapunov函数法推导出使闭环系统参数稳定且满

足𝐻∞性能指标的充分条件;最后给出了仿真结果.

1 问问问题题题描描描述述述

对于如下非线性系统:

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ ℎ(𝑥, 𝑝) +𝐵1𝑤 +𝐵2𝑢,

𝑧 = 𝐶𝑥+𝐷𝑤. (1)

其中: 𝑥∈𝑹𝑛为状态变量, 𝑤∈𝑹𝑟为扰动输入, 𝑧 ∈ 𝑹𝑝

为控制输出, 𝑢 ∈ 𝑹𝑚为控制输入, 𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝐵1 ∈
𝑹𝑛×𝑟, 𝐵2∈𝑹𝑛×𝑚, 𝐶∈𝑹𝑝×𝑛 , 𝐷 ∈ 𝑹𝑝×𝑛, ℎ : 𝑹𝑛×𝑹𝑙

→ 𝑹𝑛为关于𝑥的分段连续函数, 𝑝 ∈ 𝑅𝑙为不确定参

数变量. 考虑如下控制器:

𝑢 = 𝑟 +𝐾 (𝑥− 𝑥𝑟) ∈ 𝑹𝑚. (2)

其中: 𝑟为参考输入, 𝑥𝑟为参考输入对应的参考变量,

𝐾为待求的常数矩阵.

将控制器 (2)代入 (1)可得如下闭环系统:

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ ℎ(𝑥, 𝑝) +𝐵1𝑤 +𝐵2𝐾(𝑥− 𝑥𝑟),

𝑧 = 𝐶𝑥+𝐷𝑤. (3)

假设 1 参数向量 𝑝限制在以标称值 𝑝∗为球心

的球域Ω内,即

Ω = {𝑝 ∈ 𝑅𝑙∣∥𝑝− 𝑝∗∥ ⩽ 𝜌}. (4)

假设 2 对于所有参数向量 𝑝 ∈ Ω , 闭环系统平

衡点𝑥𝑒(𝑝)是关于 𝑝的连续函数,其标称值记为𝑥∗.

假设 3 函数ℎ(𝑥, 𝑝) − ℎ[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝]满足如下扇区

条件,即对于矩阵𝐻[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝],有如下不等式成立:

[ℎ(𝑥, 𝑝)− ℎ[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝]]T[ℎ(𝑥, 𝑝)− ℎ[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝]] ⩽

[𝑥− 𝑥𝑒(𝑝)]T𝐻T[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝]𝐻[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝][𝑥− 𝑥𝑒(𝑝)], (5)

其中𝐻[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝]的元素为参数向量 𝑝和连续函数

𝑥𝑒(𝑝).由假设 1∼假设 3可知, 如果矩阵𝐻(𝑥∗, 𝑝∗)非

奇异,且存在常数𝛼 > 0,则对于任意 𝑝 ∈ Ω ,满足如下

不等式:

[𝑥− 𝑥𝑒(𝑝)]T𝐻T[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝]𝐻[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝][𝑥− 𝑥𝑒(𝑝)] ⩽

𝛼2[𝑥− 𝑥𝑒(𝑝)]T𝐻T[𝑥∗, 𝑝∗]𝐻[𝑥∗, 𝑝∗][𝑥− 𝑥𝑒(𝑝)]. (6)

在本节中, 𝐻[𝑥𝑒(𝑝), 𝑝]取对角矩阵,以便求出关于区域

Ω的明确范围.

对于非线性系统 (1), 非线性函数ℎ(𝑥, 𝑝)满足假

设 1∼假设 3,如果在邻域Ω(𝑝∗)内,对于给定的正常

数 𝛾,设计控制器 (2)使得以下条件成立: 1)当𝑤(𝑡) =

0时, 对于任意 𝑝 ∈ Ω(𝑝∗)存在惟一平衡状态𝑥𝑒(𝑝) ∈
𝑅𝑛,使得闭环系统参数稳定; 2)当𝑤(𝑡) ∕= 0时,在零初

始条件下,对 ∀𝑤(𝑡)∈𝐿2[0,∞],有 ∥𝑧(𝑡)∥2 ⩽ 𝛾∥𝑤(𝑡)∥2.

则称控制器 (2)是参数𝐻∞控制器,闭环系统 (3)参数

稳定,且满足𝐻∞性能指标.

2 参参参数数数𝐻∞控控控制制制的的的结结结果果果与与与证证证明明明

对于不确定参数 𝑝,平衡点方程为

𝐴𝑥𝑒 + ℎ(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝) +𝐵2[𝑟 +𝐾(𝑥𝑒(𝑝)− 𝑥𝑟)] = 0. (7)

由于𝑥𝑒(𝑝)是闭环系统 (3)的平衡状态,引入新的状态

变量 𝑥̃ = 𝑥 − 𝑥𝑒(𝑝), 对系统 (3)第 1式进行坐标变换,

并将方程 (7)代入,可得

˙̃𝑥 = (𝐴+𝐵2𝐾)𝑥̃+ 𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃) +𝐵1𝑤. (8)

其中 𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃) = ℎ(𝑥𝑒(𝑝) + 𝑥̃, 𝑝)− ℎ(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝).

下面给出闭环系统 (3)的参数𝐻∞控制的充分条

件.

定理 1 对于系统 (3), 如果存在正定对称矩阵

𝑌 ,矩阵𝐿,实数 𝛽 > 0, 𝛾 > 0,变量 𝑘𝑙 > 0和 𝑘𝑦 > 0,使

得如下LMI成立:

min 𝑐1𝛽 + 𝑐2𝑘𝑙 + 𝑐3𝑘𝑦;

s.t.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Π1 𝐼 Π2 Π3 𝑌 𝐶T

𝐼 −𝐼 0 0 0

ΠT
2 0 𝛾−1𝐷T𝐷 − 𝛾𝐼 0 0

ΠT
3 0 0 −𝛽𝐼 0

𝐶𝑌 0 0 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦<0, (9)

𝛽 − 1/𝛼2 < 0, (10)[
−𝑘𝑙𝐼 𝐿T

𝐿 −𝐼

]
< 0,

[
𝑌 𝐼

𝐼 𝑘𝑦𝐼

]
> 0. (11)

其中: Π1 = 𝐴𝑌 + 𝑌 𝐴T + 𝐵2𝐿 + 𝐿T𝐵T
2 ,Π2 = 𝐵1 +

𝛾−1𝑌 𝐶T𝐷,Π3=𝑌 𝐻T(𝑥∗, 𝑝∗); 𝑐1, 𝑐2和 𝑐3是合适的权

因子; 𝛼是稳定裕度, 𝛼=1/
√
𝛽;且𝐾 = 𝐿𝑌 −1是控制

器 (2)的增益. 则称系统 (3)参数稳定, 且满足𝐻∞性

能指标.
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证证证明明明 首先证明当𝑤(𝑡) = 0时, 对于任意 𝑝 ∈
Ω(𝑝∗)存在惟一平衡状态𝑥𝑒(𝑝) ∈ 𝑅𝑛, 使得闭环系统

参数稳定.

考虑系统 (3)平衡点的存在性.由式 (7)可知, 平

衡点𝑥∗的求解依赖于𝑥𝑟和𝐾.此外, 矩阵𝐻[𝑥∗, 𝑝∗]

需要先确定𝑥∗的值.为了避免循环,采取如下方式定

义参考输入𝑥𝑟:

1)固定 𝑝∗,解方程

𝐴𝑥+ ℎ(𝑥, 𝑝∗) = 0, (12)

此方程可以用牛顿方法求解;

2)令𝑥𝑟 = 𝑥∗,则对于任意𝐾 , 𝑥∗是闭环系统

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ ℎ(𝑥, 𝑝∗) +𝐵1𝑤 +𝐵2𝐾(𝑥− 𝑥𝑟) (13)

的平衡点.

下面证明当𝑤(𝑡) = 0时, 闭环系统 (3)第 1式的

稳定性.选择Lyapunov函数𝑉 (𝑥̃) = 𝑥̃T𝑃𝑥̃,其中𝑃 是

正定矩阵.求解𝑉 (𝑥̃)的导数,可得

𝑉̇ (𝑥̃) =

𝑥̃T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)𝑥̃+ 𝑥̃T(𝐾T𝐵T
2 𝑃+

𝑃𝐵2𝐾)𝑥̃+ 𝑥̃T𝑃𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃) + 𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)𝑃𝑥̃+

𝑥̃T𝑃𝐵1𝑤 + 𝑤T𝐵T
1 𝑃𝑥̃ ⩽

𝑥̃T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)𝑥̃+ 𝑥̃T(𝐾T𝐵T
2 𝑃 + 𝑃𝐵2𝐾)𝑥̃+

𝑥̃T𝑃𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃) + 𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)𝑃𝑥̃+

𝑥̃T𝑃𝐵1𝑤 + 𝑤T𝐵T
1 𝑃𝑥̃− 𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)+

𝛼2𝑥̃T𝐻T(𝑥∗, 𝑝∗)𝐻(𝑥∗, 𝑝∗)𝑥̃. (14)

其中

𝑞T = (𝑥̃T, 𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)), Ξ =

[
Π4 𝑃

𝑃 −𝐼

]
,

Π4 = 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+𝐾T𝐵T
2 𝑃 + 𝑃𝐵2𝐾+

𝛼2𝐻T(𝑥∗, 𝑝∗)𝐻(𝑥∗, 𝑝∗). (15)

若式 (9)成立, 则当𝑤(𝑡) = 0时, 利用 Schur补可

得Ξ < 0,于是 𝑉̇ (𝑥̃) < 0,闭环系统 (8)渐近稳定.

下面证明当𝑤(𝑡) ∕= 0时, 在零初始条件下, 对于

∀𝑤(𝑡) ∈ 𝐿2[0,∞],有 ∥𝑧(𝑡)∥2 ⩽ 𝛾∥𝑤(𝑡)∥2.为此,考虑

𝐽𝑟 =
w 𝑡

0
[𝛾−1𝑧T𝑧 − 𝛾𝑤T𝑤]d𝑡. (16)

由于零初始条件和𝑉 (𝑥̃)的正定性,有

𝐽𝑟 =
w 𝑡

0
[𝛾−1𝑧T𝑧 − 𝛾𝑤T𝑤 + 𝑉̇ (𝑥̃)]d𝑡− 𝑉 (𝑥̃) ⩽w 𝑡

0
[𝛾−1𝑧T𝑧 − 𝛾𝑤T𝑤 + 𝑉̇ (𝑥̃)]d𝑡.

其中

𝛾−1𝑧T𝑧 − 𝛾𝑤T𝑤 =

𝛾−1(𝐶𝑥̃+𝐷𝑤)T(𝐶𝑥̃+𝐷𝑤)− 𝛾𝑤T𝑤 =

𝛾−1[𝑥̃T𝐶T𝐶𝑥̃+ 𝑥̃T𝐶T𝐷𝑤 + 𝑤T𝐷T𝐶𝑥̃+

𝑤T𝐷T𝐷𝑤]− 𝛾𝑤T𝑤, (17)

𝑉̇ (𝑥̃) =

𝑥̃T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)𝑥̃+ 𝑥̃T(𝐾T𝐵T
2 𝑃+

𝑃𝐵2𝐾)𝑥̃+ 𝑥̃T𝑃𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)+

𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)𝑃𝑥̃+ 𝑥̃T𝑃𝐵1𝑤 + 𝑤T𝐵T
1 𝑃𝑥̃ ⩽

𝑥̃T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)𝑥̃+ 𝑥̃T(𝐾T𝐵T
2 𝑃+

𝑃𝐵2𝐾)𝑥̃+ 𝑥̃T𝑃𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)+

𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)𝑃𝑥̃+ 𝑥̃T𝑃𝐵1𝑤 + 𝑤T𝐵T
1 𝑃𝑥̃−

𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)𝑔(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃)+

𝛼2𝑥̃T𝐻T(𝑥∗, 𝑝∗)𝐻(𝑥∗, 𝑝∗)𝑥̃. (18)

因此有

𝐽𝑟 ⩽
w 𝑡

0
𝑍TΩ𝑍d𝑡. (19)

其中

𝑍 = [𝑥̃T 𝑔T(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝, 𝑥̃) 𝑤T]T,

Ω =

⎡⎢⎣ Π5 𝑃 𝑃𝐵1 + 𝛾−1𝐶T𝐷

𝑃 −𝐼 0

𝐵T
1 𝑃 + 𝛾−1𝐷T𝐶 0 𝛾−1𝐷T𝐷 − 𝛾𝐼

⎤⎥⎦ ,

Π5 = 𝑃𝐴+𝐴T𝑃 + 𝑃𝐵2𝐾 +𝐾T𝐵T
2 𝑃 + 𝛾−1𝐶T𝐶.

(20)

对式 (20)分别左乘、右乘 diag(𝑃−1, 𝐼, 𝐼),令𝑌 =

𝑃−1, 𝐿 = 𝐾𝑌 , 𝛽 = 1/𝛼2,利用 Schur补可得,若Ω <

0,则等价于式 (9)成立.

为了得到理想的𝛼,增加限制条件 𝛾 − 1/𝛼2 < 0

且令变量 𝑘𝑙 > 0, 𝑘𝑦 > 0. 由于 ∥𝐾∥ ⩽ 𝑘𝑦
√
𝑘𝑙,变量 𝑘𝑙,

𝑘𝑦限制增益𝐾的大小.又因为𝐾 = 𝐿𝑌 −1,所以有

𝐿T𝐿 < 𝑘𝑙, 𝑌
−1 < 𝑘𝑦𝐼, (21)

不等式 (21)等价于 (11). 2
3 算算算例例例分分分析析析

设非线性系统 (1)的系数矩阵为

𝐴 =

[
−4 1

−1 −0.5

]
, 𝐵1 =

[
1 0

0 1

]
, 𝐵2 =

[
1

1

]
,

𝐶 = [1 1], 𝐷 = [1 1], (22)

其中非线性部分为

ℎ(𝑥, 𝑝(𝑡)) =

[
𝑥1 sin𝑥2 + 𝑝− 1

sin2𝑥1 + 𝑝− 2

]
. (23)

假定 𝑝∗ = 0,得到𝑥∗
1 = −0.63, 𝑥∗

2 = −2.06. 运用三角

公式可得

ℎ1(𝑥, 𝑝)− ℎ1(𝑥
𝑒(𝑝), 𝑝) =

2𝑥𝑒
1(𝑝) cos(𝑥

𝑒
2(𝑝)/2 + 𝑥2/2) sin(𝑥2/2− 𝑥𝑒

2(𝑝)/2+

(𝑥1/2− 𝑥𝑒
1(𝑝)/2) sin(𝑥2)ℎ2(𝑥, 𝑝)− ℎ2(𝑥

𝑒(𝑝), 𝑝) =

sin(𝑥1 + 𝑥𝑒
1(𝑝)) sin(𝑥1 − 𝑥𝑒

1(𝑝)). (24)

函数ℎ(𝑥, 𝑝)− ℎ(𝑥𝑒(𝑝), 𝑝)满足不等式 (6),其中
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𝐻(𝑥𝑒, 𝑝) =[
[2(1 + ∣𝑥𝑒

1∣)]1/2 0

0 [∣𝑥𝑒
1∣2 + 0.5∣𝑥𝑒

1∣]
1/2

]
. (25)

由方程 (25)可得𝐻1(𝑥
𝑒(𝑝), 𝑝) = 1.80, 𝐻2(𝑥

𝑒(𝑝), 𝑝) =

0.84.令 ∥𝐾∥ ⩽ 2为理想增益界,根据定理 1可得𝛼 =

1.4, 𝐾 = [−1.24 −1.57],系统的𝐻∞性能指标为 𝛾 =

6.6. 根据不等式 (6),闭环系统非线性部分需满足

𝐻2
1 (𝑥

𝑒(𝑝), 𝑝) = 2(1 + ∣𝑥𝑒
1∣) ⩽ 3.25𝛼2,

𝐻2
2 (𝑥

𝑒(𝑝), 𝑝) = ∣𝑥𝑒
1(𝑝)∣2 + 0.5∣𝑥𝑒

1(𝑝)∣ ⩽ 0.71𝛼2. (26)

由式 (26)可得,当𝛼 = 1.4时, ∣𝑥𝑒
1∣ ⩽ 0.95.根据平衡点

漂移方程 (7),对应参数 𝑝的范围是 ∣𝑝∣ ⩽ 9.96.平衡点

随参数 𝑝的变化轨迹如图 1所示.当参数 𝑝 = 4, 平衡

点为 [−0.08 −0.88]时,由图 2可以看出,控制器𝐾使

系统闭环稳定.

-20 -10 0 10 20

p

-5.0

-2.5

0

2.5

5.0

!
"

#

图 1 平衡点漂移轨迹
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-2

-1

0

x

x
1

x
2

图 2 系统 (22)的状态变量

4 结结结 论论论

本文研究了具有平衡点漂移的非线性系统参数

𝐻∞控制问题.提出了一种更加符合实际的参数稳定

性分析及𝐻∞控制器的设计方法;分析了参数变化对

无外界干扰系统的平衡点的影响,通过求解非线性系

统代数方程分析了系统平衡点存在的区域;当外界扰

动输入不为零时, 设计了状态𝐻∞控制器, 通过选取

特殊的参数依赖Lyapunov函数, 推导出使闭环系统

参数稳定且满足𝐻∞性能指标的LMI条件.仿真结果

表明,采用所提出的方法设计的𝐻∞控制器能有效地

稳定非线性系统,并具有一定的𝐻∞性能指标.
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