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摘 要: 针对存在时变时延和丢包的不确定网络化控制系统 (NCS),同时考虑执行器饱和、控制器参数摄动以及非

线性扰动等约束,研究执行器发生结构性失效故障时系统的鲁棒容错多约束控制问题.基于时滞依赖Lyapunov方法

和容错吸引域定义,采用状态反馈控制策略推证出了闭环故障不确定网络化控制系统稳定的少保守性不变集充分条

件,并给出了非脆弱鲁棒容错控制器的设计方法以及最大容错吸引域的估计.仿真算例验证了所述方法的可行性和

有效性.

关键词: 网络化控制系统；鲁棒完整性；非脆弱控制；执行器饱和；综合时变时延
中图分类号: TP302.8 文献标志码: A

Non-fragile robust fault-tolerant control for uncertain NCS with actuator
saturation
CAO Hui-chao, LI Wei
(College of Electrical and Information Engineering，Lanzhou University of Technology，Lanzhou 730050，China.

Correspondent：LI Wei，E-mail：liwei@lut.cn)

Abstract：：：For a class of uncertain networked control system(NCS) with time-varying delay and data packet dropout, the

problem of multi-constraints robust fault-tolerant control for NCS with actuator structural failures is discussed by using state

feedback control strategy. The effect of actuator saturation, nonlinear perturbation and controller parameter perturbation are

considered simultaneously. Based on a class of delay-dependent Lyapunov method and a definition of the domain of fault-

tolerant attraction, the set of invariance conditions of the closed-loop uncertain NCS against actuator structural failures is

derived, and the design method of non-fragile robust fault-tolerant controller is given. The domain of fault-tolerant attraction

of the closed-loop system is estimated. A simulation example shows the effectiveness and the feasibility of the proposed

approach.
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0 引引引 言言言

现今,网络化控制系统 (NCS)以其诸多优势在各

领域都得到了广泛应用. 然而,由于反馈回路中有通

讯网络的介入,衍生出了网络诱导时延、数据丢包等

问题[1-2],同时,由于NCS规模更加庞大、结构更加分

布、复杂程度更高,使得不确定性和各种故障诱发因

素俱增,因此对NCS进行容错设计,提高其安全可靠

性已成为现代控制系统的本征要求[3].文献 [4-9]针

对存在时变时延和丢包的NCS, 采用状态反馈控制

策略分别研究了系统的鲁棒完整性、鲁棒𝐻∞、鲁棒

保性能及鲁棒𝐻∞保性能容错等问题.考虑在实际工

程应用中, 被控对象状态信息检测受环境或经济条

件的制约,文献 [10-11]基于动态输出反馈控制,讨论

了NCS具有鲁棒完整性及具有一定性能约束的鲁棒

容错判别准则,但在现有的研究结果中尚未涉及执行

器饱和、控制器参数摄动等约束.在实际控制系统

中, 工业仪表、控制元件本身都存在物理特性的限

制, 作为控制系统核心部件的执行器往往受非线性

饱和特性的约束[12], 同时, NCS作为典型的数字系

统,控制器参数也存在一定的误差或变化[13].无论是

执行器饱和现象还是控制器实现时的参数摄动都可

能导致闭环系统性能劣化或稳定性遭到破坏, 因此
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设计一种同时考虑这两种因素的非脆弱鲁棒控制器

便显得尤为重要.文献 [14-15]基于不同控制策略,分

别研究了NCS考虑执行器饱和约束时的稳定性及鲁

棒𝐻∞优化控制问题;文献 [16-19]采用不同方法,分

别给出了NCS具有非脆弱𝐻∞抗干扰性能、非脆弱

保性能、非脆弱𝐻∞保性能的充分条件.但上述研究

仅限于无故障的正常系统.

当实际系统发生故障时,控制量通常远大于正常

情形, 而执行器受自身饱和物理属性的限制,只能达

到一定的输出值,控制器实现时也无法避免误差.因

此,同时考虑上述约束,对执行器饱和NCS进行非脆

弱鲁棒容错控制研究,更具实际意义和挑战性.基于

此,本文针对具有网络诱导时延和数据丢包的不确定

NCS,在执行器发生结构性失效故障的情形下, 同时

考虑执行器饱和、控制器参数摄动及非线性扰动等约

束, 基于时滞依赖的Lyapunov方法和容错吸引域定

义, 推证出不确定闭环故障NCS具有鲁棒完整性的

少保守性充分条件,同时给出非脆弱鲁棒容错控制器

的设计方法,并通过优化处理得到最大容错吸引域的

估计.最后以一个仿真算例验证了文中所述方法的可

行性和有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑具有执行器饱和及非线性扰动约束的不确

定NCS被控对象模型

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+Δ𝐴)𝑥(𝑡) + (𝐵 +Δ𝐵)sat(𝑢(𝑡)) + 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ𝑀 , 0]. (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚分别为系统的状态、控

制输入向量; 𝜙(𝑡)为给定的初始向量值连续函数;

sat(⋅) : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚为标准饱和函数,即

sat(𝑢) = [sat(𝑢1) sat(𝑢2) ⋅ ⋅ ⋅ sat(𝑢𝑚)]T,

sat(𝑢𝑖)
Δ
= sign(𝑢𝑖)min{1, ∣𝑢𝑖∣};

𝑓(𝑡, 𝑥)为不确定非线性项, 满足Lipschitz条件 ∣∣𝑓(𝑡,
𝑥1)−𝑓(𝑡, 𝑥2)∣∣ ⩽ ∣∣𝐺(𝑥1−𝑥2)∣∣, 𝐺为已知的实常矩阵;

𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑚为适当维数的常数矩阵; Δ𝐴,

Δ𝐵为范数有界的时变参数不确定性矩阵,满足

[Δ𝐴,Δ𝐵] = 𝐻1𝐹1(𝑡)[𝐸1, 𝐸2], (2)

𝐻1、𝐸1、𝐸2为已知的适当维数实常数矩阵; 𝐹1(𝑡)为

未知时变实值连续矩阵函数, 其元素Lebesgue可测,

且满足𝐹T
1 (𝑡)𝐹1(𝑡) ⩽ 𝐼, 𝐼为单位矩阵.

对网络作如下假设:

假假假设设设 1 传感器为时钟驱动,控制器、执行器及

零阶保持器为事件驱动,数据采用单包传输,系统所

有状态均可测量,采样周期为常数𝑇 .

假假假设设设 2 从传感器到控制器、控制器到执行器

均存在网络诱导时延和数据丢包.

依据文献 [8, 20]对NCS时延和丢包的描述以及

控制器的推导,同时考虑时变时延和丢包的状态反馈

非脆弱鲁棒控制器为

𝑢(𝑡) = (𝐾 +Δ𝐾)𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)),

𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,∞. (3)

其中: 𝐾 ∈ 𝑅𝑚×𝑛为控制增益阵; Δ𝐾 ∈ 𝑅𝑚×𝑛为控制

增益摄动阵,本文采用加法式控制增益摄动,即

Δ𝐾 = 𝐻2𝐹2(𝑡)𝐸3, (4)

𝐻2、𝐸3为已知的适当维数实常数矩阵, 𝐹2(𝑡)定义同

𝐹1(𝑡); ℎ(𝑡)为包含时延和丢包的综合区间时变时延,

满足

0 < ℎ𝑚 ⩽ ℎ(𝑡) ⩽ ℎ𝑀 , (5)

ℎ̇(𝑡) ⩽ 𝜇, (6)

ℎ𝑚、ℎ𝑀分别为时变时延的下界和上界, 且ℎ𝑚 = 𝜏 ,

ℎ𝑀 = 𝜏 +(𝑑+1)𝑇, 𝜏和 𝜏分别为时延上、下界, 𝑑为最

大丢包数, 𝜇为常数.

令 ℓ(𝐾)= {𝑥0 ∈𝑅𝑛 : ∣𝑘𝑗𝑥∣ ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚},

矩阵𝐾 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝑘𝑗是𝐾的第 𝑗行, 称 ℓ(𝐾)为反馈控

制的非饱和域,或饱和反馈控制的线性域,即对于任

意的𝑥 ∈ ℓ(𝐾), sat(𝐹𝑥) = 𝐹𝑥.

考虑控制系统可能发生执行器结构性失效故障,

其模型为

𝑢𝑓 (𝑡) =𝑀𝑢(𝑡). (7)

其中: 𝑀 =diag{𝑚1,𝑚2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑛}为执行器故障矩阵,

𝑀 ∈ Ω表示所有可能执行器失效故障模式的集合.当

𝑚𝑖 = 0时,表示第 𝑖个执行器完全失效;当𝑚𝑖 = 1时,

表示第 𝑖个执行器正常工作;当𝑚𝑖∈(0, 1)时,表示第 𝑖

个执行器部分失效.

为便于分析,引入如下矩阵:

𝑀𝑢 = diag{𝑚𝑢1,𝑚𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑢𝑛};
𝑀𝑙 = diag{𝑚𝑙1,𝑚𝑙2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑙𝑛};
𝑀0 = diag{𝑚01,𝑚02, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚0𝑛},
𝑚0𝑖 = (𝑚𝑢𝑖 +𝑚𝑙𝑖)/2;

𝐽 = diag{𝑗1, 𝑗2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗𝑛}, 𝑗𝑖 = 𝑚𝑢𝑖 −𝑚𝑙𝑖

𝑚𝑢𝑖 +𝑚𝑙𝑖
;

𝐿 = diag{𝑙1, 𝑙2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑛}, 𝑙𝑖 = 𝑚𝑖 −𝑚0𝑖

𝑚0𝑖
;

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
则有

𝑀 =𝑀0(𝐼 + 𝐿), (8)

其中 ∣𝐿∣ ⩽ 𝐽 ⩽ 𝐼且𝑀𝑙 ⩽𝑀 ⩽𝑀𝑢.

结合式 (1)、(3)和 (7),得执行器饱和不确定网络

化闭环故障系统 (NCFS)模型为
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𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵̄𝑀sat(𝐾̄𝑥(𝑡− ℎ(𝑡))) + 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,∞. (9)

其中

𝐴 = 𝐴+Δ𝐴, 𝐵̄ = 𝐵 +Δ𝐵, (10)

𝐾̄ = 𝐾 +Δ𝐾. (11)

为得到本文结果,首先给出以下 3个定义和 5个

引理.

对于𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛, 假设系统 (9)执行器无故

障时,相应的状态轨迹为𝜓(𝑡, 𝑥0).

定定定义义义 1 [21] 原点的吸引域记为℘𝑎,定义

℘𝑎 = {𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 : lim
𝑡→∞

𝜓(𝑡, 𝑥0) = 0}.
定定定义义义 2 [21] 收缩不变集记为℘,定义

𝑥0 ∈ ℘⇒ 𝑥(𝑡) ∈ ℘, ∀𝑡 ⩾ 0,

lim
𝑡→∞

𝜓(𝑡, 𝑥0) = 0

对所有的初始条件𝑥0 ∈ ℘∖{0}均成立.

注注注 1 如果集合℘是收缩不变集,则其应在吸引

域内部.一般而言,一个系统的吸引域很难精确获得,

因此,吸引域的求取通常可采用不变集进行估计.

令𝑃 ∈ 𝑅𝑛×𝑛是一个正定矩阵,对一个正数 𝜌,定

义椭球体

𝜀(𝑃, 𝜌) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥T𝑃𝑥 ⩽ 𝜌},
则椭球体 𝜀(𝑃, 𝜌)可被用来估计吸引域.为了符号的简

单,记 𝜀(𝑃 )表示 𝜀(𝑃, 1).

注注注 2 前述定义仅给出了NCS执行器无故障时

原点吸引域,并未考虑执行器发生故障的情形.下面

给出容错吸引域的定义.

定定定义义义 3 系统在状态转移过程中, 执行器无论

发生𝑀 ∈ Ω的何种故障,从℘𝑏出发的任何初始状态

均能收敛于平衡点,即

℘𝑏 = {𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 : lim
𝑡→∞

𝜓(𝑡, 𝑥0) = 0,∀𝑀 ∈ Ω}.
此时称℘𝑏为容错吸引域.

引引引理理理 1 [21] 给定矩阵𝐾,𝐹 ∈𝑅𝑚×𝑛,对于𝑥∈𝑅𝑛,

如果𝑥 ∈ ℓ(𝐹 ) ,则有

sat(𝐾𝑥) ∈ co{Υ𝑖𝐾𝑥+Υ−
𝑖 𝐹𝑥 : 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑚]}.

(12)

其中: co{⋅}表示Υ𝑖𝐾𝑥 + Υ−
𝑖 𝐹𝑥(Υ𝑖 ∈ Υ, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

2𝑚)组成的凸包; Υ表示一个𝑚×𝑚对角矩阵的集合,

且其对角线上的元素是 1或者 0.显然Υ含有 2𝑚个

元素,例如,若𝑚 = 2时,则

Υ =

{[
1 0

0 1

]
,

[
1 0

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
,

[
0 0

0 0

]}
.

假设Υ的每个元素被标记为Υ𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑚, 即

Υ = {Υ𝑖 : 𝑖 ∈ [1, 2𝑚]}.定义Υ−
𝑖 = 𝐼−Υ𝑖,则Υ−

𝑖 ∈ Υ .

引引引理理理 2 [22] 对于任意矩阵𝑁 ∈𝑅𝑛×𝑛, 𝑁 =𝑁T⩾
0,标量 𝛾 > 0及向量值函数 𝑥̇ : [−𝛾, 0] → 𝑅𝑛,以下积

分不等式成立:

− 𝛾
w 𝑡

𝑡−𝛾
𝑥̇T(𝑠)𝑁𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽[

𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡− 𝛾)

]T [
−𝑁 𝑁

𝑁 −𝑁

][
𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡− 𝛾)

]
. (13)

引引引理理理 3 [23] 对于任意标量𝑊1 ⩾ 0,𝑊2 ⩾ 0, 𝜏(𝑡)

是一个连续函数且满足式 (5),则有
𝑊1

𝜏(𝑡)− 𝜏𝑚
+

𝑊2

𝜏𝑀 − 𝜏(𝑡)
⩾

min
{3𝑊1 +𝑊2

𝜏𝑀 − 𝜏𝑚
,
𝑊1 + 3𝑊2

𝜏𝑀 − 𝜏𝑚

}
. (14)

引引引理理理 4 [24] 对于具有适当维数的矩阵𝑌,𝑀和

𝐸,其中𝑌 = 𝑌 T,有

𝑌 +𝑀𝐹 (𝑡)𝐸 + 𝐸T𝐹T(𝑡)𝑀T < 0 (15)

对于所有满足𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼的矩阵𝐹 (𝑡)成立,当且

仅当存在一个常数 𝜀 > 0,使得如下不等式成立:

𝑌 + 𝜀𝑀𝑀T + 𝜀−1𝐸T𝐸 < 0. (16)

引引引理理理 5 [25] 对于具有适当维数的矩阵𝑌1, 𝐺,𝐻

和 𝐼 ,其中𝑌1 = 𝑌 T
1 ,有

𝑌1 +𝐺𝐻𝐼T + 𝐼𝐻T𝐺T < 0 (17)

对于所有满足𝐻 = diag(𝐻1,𝐻2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝑟),𝐻
T
𝑖 𝐻𝑖 ⩽ 𝐼

(𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟)的矩阵𝐻成立,当且仅当存在一个对

角矩阵𝑈 > 0,使得

𝑌1 +𝐺𝑈𝐺T + 𝐼𝑈−1𝐼T < 0. (18)

2 主主主要要要结结结果果果

针对具有执行器饱和约束及非线性扰动的不确

定NCS,在执行器发生结构性失效故障情形下, 非脆

弱鲁棒容错控制的设计目标为: 寻求状态反馈增益

阵𝐾,使得同时受控制器参数摄动和执行器饱和约束

的不确定网络化闭环故障系统具有鲁棒完整性,即系

统 (9)具有不变收缩集.

2.1 不不不变变变集集集条条条件件件

定定定理理理 1 考虑系统 (9), 给定常数𝜇> 0, 𝜀𝑖 > 0 (𝑖

= 1, 2, 3, 4), 如果存在对称正定矩阵𝑋,𝑆𝑖, 𝑅̃𝑖, 𝑄̃𝑗 (𝑖

= 1, 2, 3, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6),对角矩阵𝑊1及适当维数的

矩阵 𝐾̃, 𝐹 , 使得对于任意可能的执行器结构性失效

故障模式𝑀和可接受的系统参数不确定性与控制器

参数摄动,满足下列矩阵不等式:⎡⎢⎣ Σ1 Σ 2 Σ 3

∗ Σ 4 Σ 5

∗ ∗ Σ 6

⎤⎥⎦ < 0, (19a)

⎡⎢⎣ Σ̃1 Σ 2 Σ 3

∗ Σ 4 Σ 5

∗ ∗ Σ 6

⎤⎥⎦ < 0, (19b)
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𝜀(𝑃 ) ⊂ ℓ(𝐹 ),即 ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : ∣𝑓𝑗𝑥∣ ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

其中 𝑓𝑗为𝐹 的第 𝑗行.则 ∀𝑥0∈𝜀(𝑃 ),不确定NCFS (9)

渐近稳定, 系统状态轨迹仍能保持在不变集 𝜀(𝑃 )内,

即式 (3)是一使得系统 (9)具有鲁棒完整性的非脆弱

鲁棒容错控制器,控制器参数可由𝐾 = 𝐾̃𝑋−1求得.

式 (19)中: ∗表示由矩阵对称性得到的矩阵块;而

Σ1 = (Σ 1
𝑖𝑗)7×7, 𝛿 = ℎ𝑀 − ℎ𝑚,

Σ1
11 = 𝐴𝑋 +𝑋𝐴T + 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 − 𝑅̃1−

𝑅̃2 + 𝑄̃1 + 𝑄̃4 + 𝜀1 + 𝜀2𝐻1𝐻
T
1 ,

Σ1
12 = 𝐵𝑀0Υ𝑖𝐾̃ +𝐵𝑀0Υ

−1
𝑖 𝐹,

Σ1
13 = −𝑅̃1 + 𝑄̃2, Σ

1
15 = 𝑅̃2 + 𝑄̃5,

Σ1
17 = 𝑋𝐸T

1 , Σ
1
22 = −(1− 𝜇)𝑆1 − 4𝑅̃3,

Σ1
24 = 3𝑅̃3, Σ

1
26 = 𝑅̃3,

Σ1
27 = 𝐾̃TΥT

𝑖 𝑀
T
0 𝐸

T
2 + 𝐹TΥ−

𝑖

T
𝑀T

0 𝐸
T
2 ,

Σ1
33 = −𝑅̃1 + 𝑄̃3 − 𝑄̃1, Σ

1
34 = −𝑄̃2,

Σ1
56 = −𝑄̃5, Σ

1
44 = −𝑆2 − 𝑄̃3 − 3𝑅̃2,

Σ1
55 = −𝑅̃2 + 𝑄̃6 − 𝑄̃4,

Σ1
66 = −𝑆3 − 𝑄̃6 − 𝑅̃3, Σ

1
77 = −𝜀2𝐼,

Σ1
23 = Σ 1

25 = Σ 1
35 = Σ1

36 = Σ 1
37 = 0,

Σ1
45 = Σ 1

46 = Σ 1
47 = Σ1

57 = Σ 1
67 = 0,

Σ̃1 = (Σ̃ 1
𝑖𝑗)7×7, Σ̃

1
24 = 𝑅̃3, Σ̃

1
26 = 3𝑅̃3,

Σ̃1
44 = −𝑆2 − 𝑄̃3 − 𝑅̃2, Σ̃

1
66 = −𝑆3 − 𝑄̃6 − 3𝑅̃3,

Σ̃1中其余项同Σ 1;

Σ2 = (Σ 2
𝑖𝑗)7×4,

Σ2
11 = Σ 2

12 = Σ 2
13 = 𝑋𝐴T, Σ2

14 = 𝑋𝐸T
1 ,

Σ2
21 = Σ 2

22 = Σ 2
23 =

𝐾̃TΥT
𝑖 𝑀

T
0 𝐵

T + 𝐹TΥ−
𝑖

T
𝑀T

0 𝐵
T,

Σ2
24 = 𝐾̃TΥT

𝑖 𝑀
T
0 𝐸

T
2 + 𝐹TΥ−

𝑖

T
𝑀T

0 𝐸
T
2 ,

Σ2
31 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ2

34 = Σ 2
41 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 2

44 = 0,

Σ2
71 = Σ 2

72 = Σ 2
73 = 𝐼,

Σ2
51 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ2

54 = Σ 2
61 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 2

64 = Σ 2
74 = 0;

Σ3 = (Σ 3
𝑖𝑗)7×5,

Σ3
11 = Σ 3

14 = 0, Σ 3
12 = 𝐵𝑀0Υ𝑖𝐻2,

Σ3
13 = 𝐵𝑀0𝐽, Σ

3
15 = 𝑋𝐺T, Σ 3

21 = 𝑋𝐸T
3 ,

Σ3
72 = 𝐸2𝑀0Υ𝑖𝐻2,

Σ3
24 = 𝐾̃TΥT

𝑖 𝑊
T
1 + 𝐹TΥ−

𝑖

T
𝑊T

1 ,

Σ3
73 = 𝐸2𝑀0𝐽, Σ

3
22 = Σ 3

32 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 3
62 = 0,

Σ3
23 = Σ 3

33 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 3
63 = 0,

Σ3
34 = Σ 3

44 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 3
74 = 0,

Σ3
25 = Σ 3

35 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 3
75 = 0,

Σ 3
31 = Σ3

41 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ3
71 = 0;

Σ 4 = diag
{
− 4

ℎ2𝑚
(2𝑋 − 𝑅̃1) + 𝜀3𝐻1𝐻

T
1 ,

− 4

ℎ2𝑀
(2𝑋 − 𝑅̃2) + 𝜀3𝐻1𝐻

T
1 ,

− 1

𝛿2
(2𝑋 − 𝑅̃3) + 𝜀3𝐻1𝐻

T
1 ,−𝜀3𝐼

}
;

Σ 5 = (Σ 5
𝑖𝑗)4×5,

Σ 5
12 = Σ5

22 = Σ 5
32 = 𝐵𝑀0Υ𝑖𝐻2,

Σ 3
42 = 𝐸2𝑀0Υ𝑖𝐻2,

Σ 5
13 = Σ5

23 = Σ 5
33 = 𝐵𝑀0𝐽, Σ

5
43 = 𝐸2𝑀0𝐽,

Σ 5
11 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 5

41 = Σ3
14 = ⋅ ⋅ ⋅ =

Σ 3
44 = Σ5

15 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ3
45 = 0;

Σ 6 = (Σ 6
𝑖𝑗)5×5,

Σ 6
11 = −𝜀−1

4 𝐼, Σ6
22 = −𝜀4𝐼, Σ 6

33 = Σ6
44 = −𝑊1,

Σ 6
24 = 𝐻T

2 Υ
T
𝑖 𝑊

T
1 , Σ

6
55 = −𝜀1𝐼,

Σ 6
12 = ⋅ ⋅ ⋅ = Σ 6

15 =

Σ 6
23 = Σ6

25 = Σ 6
34 = Σ 6

35 = Σ6
45 = 0.

证证证明明明 构造Lyapunov-Krasovskii泛函

𝑉 (𝑥(𝑡)) = 𝑉1(𝑥(𝑡)) + 𝑉2(𝑥(𝑡)) + 𝑉3(𝑥(𝑡)), (20)

𝑉1(𝑥(𝑡)) =

𝑥T(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) +
w 𝑡

𝑡−ℎ(𝑡)
𝑥T(𝑠)𝑆1𝑥(𝑠)d𝑠+w 𝑡

𝑡−ℎ𝑚

𝑥T(𝑠)𝑆2𝑥(𝑠)d𝑠+
w 𝑡

𝑡−ℎ𝑀

𝑥T(𝑠)𝑆3𝑥(𝑠)d𝑠, (21)

𝑉2(𝑥(𝑡)) =

ℎ𝑚
2

w 0

−ℎ𝑚/2

w 𝑡

𝑡+𝑠
𝑥̇T(𝜃)𝑅1𝑥̇(𝜃)d𝜃d𝑠+

ℎ𝑀
2

w 0

−ℎ𝑀/2

w 𝑡

𝑡+𝑠
𝑥̇T(𝜃)𝑅2𝑥̇(𝜃)d𝜃d𝑠+

𝛿
w −ℎ𝑚

−ℎ𝑀

w 𝑡

𝑡+𝑠
𝑥̇T(𝜃)𝑅3𝑥̇(𝜃)d𝜃d𝑠, (22)

𝑉3(𝑥(𝑡)) =

w 𝑡

𝑡−
ℎ𝑚
2

⎡⎣ 𝑥(𝑠)

𝑥
(
𝑠− ℎ𝑚

2

)⎤⎦T[
𝑄1 𝑄2

∗ 𝑄3

]⎡⎣ 𝑥(𝑠)

𝑥
(
𝑠− ℎ𝑚

2

)⎤⎦d𝑠+
w 𝑡

𝑡−
ℎ𝑀
2

⎡⎣ 𝑥(𝑠)

𝑥
(
𝑠− ℎ𝑀

2

)⎤⎦T[
𝑄4 𝑄5

∗ 𝑄6

]⎡⎣ 𝑥(𝑠)

𝑥
(
𝑠− ℎ𝑀

2

)⎤⎦d𝑠.
(23)

其中: 𝑃T = 𝑃 > 0, 𝑆T
𝑖 = 𝑆𝑖 > 0, 𝑅T

𝑖 = 𝑅𝑖 > 0, 𝑖 = 1,

2, 3; 𝑄T
𝑗 = 𝑄𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6; 𝛿 = ℎ𝑀 − ℎ𝑚.

沿系统 (9)对𝑉 (𝑥(𝑡))求导,得

𝑉̇1(𝑥(𝑡)) =

2𝑥T(𝑡)𝑃𝑥̇(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝑆1𝑥(𝑡)−
(1− 𝜇)𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡))𝑆1𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) +
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𝑥T(𝑡)𝑆2𝑥(𝑡)− 𝑥T(𝑡− ℎ𝑚)𝑆2𝑥(𝑡− ℎ𝑚)+

𝑥T(𝑡)𝑆3𝑥(𝑡)− 𝑥T(𝑡− ℎ𝑀 )𝑆3𝑥(𝑡− ℎ𝑀 ). (24)

由引理 1、引理 4和式 (21),得

2𝑥T(𝑡)𝑃𝑥̇(𝑡) ⩽

max
𝑖∈[1,2𝑚]

2𝑥T(𝑡)𝑃 [𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵̄𝑀(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−
𝑖 𝐹 )𝑥(𝑡−

ℎ(𝑡))] + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑓(𝑡, 𝑥) ⩽

max
𝑖∈[1,2𝑚]

2𝑥T(𝑡)𝑃 [𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵̄𝑀(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−
𝑖 𝐹 )𝑥(𝑡−

ℎ(𝑡))] + 𝜀−1
1 𝑥T(𝑡)𝑃T𝑃𝑥(𝑡) + 𝜀1𝑥

T(𝑡)𝐺T𝐺𝑥(𝑡), (25)

𝑉̇2(𝑥(𝑡)) =

ℎ2𝑚
4
𝑥̇T(𝑡)𝑅1𝑥̇(𝑡)− ℎ𝑚

2

w 𝑡

𝑡−
ℎ𝑚
2

𝑥̇T(𝑠)𝑅1𝑥̇(𝑠)d𝑠+

ℎ2𝑀
4
𝑥̇T(𝑡)𝑅2𝑥̇(𝑡)− ℎ𝑀

2

w 𝑡

𝑡−
ℎ𝑀
2

𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑠)d𝑠+

𝛿2𝑥̇T(𝑡)𝑅3𝑥̇(𝑡)− 𝛿
w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠. (26)

由引理 2,得

− ℎ𝑚
2

w 𝑡

𝑡−
ℎ𝑚
2

𝑥̇T(𝑠)𝑅1𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑚

2

) ⎤⎦T [
−𝑅1 𝑅1

𝑅1 −𝑅1

]⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑚

2

) ⎤⎦ ,
(27)

− ℎ𝑀
2

w 𝑡

𝑡−
ℎ𝑀
2

𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑀

2

) ⎤⎦T [
−𝑅2 𝑅2

𝑅2 −𝑅2

]⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑀

2

) ⎤⎦ .
(28)

由引理 2和引理 3,得

− 𝛿
w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠 =

− 𝛿
w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠−

𝛿
w 𝑡−ℎ(𝑡)

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

−max
{3𝑊1 +𝑊2

ℎ𝑀 − ℎ𝑚
,
𝑊1 + 3𝑊2

ℎ𝑀 − ℎ𝑚

}
, (29)

𝑊1 =
( w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ(𝑡)
𝑥̇(𝑠)d𝑠

)T

𝛿𝑅3

( w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ(𝑡)
𝑥̇(𝑠)d𝑠

)
, (30)

𝑊2 =
( w 𝑡−ℎ(𝑡)

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇(𝑠)d𝑠
)T

𝛿𝑅3

( w 𝑡−ℎ(𝑡)

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇(𝑠)d𝑠
)
, (31)

𝑉̇3(𝑥(𝑡)) =⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑚

2

) ⎤⎦T [
𝑄1 𝑄2

∗ 𝑄3

]⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑚

2

) ⎤⎦−

⎡⎣ 𝑥
(
𝑡− ℎ𝑚

2

)
𝑥(𝑡− ℎ𝑚)

⎤⎦T [
𝑄1 𝑄2

∗ 𝑄3

]⎡⎣ 𝑥
(
𝑡− ℎ𝑚

2

)
𝑥(𝑡− ℎ𝑚)

⎤⎦+

⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑀

2

) ⎤⎦T [
𝑄4 𝑄5

∗ 𝑄6

]⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥
(
𝑡− ℎ𝑀

2

) ⎤⎦−

⎡⎣ 𝑥
(
𝑡− ℎ𝑀

2

)
𝑥(𝑡− ℎ𝑀 )

⎤⎦T [
𝑄4 𝑄5

∗ 𝑄6

]⎡⎣ 𝑥
(
𝑡− ℎ𝑀

2

)
𝑥(𝑡− ℎ𝑀 )

⎤⎦ .
(32)

由式 (24)∼ (32),有

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) =

𝑉̇1(𝑥(𝑡)) + 𝑉̇2(𝑥(𝑡)) + 𝑉̇3(𝑥(𝑡)) ⩽
max

𝑖∈[1,2𝑚]
𝜁T(𝑡)Ξ1𝜁(𝑡) or max

𝑖∈[1,2𝑚]
𝜁T(𝑡)Ξ̃1𝜁(𝑡). (33)

其中

𝜁T(𝑡) =[
𝑥T(𝑡), 𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡)), 𝑥T

(
𝑡− ℎ𝑚

2

)
, 𝑥T(𝑡− ℎ𝑚),

𝑥T
(
𝑡− ℎ𝑀

2

)
, 𝑥T(𝑡− ℎ𝑀 ), 𝑓T(𝑡, 𝑥)

]
,

Ξ1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ
(1)
11 Ξ

(1)
12 Ξ

(1)
13 0 Ξ

(1)
15 0 Ξ

(1)
17

∗ Ξ
(1)
22 0 3𝑅3 0 𝑅3 Ξ

(1)
27

∗ ∗ Ξ
(1)
33 −𝑄2 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ
(1)
44 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ
(1)
55 −𝑄5 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ
(1)
66 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ
(1)
77

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Ξ̃1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ
(1)
11 Ξ

(1)
12 Ξ

(1)
13 0 Ξ

(1)
15 0 Ξ

(1)
17

∗ Ξ
(1)
22 0 𝑅3 0 3𝑅3 Ξ

(1)
27

∗ ∗ Ξ
(1)
33 −𝑄2 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ̃
(1)
44 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ
(1)
55 −𝑄5 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ̃
(1)
66 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ
(1)
77

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Ξ
(1)
11 =

𝑃𝐴+𝐴T𝑃 + 𝜀1𝑃
T𝑃 + 𝜀−1

1 𝐺T𝐺+ 𝑆1+

𝑆2 + 𝑆3 −𝑅1 −𝑅2 +𝑄1 +𝑄4+

𝐴T(ℎ2𝑚𝑅1/4 + ℎ2𝑀𝑅2/4 + 𝛿2𝑅3)𝐴,

Ξ
(1)
12 =

𝑃𝐵̄𝑀(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−1
𝑖 𝐹 ) +𝐴T(ℎ2𝑚𝑅1/4+

ℎ2𝑀𝑅2/4 + 𝛿2𝑅3)𝐵̄𝑀(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−1
𝑖 𝐹 ),

Ξ
(1)
13 = −𝑅1 +𝑄2, Ξ

(1)
15 = 𝑅2 +𝑄5,

Ξ
(1)
17 = 𝐴T(ℎ2𝑚𝑅1/4 + ℎ2𝑀𝑅2/4 + 𝛿2𝑅3),

Ξ
(1)
22 = −(1− 𝜇)𝑆1 − 4𝑅3 + [𝐵̄𝑀(Υ𝑖𝐾̄+

Υ−1
𝑖 𝐹 )]T(ℎ2𝑚𝑅1/4 + ℎ2𝑀𝑅2/4+
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𝛿2𝑅3)[𝐵̄𝑀(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−1
𝑖 𝐹 )],

Ξ
(1)
24 = 3𝑅3, Ξ

(1)
26 = 𝑅3,

Ξ
(1)
27 = [𝐵̄𝑀(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−1

𝑖 𝐹 )]T(ℎ2𝑚𝑅1/4+

ℎ2𝑀𝑅2/4 + 𝛿2𝑅3),

Ξ
(1)
33 = −𝑅1 +𝑄3 −𝑄1, Ξ

(1)
34 = −𝑄2,

Ξ
(1)
44 = −𝑆2 −𝑄3 − 3𝑅2, Ξ

(1)
55 = −𝑅2 +𝑄6 −𝑄4,

Ξ
(1)
56 = −𝑄5, Ξ

(1)
66 = −𝑆3 −𝑄6 −𝑅3,

Ξ
(1)
77 = ℎ2𝑚𝑅1/4 + ℎ2𝑀𝑅2/4 + 𝛿2𝑅3,

Ξ̃
(1)
44 = −𝑆2 −𝑄3 −𝑅2, Ξ̃

(1)
66 = −𝑆3 −𝑄6 − 3𝑅3.

如果

Ξ1 < 0 or Ξ̃1 < 0, (34)

则 𝑉̇ (𝑥(𝑡))< 0,从而可知椭球体 𝜀(𝑃 )为不变集,即非

脆弱鲁棒控制器 (3)使得执行器饱和闭环故障系统

(9)在吸引域 𝜀(𝑃 )内稳定.

由于式 (34)为矩阵不等式, 为方便控制器求解,

需对其进行如下变换.

首先对Ξ1 < 0进行变换:

应用 Schur补引理及引理 4,式Ξ1 < 0等价于

Ξ2 < 0. (35)

其中

Ξ2 = (Ξ
(2)
𝑖𝑗 )10×10 < 0,

Ξ
(2)
11 = 𝑃𝐴+𝐴T𝑃 + 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3−

𝑅1 −𝑅2 +𝑄1 +𝑄4 + 𝜀1𝑃
T𝑃+

𝜀−1
1 𝐺T𝐺+ 𝜀2𝑃𝐻1𝐻

T
1 𝑃,

Ξ
(2)
12 = 𝑃𝐵𝑀(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−1

𝑖 𝐹 ),

Ξ
(2)
13 = −𝑅1 +𝑄2, Ξ

(2)
15 = 𝑅2 +𝑄5,

Ξ
(2)
17 = 𝐸T

1 , Ξ
(2)
18 = Ξ

(2)
19 = Ξ

(2)
110 = 𝐴T,

Ξ
(2)
22 = −(1− 𝜇)𝑆1 − 4𝑅3,

Ξ
(2)
24 = 3𝑅3, Ξ

(2)
26 = 𝑅3,

Ξ
(2)
27 = (Υ𝑖𝐾̄ +Υ−

𝑖 𝐹 )
T𝑀T𝐸T

2 ,

Ξ
(2)
28 = Ξ

(2)
29 = Ξ

(2)
210 = (Υ𝑖𝐾̄ +Υ−

𝑖 𝐹 )
T𝑀T𝐵̄T,

Ξ
(2)
33 = −𝑅1 +𝑄3 −𝑄1,

Ξ
(2)
34 = −𝑄2, Ξ

(2)
56 = −𝑄5,

Ξ
(2)
44 = −𝑆2 −𝑄3 − 3𝑅2,

Ξ
(2)
55 = −𝑅2 +𝑄6 −𝑄4,

Ξ
(2)
66 = −𝑆3 −𝑄6 −𝑅3, Ξ

(2)
77 = −𝜀2𝐼,

Ξ
(2)
78 = Ξ

(2)
79 = Ξ

(2)
710 = 𝐼, Ξ

(2)
1010 = −(𝛿2𝑅3)

−1,

Ξ
(2)
88 = −

(ℎ2𝑚
4
𝑅1

)−1

, Ξ
(2)
99 = −

(ℎ2𝑀
4
𝑅2

)−1

,

Ξ
(2)
23 = Ξ

(2)
25 = 0,

Ξ
(2)
35 = Ξ

(2)
36 = ⋅ ⋅ ⋅ = Ξ

(2)
310 = 0,

Ξ
(2)
45 = Ξ

(2)
46 = ⋅ ⋅ ⋅ = Ξ

(2)
410 = 0,

Ξ
(2)
57 = Ξ

(2)
58 = ⋅ ⋅ ⋅ = Ξ

(2)
510 = 0,

Ξ
(2)
67 = Ξ

(2)
68 = ⋅ ⋅ ⋅ = Ξ

(2)
610 = 0,

Ξ
(2)
89 = Ξ

(2)
810 = Ξ

(2)
910 = 0.

将式 (10)、(11)代入 (35),应用引理 4,得

Ξ3 < 0. (36)

其中

Ξ3 = (Ξ
(3)
𝑖𝑗 )13×13 < 0, Ξ

(3)
11 = Ξ

(2)
11 ,

Ξ
(3)
12 = 𝑃𝐵𝑀(Υ𝑖𝐾 +Υ−1

𝑖 𝐹 ), Ξ
(3)
13 = Ξ

(2)
13 ,

Ξ
(3)
15 = Ξ

(2)
15 , Ξ

(3)
17 = Ξ

(3)
111 = Ξ

(2)
17 = 𝐸T

1 ,

Ξ
(3)
18 = Ξ

(3)
19 = Ξ

(3)
110 = 𝐴T, Ξ

(3)
113 = 𝑃𝐵𝑀Υ𝑖𝐻2,

Ξ
(3)
22 = Ξ

(2)
22 , Ξ

(3)
24 = Ξ

(2)
24 , Ξ

(3)
26 = Ξ

(2)
26 ,

Ξ
(3)
27 = Ξ

(3)
211 = (Υ𝑖𝐾 +Υ−

𝑖 𝐹 )
T𝑀T𝐸T

2 ,

Ξ
(3)
28 = Ξ

(3)
29 = Ξ

(3)
210 = (Υ𝑖𝐾 +Υ−

𝑖 𝐹 )
T𝑀T𝐵T,

Ξ
(3)
212 = 𝐸T

3 , Ξ
(3)
33 = Ξ

(2)
33 , Ξ

(3)
34 = Ξ

(2)
34 ,

Ξ
(3)
44 = Ξ

(2)
44 , Ξ

(3)
55 = Ξ

(2)
55 , Ξ

(3)
56 = Ξ

(2)
56 ,

Ξ
(3)
66 = Ξ

(2)
66 , Ξ

(3)
77 = Ξ

(2)
77 ,

Ξ
(3)
78 = Ξ

(3)
79 = Ξ

(3)
710 = 𝐼,

Ξ
(3)
713 = Ξ

(3)
1113 = 𝐸2𝑀Υ𝑖𝐻2,

Ξ
(3)
88 = −

(ℎ2𝑚
4
𝑅1

)−1

+ 𝜀3𝐻1𝐻
T
1 ,

Ξ
(3)
99 = −

(ℎ2𝑀
4
𝑅2

)−1

+ 𝜀3𝐻1𝐻
T
1 ,

Ξ
(3)
1010 = −(𝛿2𝑅3)

−1 + 𝜀3𝐻1𝐻
T
1 ,

Ξ
(3)
813 = Ξ

(3)
913 = Ξ

(3)
1013 = 𝐵𝑀Υ𝑖𝐻2,

Ξ
(3)
1111 = −𝜀3𝐼, Ξ (3)

1212 = −𝜀−1
4 𝐼, Ξ

(3)
1313 = −𝜀4𝐼.

将式 (8)代入 (36),展开得

Ξ4 + Φ1𝐿Φ
T
2 + Φ2𝐿

TΦT
1 < 0. (37)

其中

Ξ4 = (Ξ
(4)
𝑖𝑗 )13×13,

Ξ
(4)
12 = 𝑃𝐵𝑀0(Υ𝑖𝐾̄ +Υ−1

𝑖 𝐹 ),

Ξ
(4)
113 = 𝑃𝐵𝑀0Υ𝑖𝐻2,

Ξ
(4)
27 = Ξ

(4)
211 = (Υ𝑖𝐾 +Υ−

𝑖 𝐹 )
T𝑀T

0 𝐸
T
2 ,

Ξ
(4)
28 = Ξ

(4)
29 = Ξ

(4)
210 = (Υ𝑖𝐾 +Υ−

𝑖 𝐹 )
T𝑀T

0 𝐵̄
T,

Ξ4上三角形表达式中其余项同Ξ3,

ΦT
1 = [(𝑃𝐵𝑀0)

T, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
5

, (𝐸2𝑀0)
T, (𝐵𝑀0)

T,

(𝐵𝑀0)
T, (𝐵𝑀0)

T, (𝐸2𝑀0)
T, 0, 0],

Φ2 = [0,Υ𝑖𝐾 +Υ−
𝑖 𝐹, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸

10

,Υ𝑖𝐻2].
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由于 ∣𝐿∣ ⩽ 𝐽 ⩽ 𝐼 ,可将𝐿写成𝐿 = 𝐽𝐻 ,其中𝐻为满

足𝐻T𝐻 ⩽ 𝐼的对角矩阵,式 (37)转换为

Ξ4 + Φ1𝐽𝐻ΦT
2 + Φ2𝐻

T𝐽TΦT
1 < 0. (38)

应用引理 5,式 (38)等价为存在一个对角矩阵𝑊1 > 0,

使得

Ξ4 + Φ1𝐽𝑊
−1
1 (Φ1𝐽)

T + Φ2𝑊1Φ
T
2 < 0. (39)

当𝑅−1
𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3,可得 (𝑅−1

𝑖 −𝑃−1)𝑅𝑖(𝑅
−1
𝑖

− 𝑃−1) ⩾ 0,从而

−𝑅−1
𝑖 ⩽ 𝑃−1𝑅𝑖𝑃

−1 − 2𝑃−1. (40)

将式 (40)代入 (39), 应用 Schur补引理, 并对变换后

的结果进行合同变换, 即两端同时乘以对角矩阵

diag {𝑃−1, 𝑃−1, 𝑃−1, 𝑃−1, 𝑃−1, 𝑃−1, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼,

𝐼, 𝐼},并令𝑃−1 =𝑋, 𝐾𝑋 = 𝐾̃, 𝐹𝑋 = 𝐹, 𝑋𝑆𝑖𝑋 =𝑆𝑖,

𝑋𝑅𝑖𝑋 = 𝑅̃𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑋𝑄𝑗𝑋 = 𝑄̃𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6,

则可得到式 (19a),对 Ξ̃1< 0进行类似变换,可得到式

(19b),即满足式 (19a)、(19b)和 𝜀(𝑃 )⊂ ℓ(𝐹 ),状态反馈
非脆弱鲁棒控制律 (3)使得执行器饱和不确定NCFS

(9)状态轨迹保持在不变集 𝜀(𝑃 )内,控制器参数可由

𝐾 = 𝐾̃𝑋−1求得. 2
注注注 3 定理 1中包含了系统的各种时延信息,所

得结果是时滞/时滞变化率依赖的.同时,在定理推证

中,对−𝛿
w 𝑡−ℎ𝑚

𝑡−ℎ𝑀

𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠的处理未将 𝜏(𝑡) − 𝜏𝑚

和 𝜏𝑀 − 𝜏(𝑡)两项直接扩大为 𝜏𝑀 − 𝜏𝑚[26],而是应用了

引理 3,这均减少了结论的保守性.另外,定理的推证

中未引入Lyapunov-Krasovskii泛函之外的其他自由

权矩阵,减少了决策变量的个数,简化了计算.

注注注 4 定理 1给出了ℎ(𝑡)可微时执行器饱和不

确定NCFS (9)具有鲁棒完整性的充分条件.然而, 在

实际应用中,受网络带宽限制和随机信息流量的影响,

考虑传输时延的时变性和丢包的随机性,综合区间时

延的变化率往往难以确定,甚至不可微.在此情况下,

选择𝑆1 = 0, 可得到使系统 (9)具有鲁棒容错性能的

一类时滞依赖/时滞变化率不依赖的充分条件.

2.2 吸吸吸引引引域域域的的的估估估计计计

在执行器饱和系统的控制中,吸引域是一个密切

相关的概念, 系统总是期望有尽可能大的吸引域,因

此如何扩大系统的吸引域,得到保守性更小的结论显

得至关重要.

本节给出从所有满足定理 1的集合 (系统的稳定

区域)中选取最大的集合作为系统吸引域的估计,此

时的吸引域对容错控制器的设计应具有较少保守性.

集合的大小可采用参考集测量,这里用一个包含

原点的凸集𝑋𝑅 ⊂ 𝑅𝑛作为测量集合大小的参考集.

对于一个包含原点的集合𝜒 ⊂ 𝑅𝑛,定义

𝛼𝑅(𝜒) := sup{𝛼 > 0 : 𝛼𝑋𝑅 ⊂ 𝜒}, (41)

如果𝛼𝑅(𝜒) ⩾ 1,则𝑋𝑅 ⊂ 𝜒. 两种比较常用的参考集

𝑋𝑅如下
[21]:

椭圆

𝑋𝑅 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥T𝑇𝑥 ⩽ 1, 𝑇 > 0}; (42)

具有 𝑙个顶点的多面体

𝑋𝑅 = co{𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑙}, (43)

其中𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑙是𝑅𝑛中给定的向量.

利用上面定义的参考集,从所有满足定理 1的集

合 𝜀(𝑃 )中选出最大的一个𝛼𝑅(𝜀(𝑃 ))作为系统少保守

性的最大吸引域估计.此问题可描述为如下具有约束

的优化问题:

max
𝑃>0,𝐹

𝛼. (44a)

s.t. 𝛼𝑋𝑅 ⊂ 𝜀(𝑃 ); (44b)

式 (19a)或 (19b), ∀𝑖 ∈ [1, 2𝑚]; (44c)

𝜀(𝑃 ) ⊂ ℓ(𝐹 ). (44d)

为方便求解,转换上述约束条件为LMI形式,如

果𝑋𝑅是一个多面体,则约束条件 (44b)等价为

𝛼2𝑥T𝑘 𝑃𝑥𝑘 ⩽ 1 ⇔
[
1/𝛼2 𝑥T𝑘

∗ 𝑃−1

]
⩾ 0, 𝑘 ∈ [1, 𝑙]. (45)

如果𝑋𝑅是一个椭圆,则约束条件 (44b)等价为

𝑅

𝛼2
⩾ 𝑃 ⇔

[
𝑅/𝛼2 𝐼

∗ 𝑃−1

]
⩾ 0; (46)

约束条件 (44d)等价为

∣𝑓𝑗𝑥∣ ⩽ 1, ∀𝑥 ∈ 𝜀(𝑃 ),

𝑗 ∈ [1,𝑚] ⇔ 𝑓𝑗𝑃
−1𝑓T𝑗 ⩽ 1 ⇔[

1 𝑓𝑗𝑃
−1

∗ 𝑃−1

]
⩾ 0, 𝑗 ∈ [1,𝑚]. (47)

令 𝛽=1/𝛼2, 𝑋=𝑃−1, 𝐹 =𝐹𝑃−1,则 𝑓𝑗为𝐹 的第 𝑗行.

如果𝑋𝑅是一个多面体, 则式 (44a)中的优化问

题等价为

min
𝑋,𝐹

𝛽. (48a)

s.t.

[
𝛽 𝑥T𝑘

∗ 𝑋

]
⩾ 0, 𝑘 ∈ [1, 𝑙]; (48b)

式 (19a)或 (19b), ∀𝑖 ∈ [1, 2𝑚]; (48c)[
1 𝑓𝑗

∗ 𝑋

]
⩾ 0, 𝑗 ∈ [1,𝑚]. (48d)

如果𝑋𝑅是一个椭圆, 则式 (44a)中的优化问题

等价为

min
𝑋,𝐹

𝛽. (49a)

s.t.

[
𝛽𝑅 𝐼

∗ 𝑋

]
⩾ 0, 𝑘 ∈ [1, 𝑙]; (49b)
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式 (19a)或 (19b), ∀𝑖 ∈ [1, 2𝑚]; (49c)[
1 𝑓𝑗

∗ 𝑋

]
⩾ 0, 𝑗 ∈ [1,𝑚]. (49d)

3 仿仿仿真真真研研研究究究

考虑闭环系统 (9), 采用文献 [7]中的模型数据,

其中

𝐴 =

[
−1.5 2

−4 −3

]
, 𝐵 =

[
2 0

4 1

]
,

∣∣𝐴∣∣ = 0.01, ∣∣𝐵∣∣ = 0.01,

𝐻1 =

[
0.1 0

0 0.1

]
, 𝐸1 = 𝐸2 =

[
0.1 0

0 0.1

]
,

𝐻2 =

[
1 0.5

0.5 1

]
, 𝐸3 =

[
2 −0.5

0.5 1.5

]
,

𝐹1(𝑡) = 𝐹2(𝑡) =

[
sin 𝑡 0

0 cos 𝑡

]
,

𝑓(𝑡) =

[
0.03 sin𝑥1(𝑡)

0.01 sin𝑥2(𝑡)

]
, 𝐺 =

[
0.1 0

0 0.1

]
.

3.1 结结结论论论有有有效效效性性性验验验证证证

假设采样周期为𝑇 = 0.1 s, 从传感器到控制器

和从控制器到执行器的最大丢包数目为 2,若取时延

𝜏𝑘 = 0.05 + 0.35∣ sin 𝑡∣,则相应区间时变时延
ℎ(𝑡) = 𝑇 ⋅ Random(0 ∼ 2) + 0.05 + 0.35∣ sin 𝑡∣,
ℎ𝑀 = 0.6, ℎ𝑚 = 0.05, 𝛿 = 0.55, 𝜇 = 0.35.

系统初始状态为𝑥(0) = [1 − 1]T, 执行器失效

故障按如下 3种情形进行讨论: 𝑀 = 𝑀𝑢 = 𝑀𝑙 =下

界;一般情形𝑀 ∈ (𝑀𝑙,𝑀𝑢); 𝑀 = 𝑀𝑢 = 𝑀𝑙 =正常.

参数如表 1所示.

表 1 执行器参数

𝑀𝑙 𝑀𝑢

下界 [ 0.1 0; 0 0.1 ] [ 0.1 0; 0 0.1 ]

一般情形 [ 0.1 0; 0 0.1 ] [ 0.8 0; 0 0.9 ]

正常情形 [ 1 0; 0 1 ] [ 1 0; 0 1 ]

采用𝑋𝑅 =
{[

sin 𝜃

cos 𝜃

]}
, 𝜃 ∈ [0, 2π]形式的凸多

面体作为参考集,其中 𝜃 = 0.4π. 通过式 (48a)对上述

执行器情形分别进行优化,所得参数如表 2所示.

表 2 执行器各种情形下NCS控制器参数

𝛼∗ 𝑃∗ 𝐾∗

下界 0.016 3

[
0.489 4 −0.025 1

−0.025 1 0.416 8

] [
0.008 3 −0.030 4

−0.035 3 0.001 8

]

一般情形 0.017 0

[
0.340 1 −0.039 1

−0.039 2 0.273 1

] [
−0.034 4 −0.124 7

−0.162 9 0.018 8

]

正常情形 0.017 1

[
0.299 7 −0.033 8

−0.033 8 0.240 3

] [
−0.052 2 −0.142 4

−0.187 9 0.021 2

]

分别画出闭环故障NCS (9)在执行器 3种情形下

的最大吸引域,即最大收缩不变椭球 𝜀(𝑃 ∗, 1),如图 1

所示.
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图 1 闭环故障NCS最大容错吸引域的估计

从图 1的仿真曲线可以看出,闭环系统在执行器

发生结构性失效故障情况下,故障最严重时所得吸引

域最小,但仍能保证执行器故障下闭环系统具有鲁棒

完整性.

闭环故障系统状态分量𝑥1, 𝑥2的响应曲线分别

如图 2和图 3所示,相应执行器饱和信号曲线分别如

图 4和图 5所示.
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图 2 闭环系统状态𝑥1的响应曲线
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图 3 闭环系统状态𝑥2的响应曲线
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图 4 闭环系统饱和执行器 sat(𝑢1)输出曲线
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图 5 闭环系统饱和执行器 sat(𝑢2)输出曲线

从图 4和图 5的仿真曲线可以看出,执行器的饱

和现象出现在控制初始阶段, 即 sat(𝑢1(𝑡))在 0.8 ∼
3.5 s, sat(𝑢2(𝑡))在 2∼ 3 s. 从图 2和图 3的仿真曲线可

以看出,即使在此情形下,控制器参数同时发生摄动,

不确定NCS在执行器发生结构性失效故障时仍是稳

定的,说明采用文中所述方法设计的非脆弱鲁棒容错

控制器,对于具有执行器饱和、控制器参数摄动及非

线性扰动约束的不确定NCS,在执行器发生结构性失

效故障时仍能使系统具有鲁棒完整性.

3.2 结结结论论论保保保守守守性性性分分分析析析

当不考虑执行器饱和、控制器参数摄动及非线

性扰动时, 本文针对系统 (9)的研究退化为不确定

NCS的鲁棒完整性问题.取𝜇 = 0.3,与已有少保守性

结论[9]比较,其最大允许时延如表 3所示.

表 3 最大允许时延上界ℎmax
𝑀

方法 ℎ𝑚 = 0.1

文献 [9] 1.015 4

定理 1 1.283 9

从表 3结果可以看出,使闭环故障系统具有鲁棒

完整性时,本文方法得到的最大允许时延上界大于文

献 [9],说明本文结论具有更少的保守性,这对多约束

下增加控制器可行解的空间和提高容错满意度是很

有价值的.

4 结结结 论论论

本文以NCS为被控对象, 考虑系统网络诱导时

延和数据丢包、模型参数不确定性、非线性扰动、执

行器饱和以及控制器参数摄动等多种约束,研究了执

行器发生结构性失效故障时系统的鲁棒容错控制问

题.文中采用非脆弱鲁棒状态反馈控制律,基于时滞

依赖的Lyapunov方法, 结合输入饱和函数的凸组合

表示, 推证出了闭环不确定NCS在执行器发生结构

性失效故障时稳定的不变集条件;充分应用各种时延

信息,在尽可能少放大的基础上保留了有用项,未引

入Lyapunov-Krasovskii泛函之外的其他自由权矩阵,

减少了决策变量的个数,给出了可行性高、保守性少

的非脆弱鲁棒容错控制器;结合给出的容错吸引域定

义,采用椭圆逼近法, 通过优化处理得到了最大容错

吸引域的估计.最后以一个仿真算例验证了文中所述

方法的可行性和有效性.
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