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摘 要: 针对如何选择合适的缓冲算子以提高模型精度的问题,系统地研究缓冲算子调节度与光滑度的内在关系,

并对平均强化缓冲算子 (ASBO)、几何平均强化缓冲算子 (GASBO)、加权平均强化缓冲算子 (WASBO)和加权几何平

均强化缓冲算子 (WGASBO)的调节度与光滑度进行了比较研究,给出了若干定理. 理论证明和数字仿真结果都验证

了定理的正确性.
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Abstract: How to choose a suitable kind of buffer operator is very important in practice. Therefore, the characters of

traditional kinds of operator and their inherent relationship between regulation degree and smoothness degree are studied.

Then, comparative studies on the relationship are conducted among average strengthening buffer operator(ASBO), geometry

average strengthening buffer operator(GASBO), weigh average strengthening buffer operator(WASBO), and weigh geometry

average strengthening buffer operator(WGASBO). Some theorems about regulation degree and smoothness degree are

proposed. Finally, the theoretical analysis and empirical test show the correctness of the theorems.
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0 引引引 言言言

在本征灰色系统中,通过对原始数据序列处理生

成新灰色序列被认为是提高灰色建模精度的有效方

法. 灰色序列的生成弱化了原始序列的随机性,有助

于揭示系统内部的本质特征. 已有的研究表明,序列

光滑度是影响建模精度的重要因素.近年来, 为了排

除干扰对建模的影响,一些学者提出了缓冲算子的概

念, 并对缓冲算子作了深入的研究[1-9]. 文献 [2]基于

新信息优先的原理, 构造了一类新的强化缓冲算子,

有效地提高了模型的预测精度. 文献 [3]构造出一

类新型的弱化缓冲算子, 拓展了缓冲算子的类型.

文献 [4]研究了平均强化缓冲算子 (ASBO)、几何平

均强化缓冲算子 (GASBO)、加权平均强化缓冲算子

(WASBO)和加权几何平均强化缓冲算子 (WGASBO)

的特性和内在关系.文献 [5]提出了采用缓冲算子调

节度来反映缓冲算子作用强度的概念. 文献 [6]给出

了不同调节度的缓冲算子. 文献 [7]引进粒子群算法

优化变权系数,提出了关于变权缓冲算子的几个性质.

在改变序列光滑度方面,许多学者也作了深入的研究,

对提高灰色系统的建模精度起到了一定的作用. 文

献 [8]提出了缓冲算子光滑性的概念, 研究了缓冲算

子能否提高光滑度的条件.

本文在上述文献的基础上,首先系统地研究了缓

冲算子调节度与光滑度的关系,并对若干强化和弱化

缓冲算子的调节度与光滑度进行了比较研究.理论证

明和数字仿真结果均验证了所给出定理的正确性.

1 基基基本本本概概概念念念

定定定义义义 1 [8] 设𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为非负
数据序列, 满足𝑥(𝑘) > 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ; 𝐷𝑖为缓冲
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算子, 相应的缓冲序列𝑋𝐷𝑖 = (𝑥(1)𝑑𝑖, 𝑥(2)𝑑𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(𝑛)𝑑𝑖), 𝑖 = 1, 2.

1)若𝑋为非负单调递增序列,且
𝑥(𝑘)𝑑1

𝑘−1∑
𝑖=1

𝑥(𝑖)𝑑1

<
𝑥(𝑘)𝑑2

𝑘−1∑
𝑖=1

𝑥(𝑖)𝑑2

, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (1)

2)若𝑋为非负单调递减序列,且
𝑥(𝑘)𝑑1

𝑘−1∑
𝑖=1

𝑥(𝑖)𝑑1

>
𝑥(𝑘)𝑑2

𝑘−1∑
𝑖=1

𝑥(𝑖)𝑑2

, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (2)

则称缓冲算子𝐷1的光滑性优于缓冲算子𝐷2.

定定定义义义 2 [8] 设𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为非负
数据序列,称

𝜌(𝑘) =
𝑥(𝑘)

𝑘−1∑
𝑖=1

𝑥(𝑖)

, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 (3)

为序列光滑比.

引引引理理理 1 [8] 设𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为非负
数据序列,若𝑋为单调递增序列,则其光滑比越小光

滑性越好;若𝑋为单调递减序列,则其光滑比越大光

滑性越好.

2 缓缓缓冲冲冲算算算子子子调调调节节节度度度与与与序序序列列列光光光滑滑滑度度度的的的关关关系系系

定定定义义义 3 [5] 设𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为非负
数据序列, 𝐷为缓冲算子, 𝑋𝐷 = (𝑥(1)𝑑, 𝑥(2)𝑑, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(𝑛)𝑑)为缓冲序列,称

𝑟(𝑘) =
𝑥(𝑛)− 𝑥(𝑘)

𝑛− 𝑘 + 1
(4)

为数据序列𝑋中𝑥(𝑘)到𝑥(𝑛)的平均增长率,称

𝛿(𝑘) =
∣∣∣𝑟(𝑘)− 𝑟(𝑘)𝑑

𝑟(𝑘)

∣∣∣ (5)

为缓冲算子𝐷在 𝑘点的调节度,其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

2.1 强强强化化化缓缓缓冲冲冲算算算子子子调调调节节节度度度与与与光光光滑滑滑度度度的的的关关关系系系

定定定理理理 1 设 𝛿𝑖(𝑘)为强化缓冲算子𝐷𝑖对非负单

调递增序列𝑋的调节度,则有

𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘) ⇔ 𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇔ 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘).

(6)

证证证明明明 注意到𝑥(𝑛)𝑑 = 𝑥(𝑛),有

𝛿(𝑘) =
∣∣∣𝑥(𝑘)𝑑− 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑛)− 𝑥(𝑘)

∣∣∣. (7)

1) 先证充分性, 即证 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘) ⇒ 𝑥(𝑘)𝑑1 >

𝑥(𝑘)𝑑2 ⇒ 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘). 对于单调递增序列,根据强

化缓冲算子性质,有

𝑥(𝑘)𝑑 ⩽ 𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘) < 𝑥(𝑛), (8)

所以

𝛿(𝑘) = −𝑥(𝑘)𝑑− 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑛)− 𝑥(𝑘)
. (9)

又因为 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘),所以

−(𝑥(𝑘)𝑑1 − 𝑥(𝑘)) < −(𝑥(𝑘)𝑑2 − 𝑥(𝑘)), (10)

即

𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑2. (11)

下面证明当𝑥(𝑘)𝑑1>𝑥(𝑘)𝑑2时,有 𝜌1(𝑘)<𝜌2(𝑘).

采用反证法. 假设当 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘)(𝑘, 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

𝑘 > 𝑠)时如下不等式成立:
𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩾ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

, (12)

即
𝑥(𝑛)𝑑1
𝑥(𝑛)𝑑2

⩾ 𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩾ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

. (13)

根据缓冲算子性质,有𝑥(𝑛)𝑑1 = 𝑥(𝑛)𝑑2 = 𝑥(𝑛)成立,

故对于 𝑘 = 𝑛有下式成立:

1 =
𝑥(𝑛)𝑑1
𝑥(𝑛)𝑑2

⩾ 𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩾ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

, (14)

即得出𝑥(𝑘)𝑑2 > 𝑥(𝑘)𝑑1, 这与式 (11)矛盾, 所以原假

设 (12)不成立,故如下不等式成立:
𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

<
𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

. (15)

由文献 [8]可知: 强化缓冲算子𝐷1的光滑性

比𝐷2好;且根据引理 1,可得 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘).

2)再证必要性, 即证 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘) ⇒ 𝑥(𝑘)𝑑1 >

𝑥(𝑘)𝑑2 ⇒ 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘).

根据引理 1,如果 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘),则𝐷1的光滑性

比𝐷2好;又根据文献 [8],可以得到

1 =
𝑥(𝑛)𝑑1
𝑥(𝑛)𝑑2

⩽ 𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩽ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

, (16)

所以 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘) ⇒ 𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑2成立. 又因为

𝑥(𝑘)𝑑 ⩽ 𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘) < 𝑥(𝑛),所以由

𝛿1(𝑘) = −𝑥(𝑘)𝑑1 − 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑛)− 𝑥(𝑘)
, (17)

𝛿2(𝑘) = −𝑥(𝑘)𝑑2 − 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑛)− 𝑥(𝑘)
(18)

可以推出𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇒ 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘).

综上可知:当𝑋为单调递增序列时, 𝛿1(𝑘)<𝛿2(𝑘)

⇔ 𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇔ 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘)成立. 2
定定定理理理 2 设 𝛿𝑖(𝑘)为强化缓冲算子𝐷𝑖对非负单

调递减序列𝑋的调节度,则有

𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘) ⇔ 𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇔ 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘).

(19)

证证证明明明 1) 先证充分性, 即证 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘) ⇒
𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇒ 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘). 对于单调递减序

列𝑥(𝑛) < 𝑥(𝑘), 根据强化缓冲算子性质, 有𝑥(𝑘) ⩽
𝑥(𝑘)𝑑,所以

𝛿(𝑘) =
𝑥(𝑘)𝑑− 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑛)
. (20)
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如果 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘),则
𝑥(𝑘)𝑑1 − 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑛)
<

𝑥(𝑘)𝑑2 − 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑛)
, (21)

即

𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑2. (22)

下面证明当𝑥(𝑘)𝑑1<𝑥(𝑘)𝑑2时,有 𝜌1(𝑘)>𝜌2(𝑘).

采用反证法.假设当 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘) (𝑘, 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛, 𝑘 > 𝑠)时如下不等式成立:

𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩽ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

, (23)

即
𝑥(𝑛)𝑑1
𝑥(𝑛)𝑑2

⩽ 𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩽ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

. (24)

根据缓冲算子性质,有𝑥(𝑛)𝑑1 = 𝑥(𝑛)𝑑2 = 𝑥(𝑛),故

1 =
𝑥(𝑛)𝑑1
𝑥(𝑛)𝑑2

⩽ 𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩽ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

, (25)

即得出𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑2, 这与式 (22)矛盾, 所以原假

设 (23)不成立,故存在
𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

>
𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

. (26)

根据文献 [8]可知: 强化缓冲算子𝐷1的光滑性

比𝐷2好;且根据引理 1,可得 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘).

2)再证必要性, 即证 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘) ⇒ 𝑥(𝑘)𝑑1 <

𝑥(𝑘)𝑑2 ⇒ 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘).

根据引理 1,如果 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘),则𝐷1的光滑性

比𝐷2好;又根据文献 [8],可以得到

1 =
𝑥(𝑛)𝑑1
𝑥(𝑛)𝑑2

⩾ 𝑥(𝑘)𝑑1
𝑥(𝑘)𝑑2

⩾ 𝑥(𝑠)𝑑1
𝑥(𝑠)𝑑2

, (27)

所以 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘) ⇒ 𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑2成立. 又因为

𝑥(𝑘)𝑑 ⩾ 𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘) > 𝑥(𝑛),所以由

𝛿1(𝑘) =
𝑥(𝑘)𝑑1 − 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑛)
, (28)

𝛿2(𝑘) =
𝑥(𝑘)𝑑2 − 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑛)
(29)

可以推出𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇒ 𝛿1(𝑘) < 𝛿2(𝑘).

综上可知: 当𝑋为单调递减序列时, 𝛿1(𝑘) <

𝛿2(𝑘) ⇔ 𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇔ 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘)成立. 2
2.2 弱弱弱化化化缓缓缓冲冲冲算算算子子子调调调节节节度度度、、、光光光滑滑滑比比比和和和光光光滑滑滑度度度的的的关关关系系系

定定定理理理 3 设 𝛿𝑖(𝑘)为弱化缓冲算子𝐷𝑖对非负单

调递增序列𝑋的调节度,则有

𝛿1(𝑘) > 𝛿2(𝑘) ⇔ 𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇔ 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘).

(30)

证证证明明明 对于非负单调递增序列𝑥(𝑘) < 𝑥(𝑛), 弱

化缓冲算子𝐷𝑖具有𝑥(𝑘)𝑑𝑖 ⩾ 𝑥(𝑘), 仿照定理 1的证

明过程即可得到结论,详细证明过程略. 2
定定定理理理 4 设 𝛿𝑖(𝑘)为弱化缓冲算子𝐷𝑖对非负单

调递减序列𝑋的调节度,则有

𝛿1(𝑘) > 𝛿2(𝑘) ⇔ 𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑2 ⇔ 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘).

(31)

证证证明明明 对于非负单调递减序列𝑥(𝑛) < 𝑥(𝑘), 弱

化缓冲算子𝐷𝑖具有𝑥(𝑘)𝑑𝑖 ⩽ 𝑥(𝑘), 仿照定理 1的证

明过程即可得到结论,详细证明过程略. 2
根据定理 1∼定理 4,不难得到以下推论.

推推推论论论 1 缓冲算子 (不管是强化缓冲算子还是

弱化缓冲算子)𝐷1的光滑度比𝐷2好的充要条件是:

1)当𝑋为单调递增序列时, 𝑥(𝑘)𝑑1 > 𝑥(𝑘)𝑑1,或

光滑比 𝜌1(𝑘) < 𝜌2(𝑘);

2)当𝑋为单调递减序列时, 𝑥(𝑘)𝑑1 < 𝑥(𝑘)𝑑1,或

光滑比 𝜌1(𝑘) > 𝜌2(𝑘).

3 若若若干干干缓缓缓冲冲冲算算算子子子调调调节节节度度度与与与光光光滑滑滑度度度比比比较较较

3.1 若若若干干干强强强化化化缓缓缓冲冲冲算算算子子子调调调节节节度度度与与与光光光滑滑滑度度度比比比较较较

定定定理理理 5 设𝑋=(𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为非负数
据序列,各时点权重向量为𝜔=[𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛], 𝜔𝑘 ⩾
0, 𝜔𝑛 ∕=0.记强化缓冲算子为𝐷𝑖, 𝑖=1, 2, 3, 4,其中: 𝐷1

为平均强化缓冲算子 (ASBO)

𝑥(𝑘)𝑑1 = (𝑛− 𝑘 + 1)𝑥2(𝑘)
/ 𝑛∑

𝑖=𝑘

𝑥(𝑖);

𝐷2为加权平均强化缓冲算子 (WASBO)

𝑥(𝑘)𝑑2 =

𝑛∑
𝑖=𝑘

𝜔𝑖𝑥
2(𝑘)

/ 𝑛∑
𝑖=𝑘

𝜔𝑖𝑥(𝑖);

𝐷3为几何平均强化缓冲算子 (GASBO)

𝑥(𝑘)𝑑3 = 𝑥2(𝑘)
/[ 𝑛∏

𝑖=𝑘

𝑥(𝑖)
] 1

𝑛−𝑘+1

;

𝐷4为加权几何平均强化缓冲算子 (WGASBO)

𝑥(𝑘)𝑑4 = 𝑥2(𝑘)
/[ 𝑛∏

𝑖=𝑘

𝑥𝜔𝑖(𝑖)
]1/ 𝑛∑

𝑖=𝑘

𝜔𝑖

.

1)如果𝑋为单调递增序列,则有

𝛿2(𝑘) ⩾ 𝛿1(𝑘) ⩾ 𝛿3(𝑘),

𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘).

即𝑋𝐷𝑖按调节度大小依次排序为𝑋𝐷2-𝑋𝐷1-𝑋𝐷3,

序列𝑋𝐷2调节度最大, 𝑋𝐷3最小; 𝑋𝐷𝑖按光滑性优

劣依次排序为𝑋𝐷3-𝑋𝐷1-𝑋𝐷2, 序列𝑋𝐷3光滑性最

好, 𝑋𝐷2最差.

2)如果𝑋为单调递减序列,则有

𝛿1(𝑘) ⩽ 𝛿2(𝑘) ⩽ 𝛿3(𝑘) ⩽ 𝛿4(𝑘),

𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘) ⩾ 𝜌4(𝑘).

即𝑋𝐷𝑖按调节度大小依次排序为𝑋𝐷4-𝑋𝐷3-𝑋𝐷2-

𝑋𝐷1,序列𝑋𝐷4调节度最大, 𝑋𝐷1最小;光滑性优劣

依次排序为𝑋𝐷1-𝑋𝐷2-𝑋𝐷3-𝑋𝐷4,序列𝑋𝐷1光滑性

最好, 𝑋𝐷4最差.
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证证证明明明 1) 𝑋为单调递增序列. 由文献 [9]可知

𝑥(𝑘)𝑑2 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑1 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑3,

有 𝛿2(𝑘) ⩾ 𝛿1(𝑘) ⩾ 𝛿3(𝑘). 根据定理 2及推论,可得到

𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘),

所以有序列光滑性𝑋𝐷3最好, 𝑋𝐷2最差.

2) 𝑋为单调递减序列. 由文献 [9]可知

𝑥(𝑘)𝑑1 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑2 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑3 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑4,

有 𝛿1(𝑘) ⩽ 𝛿2(𝑘) ⩽ 𝛿3(𝑘) ⩽ 𝛿4(𝑘). 根据定理 3及推论,

可得到

𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘) ⩾ 𝜌4(𝑘),

所以序列𝑋𝐷1光滑性最好, 𝑋𝐷4最差. 2
3.2 若若若干干干弱弱弱化化化缓缓缓冲冲冲算算算子子子调调调节节节度度度与与与光光光滑滑滑度度度比比比较较较

定定定理理理 6 设𝑋=(𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为非负数
据序列,各时点权重向量为𝜔=[𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛], 𝜔𝑘 ⩾
0, 𝜔𝑛 ∕=0.记强化缓冲算子为𝐷𝑖, 𝑖=1, 2, 3, 4,其中: 𝐷1

为平均弱化缓冲算子 (AWBO)

𝑥(𝑘)𝑑1 =

𝑛∑
𝑖=𝑘

𝑥(𝑖)
/
(𝑛− 𝑘 + 1);

𝐷2为加权平均弱化缓冲算子 (WAWBO)

𝑥(𝑘)𝑑2 =

𝑛∑
𝑖=𝑘

𝜔𝑖𝑥(𝑖)
/ 𝑛∑

𝑖=𝑘

𝜔𝑖;

𝐷3为几何平均弱化缓冲算子 (GAWBO)

𝑥(𝑘)𝑑3 =
[ 𝑛∏
𝑖=𝑘

𝑥(𝑖)
] 1

𝑛−𝑘+1

;

𝐷4为加权几何平均强化缓冲算子 (WGAWBO)

𝑥(𝑘)𝑑4 =
[ 𝑛∏
𝑖=𝑘

𝑥𝜔𝑖(𝑖)
]1/ 𝑛∑

𝑖=𝑘

𝜔𝑖

.

1)如果𝑋为单调递增序列,则有

𝛿3(𝑘)⩽𝛿1(𝑘) ⩽ 𝛿2(𝑘),

𝜌3(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘).

2)如果𝑋为单调递减序列,则有

𝛿4(𝑘) ⩾ 𝛿3(𝑘) ⩾ 𝛿2(𝑘) ⩾ 𝛿1(𝑘),

𝜌4(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘).

证证证明明明 1) 𝑋为单调递增序列.由文献 [9]可知

𝑥(𝑘)𝑑3 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑1 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑2,

有 𝛿3(𝑘) ⩽ 𝛿1(𝑘) ⩽ 𝛿2(𝑘). 根据定理 4及推论,可得到

𝜌3(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘),

所以有序列光滑性𝑋𝐷2最好, 𝑋𝐷1次之, 𝑋𝐷3最差.

2) 𝑋为单调递减序列. 由文献 [9]可知

𝑥(𝑘)𝑑4 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑3 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑2 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑1,

有 𝛿4(𝑘) ⩾ 𝛿3(𝑘) ⩾ 𝛿2(𝑘) ⩾ 𝛿1(𝑘). 根据定理 5及推论,

可得到

𝜌4(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘). 2

4 实实实例例例分分分析析析

例例例 1 某企业开发的一种新产品, 它的 1∼7月

月销售额的原始数据为𝑋 = (60.8, 62.6, 65.7, 70.4,

77.4, 86.7, 96.8)(单位: 万元).计算各月的销售额增长

率,可以知道原始序列数据前半部分增长较慢, 后半

部分增长较快. 现以 1∼ 6月销售额作为原始数据建

立缓冲序列,分别应用本文定理 5的平均强化缓冲算

子𝐷1、加权平均强化缓冲算子𝐷2和几何平均强化缓

冲算子𝐷3对原始序列进行平滑,得到

𝑋𝐷1 = (52.36, 54.01, 57.51, 63.40, 73.01, 86.70),

𝑋𝐷2 = (49.39, 51.87, 56.06, 62.54, 72.64, 86.70),

𝑋𝐷3 = (52.77, 54.38, 57.83, 63.64, 73.13, 86.70).

由此可知𝑥(𝑘)𝑑2⩽𝑥(𝑘)𝑑1⩽𝑥(𝑘)𝑑3. 𝑋𝐷1, 𝑋𝐷2, 𝑋𝐷3

在各点的光滑比如表 1所示, 调节度如表 2所示.

从表 1和表 2可以看出, 𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘), 𝛿2(𝑘)

⩾ 𝛿1(𝑘) ⩾ 𝛿3(𝑘), 这与定理 2的结论完全一致. 即当

𝑥(𝑘)𝑑2 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑1 ⩽ 𝑥(𝑘)𝑑3时, 可得 𝛿2(𝑘) ⩾ 𝛿1(𝑘) ⩾
𝛿3(𝑘), 𝜌2(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌3(𝑘)成立.

表 1 3种强化序列光滑性比较

光滑比
序列

𝑘 = 2 𝑘 = 3 𝑘 = 4 𝑘 = 5 𝑘 = 6

𝑋𝐷1 1.032 0.541 0.387 0.321 0.289

𝑋𝐷2 1.050 0.554 0.398 0.330 0.296

𝑋𝐷3 1.031 0.540 0.386 0.320 0.287

表 2 3种强化序列调节度比较

调节度
序列

𝑘 = 1 𝑘 = 2 𝑘 = 3 𝑘 = 4 𝑘 = 5

𝑋𝐷1 0.326 0.356 0.390 0.429 0.472

𝑋𝐷2 0.441 0.445 0.459 0.482 0.512

𝑋𝐷3 0.310 0.341 0.375 0.415 0.459

例例例 2 某市 1997∼ 2004年工业总产值的原始数

据序列为𝑋 = (187.85, 303.79, 394.13, 498.27, 580.43,

640.21, 702.34, 708.86)(单位: 亿元). 计算各年工业总

产值增长率,可以知道原始序列数据前半部分增长较

快, 后半部分增长较慢. 用 1997∼2003年数据作为原

始数据建立缓冲序列,分别应用本文定理 6的平均弱

化缓冲算子𝐷1、加权平均弱化缓冲算子𝐷2和几何平

均弱化缓冲算子𝐷3对原始序列进行平滑,得到

𝑋𝐷1 =(564.89, 598.50, 625.82, 650.74,

670.46, 686.45, 702.34),

𝑋𝐷2 =(620.14, 629.65, 643.07, 659.02,

674.01, 687.67, 702.34),

𝑋𝐷3 =(552.44, 592.42, 622.65, 649.43,

669.95, 686.26, 702.34).

由此可知𝑥(𝑘)𝑑2⩾𝑥(𝑘)𝑑1⩾𝑥(𝑘)𝑑3.
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𝑋𝐷1,𝑋𝐷2,𝑋𝐷3在各点光滑比如表 3所示, 调

节度如表 4所示. 从表 3和表 4可以看出, 𝜌3(𝑘) ⩾
𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘), 𝛿2(𝑘) ⩾ 𝛿1(𝑘) ⩾ 𝛿3(𝑘), 这与定理 3的

结论完全一致.即当𝑥(𝑘)𝑑2 ⩾ 𝑥(𝑘)𝑑1 ⩾ 𝑥(𝑘)𝑑3时,可

得 𝛿2(𝑘) ⩾ 𝛿1(𝑘) ⩾ 𝛿3(𝑘), 𝜌3(𝑘) ⩾ 𝜌1(𝑘) ⩾ 𝜌2(𝑘)成立.

表 3 3种弱化序列光滑性比较

光滑比
序列

𝑘 = 2 𝑘 = 3 𝑘 = 4 𝑘 = 5 𝑘 = 6 𝑘 = 7

𝑋𝐷1 1.060 0.538 0.364 0.275 0.185 0.185

𝑋𝐷2 1.015 0.515 0.348 0.264 0.213 0.180

𝑋𝐷3 1.072 0.541 0.367 0.277 0.186 0.186

表 4 3种弱化序列调节度比较

调节度
序列

𝑘 = 1 𝑘 = 2 𝑘 = 3 𝑘 = 4 𝑘 = 5 𝑘 = 6

𝑋𝐷1 0.733 0.739 0.752 0.747 0.738 0.744

𝑋𝐷2 0.840 0.818 0.808 0.788 0.768 0.764

𝑋𝐷3 0.709 0.724 0.741 0.741 0.734 0.741

5 结结结 论论论

缓冲算子在灰色系统建模中发挥重要作用,不同

强度的缓冲算子对光滑度的影响也不尽相同.本文从

理论上严格证明了不同强化缓冲算子和弱化算子的

调节度与光滑比和光滑度的关系,为在实践中选择不

同调节度和不同光滑度的缓冲算子提供了理论依据.
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