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摘 要: 研究带有多时变时滞的二阶多智能体系统在切换拓扑下的平均一致性问题. 利用模型变换的方法和

Lyapunov-Krasovskii理论,以线性矩阵不等式 (LMIs)的形式给出了多智能体系统达到平均一致性的充分条件,其通

讯拓扑图为联合连通的. 仿真结果验证了理论分析的正确性.
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Abstract：：：Average consensus of second-order multi-agent systems with multiple time-varying delays and jointly-connected

topologies is investigated. By employing model transformation method and Lyapunov-Krasovskii approach, some sufficient
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0 引引引 言言言

近些年,多智能体系统的协作控制问题已引起人

们的广泛关注,其中包括空间编队飞行、环境监测以

及智能电网调度等. 在多智能体系统协作控制中,最

重要的一个问题是如何基于邻域的信息设计分布式

的控制协议,使得多智能体系统在出现有限资源、不

可靠的信息交换、通讯拓扑结构变化以及通讯时延等

状况时,系统的某个状态仍然能够达到一致.

许多学者已从各个方面研究了一致性问题,并得

到了许多重要结论[1-8].如: 文献 [3]考虑了 3种情况

下的一致性问题: 1)有向固定拓扑图, 2)有向切换拓

扑图, 3)带有通讯时延的无向固定拓扑图;文献 [7]利

用Lyapunov-based方法和相对空间分解技术研究了

领导跟随一致性问题; 文献 [8]扩展了LaSalle’s不变

集原理,并将其应用于多智能体系统.

在实际应用中,由于有限的传输速度以及信道拥

塞等情况,时滞问题经常出现. 众所周知,时滞的出现

通常使得原本稳定的系统变得不稳定.另外, 由于智

能体不断地运动,智能体间的通讯拓扑也是经常变换

的.文献 [9]讨论了带有时滞的一阶多智能体系统在

切换拓扑结构下的平均一致性问题,但其要求拓扑结

构是时刻保持连通的;文献 [10]也考虑了带有时滞的

一阶多智能体系统在切换拓扑下的平均一致性问题;

文献 [11]研究了二阶多智能体系统带有时滞和联合

连通图下的一致性问题,但其时滞是固定的.

本文将文献 [9]中的结果扩展到带有多时变时滞

的二阶多智能体网络系统,考虑通信拓扑图为联合连

通情况下的平均一致性问题.用模型变换和Lyapunov

-Krasovskii的方法,以线性矩阵不等式 (LMIs)的形式

给出了多智能体系统达到平均一致性的充分条件.每

个LMI对应于一个可能的通讯拓扑图中的某个可能

出现的最大连通子图,与文献 [9]和文献 [10]相比,本

文考虑的是二阶多智能体系统,它与一阶系统具有本

质的区别,一阶系统在Lyapunov意义下是稳定的,而
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二阶系统不是, 这便使得相应的分析难度更大.相较

于文献 [9],本文的计算量要小得多,尤其当智能体的

个数很大时,这是因为本文只要求智能体间的通讯拓

扑图仅仅为联合连通.与文献 [11]相比, 本文考虑的

是时变时滞而非固定时滞, 并给出了时滞变化率相

关/无关的条件.

1 问问问题题题描描描述述述

1.1 代代代数数数图图图论论论

智能体网络拓扑经常用有向图或无向图描述,记

𝒢(𝒱, ℰ ,𝒜)为𝑛个智能体间无向拓扑图,其中𝒱 = {𝑣1,
𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛}为非空有限的节点集合, ℰ ∈ 𝒱2为边集, 𝒜
= [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑛×𝑛为非负加权邻接矩阵. 边 𝑒𝑖𝑗 = (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖)

∈ ℰ代表节点 𝑣𝑗与节点 𝑣𝑖之间相互传递信息,由于拓

扑图为无向的, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ意味着 𝑒𝑗𝑖 ∈ ℰ . 加权邻接矩阵

定义如下: 如果 𝑒𝑖𝑗 ∈ℰ ,则 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 > 0,否则, 𝑎𝑖𝑗 =0.

显然,加权邻接矩阵为对称的非负矩阵. 一般假设节

点与自身没有连通性, 即 𝑎𝑖𝑖 = 0,∀𝑖 ∈ 𝒩 ,𝒩 = {1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}. 如果 (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖)∈ℰ ,则节点 𝑣𝑗被称作节点 𝑣𝑖的邻

居. 𝑁𝑖={𝑗∣(𝑣𝑗 , 𝑣𝑖)∈ℰ}表示节点 𝑣𝑖邻居的集合.定义

入度矩阵为𝒟 = diag{𝑑𝑖} ∈ 𝑅𝑛×𝑛,其中 𝑑𝑖 =
∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗 ,

则Laplacian矩阵𝐿 = 𝒟−𝒜.易知Laplacian矩阵𝐿也

是对称的.路径 𝑣𝑖到 𝑣𝑗是指一系列有序连通边列 (𝑣𝑖,

𝑣𝑖1), (𝑣𝑖1 , 𝑣𝑖2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣𝑖𝑙 , 𝑣𝑗),其中 (𝑣𝑖𝑘 , 𝑣𝑖𝑘+1
)∈ℰ , 𝑘=1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙.如果无向图的任意两个顶点之间存在路径,

则称该无向图是连通的.无向图𝒢的成份是指图中那
些所有连通的最大子图.图 𝐺̄1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺̄𝑚的联合图与

这些图有着同样的节点集𝒱 ,联合图的边集是所有这

些图的边集的并, 记为 𝐺̄1−𝑚. 如果图 𝐺̄1−𝑚为连通

的,则称图 𝐺̄1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺̄𝑚为联合连通的.

引引引理理理 1 [12] 如果无向图𝒢是连通的, 则其

Laplacian矩阵𝐿有如下性质:

1) 0是Laplacian矩阵𝐿的简单特征值,其对应的

特征向量为1𝑛,满足𝐿1𝑛 = 0;

2) Laplacian矩阵𝐿的其他特征值都为正实数.

1.2 网网网络络络动动动态态态

考虑一多智能体系统由𝑛个智能体组成,其动态

方程描述为

𝑥̇𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑣̇𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

其中: 𝑥𝑖 ∈𝑅为位置信息, 𝑣𝑖 ∈𝑅为速度信息, 𝑢𝑖 ∈𝑅

为控制输入.

考虑平均一致性问题,设计如下的一致性协议:

𝑢𝑖 = − 𝑘1𝑣𝑖(𝑡) +
∑

𝑗∈𝑁𝑖(𝑡)

𝑎𝑖𝑗(𝑡)[𝑥𝑗(𝑡− 𝜏𝑖𝑗)−

𝑥𝑖(𝑡− 𝜏𝑖𝑗)], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (2)

其中 𝑘1 > 0为速度反馈增益.

为简化分析,进行如下模型变换.令

𝑣𝑖(𝑡) = 2𝑣𝑖(𝑡)/𝑘1 + 𝑥𝑖(𝑡),

𝜉(𝑡) = [𝑥1(𝑡), 𝑣1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛(𝑡), 𝑣𝑛(𝑡)],

𝐴 =

[
−𝑘1/2 𝑘1/2

𝑘1/2 −𝑘1/2

]
, 𝐵 =

[
0 0

2/𝑘1 0

]
, (3)

则对于协议 (2),网络闭环系统的动态描述为

𝜉(𝑡) = (𝐼𝑛 ⊗𝐴)𝜉(𝑡)−
𝑟∑

𝑘=1

(𝐿𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝜉(𝑡− 𝜏𝑘). (4)

其中: 𝜏𝑘(𝑡)∈ 𝜏𝑖𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝑘=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟, 𝑟⩽𝑛(𝑛−
1)/2. 并有矩阵𝐿𝜎𝑘 = [𝑙𝑘𝑖𝑗 ],定义如下:

𝑙𝑘𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
−𝑎𝑖𝑗 , 𝑗 ∕= 𝑖, 𝜏𝑘(⋅) = 𝜏𝑖𝑗(⋅);
0, 𝑗 ∕= 𝑖, 𝜏𝑘(⋅) ∕= 𝜏𝑖𝑗(⋅);
𝑛∑

𝑗=1

𝑙𝑘𝑖𝑗 , 𝑗 = 𝑖.

因为图𝒢𝜎是无向的,从而可知𝐿𝜎𝑘为对称矩阵,

并有𝐿𝜎𝑘1𝑛 = 0. 因此

1T
{
(𝐼𝑛 ⊗𝐴)𝜉(𝑡)−

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝜉(𝑡− 𝜏𝑘)
}
= 0,

i.e.

𝑛∑
𝑖=1

(𝑥̇𝑖(𝑡) + ˙̄𝑣𝑖(𝑡)) = 0,

这就意味着𝛼 =
( 1

2𝑛

) 𝑛∑
𝑖=1

(𝑥𝑖(𝑡) + 𝑣𝑖(𝑡))是一个不变

量. 令 𝛿(𝑡) = 𝜉(𝑡)− 𝛼1,则系统 (4)可改写为

𝛿̇(𝑡) = (𝐼𝑛 ⊗𝐴)𝛿(𝑡)−
𝑟∑

𝑘=1

(𝐿𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝛿(𝑡− 𝜏𝑘). (5)

显然有
2𝑛∑
𝑖=1

𝛿𝑖(𝑡) = 0, 即若 lim
𝑡→∞

𝛿(𝑡) = 0, 则 lim
𝑡→∞

𝜉(𝑡) =

𝛼1, i.e. lim
𝑡→∞

𝑥𝑖(𝑡)= lim
𝑡→∞

𝑣𝑖(𝑡)=𝛼.换言之, lim
𝑡→∞

𝑥𝑖(𝑡) =( 1

𝑛

) 𝑛∑
𝑖=1

(𝑥𝑖(0)+𝑣𝑖(0)/𝑘1) =
( 1

𝑛

) 𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖(0),且对于任

意的 𝑖∈𝐼 ,有 lim
𝑡→∞

𝑣𝑖(𝑡)=0,即系统达到平均一致性.

下面对时变时滞给出如下假设:

假假假设设设 1 0⩽ 𝜏𝑘(𝑡)⩽ ℎ𝑘, 𝜏𝑘(𝑡)⩽ 𝑑𝑘 < 1, 𝑡⩾ 0, 𝑘=

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟,其中ℎ𝑘 > 0, 𝑑𝑘 ⩾ 0;

假假假设设设 2 0⩽ 𝜏𝑘(𝑡)⩽ℎ𝑘, 𝑡⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟,其

中ℎ𝑘 > 0,即对于 𝜏𝑘的变化率一无所知.

2 主主主要要要结结结果果果

本文考虑带有多时变时滞的多智能体系统在切

换拓扑结构下的稳定性问题. 为分析系统的稳定性,

考虑一组无穷有序的有界连续时间段 [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1), 𝑠=0,

1, ⋅ ⋅ ⋅ ,且 𝑡0=0, 𝑡𝑘+1−𝑡𝑘⩽𝑇1,其中𝑇1为某个大于 0的

常数. 假设每个时间段 [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1)中存在一个非重叠的

子序列 [𝑡𝑠0 , 𝑡𝑠1), ⋅ ⋅ ⋅ , [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1), ⋅ ⋅ ⋅ , [𝑡𝑠𝑚𝑟−1 , 𝑡𝑠𝑚𝑟
), 𝑡𝑠0

= 𝑡𝑠, 𝑡𝑠𝑚𝑟
= 𝑡𝑠+1,满足 𝑡𝑠𝑗+1 − 𝑡𝑠𝑗 ⩾𝑇2, 0⩽ 𝑗⩽𝑚𝑟 − 1.
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其中: 𝑚𝑟为大于 0的整数, 𝑇2 > 0为给定的常数,使得

拓扑结构在时间段 [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1
)不变,记为𝒢𝜎(𝑡).显然在

每个时间间隔 [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1)中至多有 𝑠∗= ⌊𝑇1/𝑇2⌋个子时
间段,其中 ⌊𝑇1/𝑇2⌋表示不超过𝑇1/𝑇2的最大整数.

假设通讯拓扑图𝒢(𝑡)在时间段 [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1)中有

𝑙𝜎 ⩾ 1个连通成分, 相对应的节点集分别为𝜑1
𝑠𝑗 , 𝜑

2
𝑠𝑗 ,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑𝑙𝜎
𝑠𝑗 , 则存在一个变换矩阵𝐷𝜎, 使得𝐷T

𝜎𝐿𝜎𝐷𝜎 =

diag{𝐿1
𝜎, 𝐿

2
𝜎, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿𝑙𝜎

𝜎 },且

𝛿T(𝑡)𝐷𝜎 = [𝛿1𝜎
T
(𝑡), 𝛿2𝜎

T
(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑙𝜎𝜎

T
(𝑡)]. (6)

其中: 矩阵块𝐿𝑖
𝜎 ∈ 𝑹𝑑𝑖

𝜎×𝑑𝑖
𝜎为相应的连通成分所对

应的Laplacian矩阵, 𝑑𝑖𝜎表示相应的节点集𝜑𝑖
𝑠𝑗的个数.

则在每个时间段 [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1)内,系统 (5)都能够被分解

为 𝑙𝜎个子系统,即

𝛿̇𝑖𝜎(𝑡) =(𝐼𝑑𝑖
𝜎
⊗𝐴)𝛿𝑖𝜎(𝑡)−

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝑖
𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝛿𝑖𝜎(𝑡− 𝜏𝑘),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝜎, (7)

其中 𝛿𝑖𝜎(𝑡)=[𝛿𝑖𝜎1
T
(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑖𝜎𝑑𝑖

𝜎

T
(𝑡)]T∈𝑹𝑑𝑖

𝜎 . 易得𝐿𝑖
𝜎𝑘1=

= 0, (𝐿𝑖
𝜎𝑘)

T = 𝐿𝑖
𝜎𝑘,且𝐿𝑖

𝜎 =

𝑟∑
𝑘=1

𝐿𝑖
𝜎𝑘.

在给出主要结果之前,先给出以下引理.

引引引理理理 2 [9] 假设拓扑图𝒢是强连通且平衡的, 𝐿

为其Laplacian矩阵,则有

𝐸T(𝐿+ 𝐿T)𝐸 > 0.

其中: 𝐸 =

[
𝐼𝑛−1

𝐸0

]
, 𝐸0 = (−1,−1, ⋅ ⋅ ⋅ ,−1).

引引引理理理 3 令Ψ 𝑖
𝜎=(𝐼𝑑𝑖

𝜎
⊗𝐴)−𝐿𝑖

𝜎⊗𝐵,其中𝐴和𝐵

如式 (3)中所定义,且满足 𝑘21 ⩾ 4 𝑑max, 𝑑max表示所有

可能的Laplacian矩阵𝐿𝜎对角线上的最大值,则−Ψ 𝑖
𝜎

是一个Laplacian矩阵且与矩阵𝐿𝑖
𝜎 = [𝑙𝑖𝑗 ]具有相同的

结构.

证证证明明明 直接计算,得

−Ψ 𝑖
𝜎 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑘1
2

−𝑘1
2

⋅ ⋅ ⋅ 0 0

−𝑘1
2

+
2

𝑘1
𝑙11

𝑘1
2

⋅ ⋅ ⋅ 2

𝑘1
𝑙1𝑑𝑖

𝜎
0

...
...

. . .
...

...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑘1
2

−𝑘1
2

2

𝑘1
𝑙𝑑𝑖

𝜎1
0 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑘1

2
+

2

𝑘1
𝑙𝑑𝑖

𝜎𝑑
𝑖
𝜎

𝑘1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

易得Ψ 𝑖
𝜎1= 1TΨ 𝑖

𝜎 = 0. 又因为 𝑘21 ⩾ 4 𝑑max, 所以−𝑘1
2

+
2

𝑘1
𝑙𝑖𝑖 ⩽ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑖𝜎,即矩阵−Ψ 𝑖

𝜎的非对角线

元素为非正,从而知−Ψ 𝑖
𝜎为Laplacian矩阵.不难看出,

Laplacian矩阵−Ψ 𝑖
𝜎的拓扑图𝒢𝜎实际上是Laplacian

矩阵𝐿𝑖
𝜎拓扑图𝒢𝜎的拓展: 将𝒢𝜎中的每个节点增加

一个节点,并通过两条有向边使得这两个节点相互连

接. 因此,新得到的图与原来的图有相同的结构.

注注注 1 矩阵−Ψ 𝑖
𝜎的拓扑图并不是对称的, 因为

增加的节点与原节点之间是用两条有向边连接的,且

其连接的权重不一定相等.

引引引理理理 4 (Schur补)[13] 对于给定的对称矩阵𝑆 =

𝑆T =

[
𝑆11 𝑆12

∗ 𝑆22

]
,以下 3个条件等价:

1) 𝑆 < 0;

2) 𝑆11 < 0, 𝑆22 − 𝑆T
12𝑆

−1
11 𝑆12 < 0;

3) 𝑆22 < 0, 𝑆11 − 𝑆12𝑆
−1
22 𝑆T

12 < 0.

引引引理理理 5 [9] 对于任意的实微分向量函数𝑥(𝑡) ∈
𝑅、常数矩阵 0 < 𝑊 = 𝑊 𝑡 ∈ 𝑅𝑛×𝑛以及 0 ⩽ 𝜏𝑘(𝑡) ⩽
ℎ𝑘,有下列不等式成立:

ℎ−1
𝑘 [𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝜏𝑘(𝑡))]

T𝑊 [𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝜏𝑘(𝑡))] ⩽w 𝑡

𝑡−𝜏𝑘(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑊𝑥̇(𝑠)d𝑠, 𝑡 ⩾ 0. (8)

下面给出本文的主要定理.

定定定理理理 1 考虑由动态方程 (1)和 (2)所描述带有

时变时滞的网络系统满足假设 1,其网络拓扑图在时

间段 [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1)内满足联合连通.如果对于某个给定的

时滞 0 ⩽ 𝑑𝑘 < 1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟, 都存在合适的𝛼, 𝛽,

𝛾,使得在每个时间段 [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1)内都满足如下矩阵不

等式:

Φ𝑖
𝜎 =

⎡⎢⎣ Φ11 Φ12 Φ13

∗ Φ22 Φ23

∗ ∗ Φ33

⎤⎥⎦ < 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝜎. (9)

其中

Φ11 = 𝐸T
(
𝛼Ψ 𝑖

𝜎 + 𝛼Ψ 𝑖
𝜎

T
+ 𝛽

𝑟∑
𝑘=1

𝑑𝑘𝐼
)
𝐸,

Ψ 𝑖
𝜎 = (𝐼𝑑𝑖

𝜎
⊗𝐴)− 𝐿𝑖

𝜎 ⊗𝐵,

Φ12 = [𝐸T(𝛼(𝐿𝑖
𝜎1 ⊗𝐵) + 𝛽(1− 𝑑1)𝐼)𝐸, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐸T(𝛼(𝐿𝑖
𝜎𝑟 ⊗𝐵) + 𝛽(1− 𝑑𝑟)𝐼)𝐸],

Φ13 = 𝐸TΨ 𝑖
𝜎

T
,

Φ22 = diag
{
− 𝐸T

( 𝛾

ℎ1
𝐼 + 𝛽(1− 𝑑1)𝐼

)
𝐸, ⋅ ⋅ ⋅ ,

− 𝐸T
( 𝛾

ℎ𝑟
𝐼 + 𝛽(1− 𝑑𝑟)𝐼

)
𝐸
}
,

Φ23 = [(𝐿𝑖
𝜎1 ⊗𝐵)𝐸 ⋅ ⋅ ⋅ (𝐿𝑖

𝜎𝑟 ⊗𝐵)𝐸]T,

Φ33 = −
(
𝛾

𝑟∑
𝑘=1

ℎ𝑘

)−1

.

则一致性协议 (2)可解决平均一致性问题.

证证证明明明 首先证明不等式 (9)在定理 1的假设条件

下,对于任意的 0 ⩽ 𝑑𝑘 < 1都是可行的. 将不等式 (9)

改写为
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𝐸TΨ̄ 𝑖
𝜎𝐸 𝛼𝐸T(𝐿𝑖

𝜎1 ⊗𝐵)𝐸 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝐸T(𝐿𝑖
𝜎𝑟 ⊗𝐵)𝐸

∗ − 𝛾

ℎ1
𝐸T𝐸 0 0

∗ ∗ . . . 0

∗ ∗ ∗ − 𝛾

ℎ𝑟
𝐸T𝐸

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

𝛽

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑟∑
𝑘=1

𝑑𝑘𝐸
T𝐸 (1− 𝑑1)𝐸

T𝐸 ⋅ ⋅ ⋅ (1− 𝑑𝑟)𝐸
T𝐸

∗ (𝑑1 − 1)𝐸T𝐸 0 0

∗ ∗ . . . 0

∗ ∗ ∗ (𝑑𝑟 − 1)𝐸T𝐸

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

𝛾

𝑟∑
𝑘=1

ℎ𝑘𝐹
T𝐹 < 0. (10)

其中: 𝐹T = [Ψ 𝑖
𝜎𝐸 (𝐿𝑖

𝜎1 ⊗𝐵)𝐸 ⋅ ⋅ ⋅ (𝐿𝑖
𝜎𝑟 ⊗𝐵)𝐸]T,

Ψ̄ 𝑖
𝜎=𝛼(Ψ 𝑖

𝜎+Ψ 𝑖
𝜎
T
).选取合适的𝛼, 𝛽, 𝛾以及足够小ℎ𝑘,

则不等式 (10)成立当且仅当𝐸T(Ψ 𝑖
𝜎
T
+Ψ 𝑖

𝜎)𝐸 < 0. 由

引理 2和引理 3可知,此不等式显然满足. 因此,对于

任意的 0 ⩽ 𝑑𝑘 < 1, 可以选取合适的𝛼, 𝛽, 𝛾和ℎ𝑘, 使

得不等式 (10)总是可行的.

下面证明系统 (4)在假设 1下达到平均一致性.

定义如下的Lyapunov-Krasovskii方程:

𝑉 (𝑡) =

𝛼𝛿T(𝑡)𝛿(𝑡) + 𝛽

𝑟∑
𝑘=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑘(𝑡)
𝛿T(𝑠)𝛿(𝑠)d𝑠+

𝛾

𝑟∑
𝑘=1

w 0

−𝜏𝑘(𝑡)

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝛿̇T(𝑠)𝛿̇(𝑠)d𝑠d𝜃.

由式 (6)可知, 𝑉 (𝑡)可以改写为

𝑉 (𝑡) =

𝑙𝜎∑
𝑖=1

{
𝛼𝛿𝑖𝜎

T
(𝑡)𝛿𝑖𝜎(𝑡) + 𝛽

𝑟∑
𝑘=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑘(𝑡)
𝛿𝑖𝜎

T
(𝑠)𝛿𝑖𝜎(𝑠)d𝑠+

𝛾

𝑟∑
𝑘=1

w 0

−𝜏𝑘(𝑡)

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝛿̇𝑖

T

𝜎 (𝑠)𝛿̇𝑖𝜎(𝑠)d𝑠d𝜃
}
.

令 𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡) = 𝛿𝑖𝜎(𝑡)− 𝛿𝑖𝜎(𝑡− 𝜏𝑘),则系统 (7)可改写为

𝛿̇𝑖𝜎(𝑡) = [(𝐼𝑑𝑖
𝜎
⊗𝐴)− 𝐿𝑖

𝜎 ⊗𝐵]𝛿𝑖𝜎(𝑡)+

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝑖
𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡) =

Ψ 𝑖
𝜎𝛿

𝑖
𝜎(𝑡) +

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝑖
𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡). (11)

由式 (11)计算 𝑉̇ (𝑡),得

𝑉̇ (𝑡) =

𝑙𝜎∑
𝑖=1

{
𝛿𝑖𝜎

T
(𝑡)(Ψ̄ 𝑖

𝜎)𝛿
𝑖
𝜎(𝑡) + 𝛽

𝑟∑
𝑘=1

𝛿𝑖𝜎
T
(𝑡)𝛿𝑖𝜎(𝑡)+

2𝛼𝛿𝑖𝜎
T
(𝑡)

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝑖
𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡)+

𝛽

𝑟∑
𝑘=1

(𝑑𝑘 − 1)𝛿𝑖𝜎
T
(𝑡− 𝜏𝑘)𝛿

𝑖
𝜎(𝑡− 𝜏𝑘)+

𝛾

𝑟∑
𝑘=1

𝜏𝑘 𝛿̇
𝑖T

𝜎 (𝑡)𝛿̇𝑖𝜎(𝑡)−

𝛾

𝑟∑
𝑘=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑘(𝑡)
𝛿̇𝑖

T

𝜎 (𝑠)𝛿̇𝑖𝜎(𝑠)d𝑠
}
⩽

𝑙𝜎∑
𝑖=1

{
𝛿𝑖𝜎

T
(𝑡)

(
Ψ̄ 𝑖

𝜎 + 𝛽

𝑟∑
𝑘=1

𝑑𝑘𝐼
)
𝛿𝑖𝜎(𝑡)+

2𝛿𝑖𝜎
T
(𝑡)

[
𝛼

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝑖
𝜎𝑘 ⊗𝐵)− 𝛽

𝑟∑
𝑖=1

(𝑑𝑘 − 1)𝐼
]
𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡)+

𝛾

𝑟∑
𝑘=1

ℎ𝑘

[
Ψ 𝑖

𝜎𝛿
𝑖
𝜎(𝑡) +

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝑖
𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡)

]T
×

[
Ψ 𝑖

𝜎𝛿
𝑖
𝜎(𝑡) +

𝑟∑
𝑘=1

(𝐿𝑖
𝜎𝑘 ⊗𝐵)𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡)

]
−

𝑟∑
𝑘=1

(𝛾/ℎ𝑘 + 𝛽(1− 𝑑𝑘))𝜂
𝑖
𝜎𝑘

T
(𝑡)𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡)

}
=

𝑙𝜎∑
𝑖=1

𝑦T𝑖 (𝑡)Φ̃
𝑖
𝜎𝑦𝑖(𝑡). (12)

其中

𝑦T𝑖 (𝑡) = [𝛿𝑖𝜎
T
(𝑡), 𝜂𝑖𝜎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑖𝜎𝑟],

Φ̃𝑖
𝜎 =

[
Φ̃11 Φ̃12

Φ̃T
12 Φ̃22

]
+ 𝛾

𝑟∑
𝑘=1

ℎ𝑘𝐹
T𝐹,

Φ̃11 = 𝛼(Ψ 𝑖
𝜎 +Ψ 𝑖

𝜎

T
) + 𝛽

𝑟∑
𝑘=1

𝑑𝑘𝐼,

Φ̃12 = [𝛼(𝐿𝑖
𝜎1 ⊗𝐵) + 𝛽(1− 𝑑1)𝐼, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝛼(𝐿𝑖
𝜎𝑟 ⊗𝐵) + 𝛽(1− 𝑑𝑟)𝐼],

Φ̃22 = diag
{
− 𝛾

ℎ1
𝐼 − 𝛽(1− 𝑑1)𝐼, ⋅ ⋅ ⋅ ,

− 𝛾

ℎ𝑟
𝐼 − 𝛽(1− 𝑑𝑟)𝐼

}
,

𝐹T = [Ψ 𝑖
𝜎 𝐿𝑖

𝜎1 ⊗𝐵 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐿𝑖
𝜎𝑟 ⊗𝐵]T.

由于1T𝛿𝑖𝜎 ≡ 0, 记 𝛿𝑖𝜎 = 𝐸𝛿𝑖𝜎, 其中𝐸 ∈ 𝑅2𝑑𝑖
𝜎×(2𝑑𝑖

𝜎−1)

如引理 2中所示. 因此,由式 (12)可知

𝑉̇ ⩽
𝑙𝜎∑
𝑖=1

𝑦T𝑖 (𝑡)𝑊
TΦ̃𝑖

𝜎𝑊𝑦𝑖(𝑡). (13)

其中

𝑦T𝑖 (𝑡) = [𝛿𝑖
T

𝜎 (𝑡), 𝜂𝑖𝜎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑖𝜎𝑟];
𝜂𝑖𝜎𝑘(𝑡) = 𝛿𝑖𝜎(𝑡)− 𝛿𝑖𝜎(𝑡− 𝜏𝑘) 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟;
𝑊 = diag{𝐸, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸} ∈ 𝑹2𝑑𝑖

𝜎(1+𝑟).

由引理 4知, 式 (9)成立意味着𝑊TΦ̃𝑖
𝜎𝑊 < 0. 因此,

存在正常数 𝛽𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑖𝜎, 𝛽 = min{𝛽𝑖}, 使得下

式成立:

𝑉̇ ⩽ −
𝑙𝜎∑
𝑖=1

𝛽𝑖∥𝛿𝑖𝜎(𝑡)∥ ⩽ −𝛽∥𝛿𝜎(𝑡)∥ ⩽ −𝛽

𝑛
∥𝛿𝜎(𝑡)∥.
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则由文献 [14]中的定理 2.1可知,系统 (7)是渐近稳定

的,即

lim
𝑡→∞

𝛿𝑖𝜎(𝑡) = lim
𝑡→∞

∥∥∥𝜉𝑖𝜎(𝑡)− 1

𝑑𝑖𝜎
1T
𝑑𝑖
𝜎

𝑑𝑖
𝜎∑

𝑖=1

𝜉𝑖𝜎𝑘

∥∥∥ = 0,

其中 𝜉𝑖𝜎(𝑡)对应于 𝛿𝑖𝜎(𝑡),从而易知,
1

𝑑𝑖𝜎
1T
𝑑𝑖
𝜎

𝑑𝑖
𝜎∑

𝑖=1

𝜉𝑖𝜎𝑘在时

间段 [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1)内为一个不变量. 又因为系统 (7)的解

是绝对连续的,且状态 𝜉𝑖𝜎(𝑡)也是连续的,所以当 𝑡𝑠𝑗 →
∞时, 如果系统的拓扑图在该连续时间段 [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1)

和 [𝑡𝑠𝑗+1 , 𝑡𝑠𝑗+2)内都是联合连通的, 系统的所有状态

都将趋于其初始状态的平均值.依此类推,当 𝑡 → ∞
时,由于系统的拓扑图在每个时间段 [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1)内联合

连通,系统的所有状态都趋于系统的初始状态的平均

值. 2
当 𝑑𝑘 ⩾ 1或 𝜏𝑘的变化率未知时,有如下推论.

推推推论论论 1 考虑由动态方程 (1)和 (2)描述的带有

时变时滞的网络系统满足假设 2,其网络拓扑图在时

间段 [𝑡𝑠, 𝑡𝑠+1)内满足联合连通.若对于任何给定时滞

ℎ𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟,都存在合适的𝛼, 𝛽, 𝛾,使得在

每个时间段 [𝑡𝑠𝑗 , 𝑡𝑠𝑗+1)内都满足如下矩阵不等式:

Ω 𝑖
𝜎 =

⎡⎢⎣ Ω11 Ω12 Ω13

∗ Ω22 Ω23

∗ ∗ Ω33

⎤⎥⎦ < 0. (14)

其中

Ω11 = 𝛼𝐸T(Ψ 𝑖
𝜎 +Ψ 𝑖

𝜎

T
)𝐸,

Ω12 = [𝛼𝐸T(𝐿𝑖
𝜎1 ⊗𝐵)𝐸, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐸T(𝐿𝑖

𝜎𝑟 ⊗𝐵)𝐸],

Ω13 = Φ13,

Ω22 = diag
{
− 𝛾

ℎ1
𝐸T𝐸, ⋅ ⋅ ⋅ ,− 𝛾

ℎ𝑟
𝐸T𝐸

}
,

Ω23 = Φ23, Ω33 = Φ33.

则一致性协议 (2)可解决平均一致性问题.

证证证明明明 构造如下的Lyapunov-Krasovskii方程:

𝑉 (𝑡) = 𝛼𝛿T(𝑡)𝛿(𝑡) + 𝛾

𝑟∑
𝑘=1

w 0

−𝜏𝑘

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝛿̇T(𝑠)𝛿̇(𝑠)d𝑠d𝜃,

其他部分的证明与定理 1的证明类似,此略. 2
注注注 2 本文讨论的是二阶多智能体系统在拓扑

为联合连通拓扑图下的一致性, 与文献 [9-10]相比,

本文讨论了二阶系统.另外,相比文献 [9]中的时刻保

持连通,本文只要求其通讯拓扑为联合连通,这在实

际应用中更容易实现.与文献 [11]相比, 本文讨论的

是多时变时滞,文献 [11]只是本文的一种特殊情况.

注注注 3 定理 1和推论 1中的条件都是以LMIs的

形式给出的,每个LMI都对应于一个可能的连通成分

和时滞. 然而, 有些成分有相同的结构和时滞, 因此,

只需计算那些不同成分与时滞所对应的LMIs, 这也

在很大程度上降低了计算量.

3 仿仿仿真真真实实实验验验

下面用Matlab仿真实验来验证理论方案的有效

性和正确性. 考虑一个由 6个智能体组成的网络系统,

其通讯拓扑图为切换的,如图 1所示. 图 1中的所有拓

扑图都是非连通的并假设其边的权重都为 1. 通讯拓

扑图每 0.1 s切换一次, 其拓扑图的变换顺序为𝐺1 →
𝐺2→𝐺3→𝐺4→𝐺1 ⋅ ⋅ ⋅ . 假设智能体位置的初始状态

为 [−2,−5, 2,−1, 3,−3]. 假设边 (1, 2), (1, 6), (2, 3), (3,

4), (4, 5)以及 (5, 6)所对应的时滞分别为 0.4 s, 0.4 s,

0.3 s, 0.4 s, 0.2 s, 0.3 s. 选取 𝑘1 = 2,当 𝑑 = 0时,不等式

(9)的一个可行解为𝛼=0.944 5, 𝛽=0.623 7, 𝛾 = 1.图

2和图 3分别给出了所有智能体位置和速度的变化轨

迹.由图 2和图 3可看出,智能体渐近达到平均一致.
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图 1 智能体的网络拓扑
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图 2 智能体的位置运动轨迹
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图 3 智能体的速度运动轨迹

综上易知, 本仿真实例选取的最大时滞为 0.4 s

时,系统仍能达到一致,而文献 [9]中的例 1计算得到

的最大允许时滞为 0.353 s.

4 结结结 论论论

本文研究了带有多时变时滞的二阶多智能体

网络系统在其通讯网络拓扑图为联合连通情况下
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的平均一致性问题. 首先, 利用模型变换的方法和

Lyapunov-Krasovskii理论, 以LMIs的形式分别给出

了时滞相关/时滞变化率范围相关与时滞相关/时滞变

化率无关两种情况下,多智能体系统达到平均一致性

的充分条件.最后通过仿真实例验证了理论分析的正

确性和有效性.
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