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摘 要: 针对一类不确定非仿射非线性系统的跟踪控制问题, 提出一种鲁棒Backstepping控制策略. 首先, 为利用仿

射非线性方法设计控制器, 给出一种适用于全局的非仿射非线性近似方法; 然后, 设计快速收敛非线性微分器以估计

复合干扰和获取虚拟信号的微分, 进而给出不确定非仿射非线性系统的复合控制器, 其中鲁棒项和阻尼项分别用于

减少逼近误差和近似方法中动态误差对系统跟踪的影响; 最后, 通过仿真实验验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: A robust Backstepping control strategy is proposed for a class of uncertain nonaffine nonlinear systems. Firstly,

a global approximation method is given for uncertain nonaffine nonlinear systems, aiming to design the controller by using

affine nonlinear methods. Then, a fast convergence nonlinear differentiator is designed in order to get the differential value

of virtual signal and approximate unknown compound disturbances in the uncertain systems. Furthermove, the composite

controller structure based on the above design is proposed, in which the robust terms and nonlinear damping term can offset

the impact of the approximation errors. Finally, the simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

目前, 非仿射非线性系统跟踪控制研究主要分为

两大类: 模型未知和模型已知. 处理模型未知系统的

主要技术手段是利用智能控制的方法, 如文献 [1-3].

但这一类方法较为复杂, 很难保证实际应用所需的实

时性要求. 所幸的是大部分实际系统的模型可以通过

各种建模手段得出. 因此研究基于模型的非仿射系统

跟踪控制变得更加具有实际意义.

基于模型的非仿射非线性系统控制器设计难点

在于如何显性表达控制量𝑢[4]. 传统的处理手段有模

型线性化[5]、T-S模糊系统[6]、逆系统[7]等方法. 然而

在处理较为复杂的非仿射系统和实现大范围跟踪控

制时, 这些方法便显得力不从心了. 文献 [8]首先给出

一种显式表达控制量导数 𝑢̇的方法, 然后定义了新的

控制输入 𝑣 = 𝑢̇, 最后利用仿射非线性系统控制器的

设计方法求取控制器. 该方法的缺点是需要增加系统

的阶次, 且要已知状态的导数. 文献 [9]利用泰勒级数

将模型在控制量𝑢(𝑡 − 1)处展开, 然后再采用逆系统

方法求取控制器. 然而该方法的缺点是输入量的变化

Δ𝑢(𝑡)不宜过快, 否则模型近似将失去意义, 而且该方

法很难实现高精度跟踪控制.

Backstepping控制在处理具有严格反馈形式的

非线性系统时具有得天独厚的优势, 如文献 [10-11].

但其存在的微分膨胀问题一直是学者们研究的重点.

为解决此问题, 文献 [12]给出一种简单的动态面控

制设计方法; 文献 [13]设计了指令滤波Backstepping

控制器; 文献 [14]提出了一种二阶滑模滤波器Back-

stepping控制器; 文献 [15]研究了受限指令滤波Back-
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stepping控制器的设计方法. 然而, 文献 [12-15]所给

出的方法均未考虑虚拟信号微分估计值的收敛速度

问题. 对于实际系统, 估计值的收敛速度对控制效果

是至关重要的, 若未考虑, 则系统的跟踪动态过程可

能变差, 甚至影响系统的稳定性.

基于上述分析, 针对一类不确定非仿射非线性系

统, 本文提出一种鲁棒Backstepping控制策略. 其设计

过程可分为 3部分: 1) 给出一种适用于全局的不确定

非仿射非线性系统近似方法. 该近似方法不仅具有

简单、易于工程实现的特点, 而且便于后续的控制器

设计. 2) 设计一种快速收敛的非线性微分器 (RCND),

以有效且快速地估计已知信号的微分. 通过所设计的

RCND不仅可获取复合干扰的估计值, 而且能有效地

避免Backstepping设计中的微分膨胀问题. 3) 将上述

所设计的近似方法、RCND和Backstepping方法相结

合, 给出不确定非仿射非线性系统的复合控制器. 其

中通过构造鲁棒项来减少复合干扰和微分估计的逼

近误差对系统控制效果的影响, 利用非线性阻尼项抑

制近似方法中的动态误差对系统跟踪性能的影响. 最

后, 采用输入到状态稳定性 (ISS)理论分析闭环系统

的稳定性. 仿真结果表明, 所提出的策略具有良好的

跟踪控制性能和鲁棒性能.

1 问问问题题题描描描述述述及及及非非非仿仿仿射射射非非非线线线性性性系系系统统统近近近似似似方方方法法法

1.1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下一类不确定非仿射非线性系统:

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝒙𝑖) + 𝑔𝑖(𝒙𝑖)𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑖(𝒙𝑖),

1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1; (1)

𝑥̇𝑛 = 𝑓𝑛(𝒙, 𝑢) + 𝑑𝑛(𝒙, 𝑢); (2)

𝑦 = 𝑥1. (3)

其中: 𝒙𝑖 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖]
T, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1, 𝒙 = [𝑥1,

𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ Ω𝑥 ⊂ R𝑛 为可测的系统状态, Ω𝑥 为系

统可行域; 𝑢 ∈ Ω𝑢 ⊂ R为系统的控制输入, Ω𝑢 为允许

控制集; 𝑓𝑖(𝒙𝑖) (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛−1)和 𝑓𝑛(𝒙, 𝑢)分别在域Ω𝑥

和Ω𝑥 × Ω𝑢 内为已知的光滑函数; 𝑔𝑖(𝒙𝑖) (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛−
1)在域Ω𝑥 内为已知且不为零的控制增益; 𝑑𝑖(𝒙𝑖) (1 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑛− 1)和 𝑑𝑛(𝒙, 𝑢)为第 𝑖个和第𝑛个子系统未知的

复合干扰.

为了书写方便, 在不引起歧义的情况下, 省略相

关变量的自变量, 如 𝑓𝑖(𝒙𝑖)简写为 𝑓𝑖.

假假假设设设 1 输出信号 𝑦(𝑡)和参考信号 𝑦𝑑(𝑡)为光

滑、可测且有界的.

假假假设设设 2 𝑔𝑛(𝒙, 𝑢) = ∂𝑓𝑛/∂𝑢在域Ω𝑢 内连续可

导, 且存在常数 𝑔 ⩾ 𝑔 > 0、̌𝑔 > 0, 使得 ∀(𝒙, 𝑢) ∈ Ω𝑥 ×
Ω𝑢, 有

𝑔 ⩽ ∣𝑔𝑛∣ ⩽ 𝑔, ∣𝑔̇𝑛∣ ⩽ 𝑔. (4)

假假假设设设 3 复合干扰 𝑑𝑖 是有界的, 即存在一组未

知常数 𝜌𝑖 > 0, 使得 ∣𝑑𝑖∣ ⩽ 𝜌𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.

值得注意的是, 假设 2意味着式 (2)具有“良好定

义的相对阶[16]”. 在很多实际系统中, 假设 2均成立,

如Chua’s电路和Rössler混沌等系统. 因此, 假设 2具

有一定的适用性.

1.2 非非非仿仿仿射射射非非非线线线性性性系系系统统统近近近似似似方方方法法法

引引引理理理 1 对于不确定非仿射非线性系统 (2), 考

虑如下时变的不确定仿射非线性系统和一阶滤波器:

𝑥̇𝑛 = 𝑓𝑛1(𝒙, 𝜁) + 𝑔𝑛(𝒙, 𝜁)𝑢+𝑂(⋅) + 𝑑𝑛, (5)

𝜁 = −𝑘𝜁𝜁 + 𝑘𝜁𝑢, 𝜁(0) = 0. (6)

其中

𝑓𝑛1(𝒙, 𝜁) = 𝑓𝑛(𝒙, 𝜁)− 𝑔𝑛(𝒙, 𝜁)𝜁,

𝑔𝑛(𝒙, 𝜁) =
∂𝑓𝑛(𝒙, 𝑢)

∂𝑢
∣𝑢=𝜁 ,

𝑂(⋅) = 𝑓𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥, 𝜉)Δ𝑢2/2,

𝑓𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥, 𝜉) =
∂2𝑓𝑛(𝑥𝑥𝑥, 𝑢)

∂𝑢2
∣𝑢=𝜉,

𝜉取值在 (𝑢, 𝜁)之间, Δ𝑢2 = (𝑢 − 𝜁)2, 𝜁 ∈ 𝑅为一阶

滤波器的状态; 𝑘𝜁 > 0为设计的滤波时间常数. 在假

设 2下, 不确定非仿射非线性系统 (2)可由时变的不

确定仿射非线性系统 (5)近似, 且𝑂(⋅)在域Ω𝑥×Ω𝑢 内

满足局部Lipschitz条件, 即 ∃𝐿2 > 0, 使得

∣𝑂(⋅)∣ ⩽ 𝐿2∣𝑢− 𝜁∣. (7)

证证证明明明 将式 (2)中 𝑓𝑛(𝑥𝑥𝑥, 𝑢)在𝑢= 𝜁处进行Taylor

展开, 则式 (2)可改写为

𝑥̇𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥𝑥𝑥, 𝜁) + 𝑔𝑛(𝑥𝑥𝑥, 𝜁)Δ𝑢+𝑂(⋅) + 𝑑𝑛. (8)

将Δ𝑢 = 𝑢− 𝜁代入式 (8)可得 (5). 下面证明𝑂(⋅)
在域Ω𝑥 × Ω𝑢 内满足局部Lipschitz条件.

由文献 [17]的B.3.1引理可知: 在假设 2下, 𝑓𝑛 在

Ω𝑥 × Ω𝑢 上满足Lipschitz条件, 即存在常数𝐿1, 使得

∣𝑓𝑛(𝒙, 𝑢)− 𝑓𝑛(𝒙, 𝜁)∣ ⩽ 𝐿1∣𝑢− 𝜁∣. (9)

根据式 (2)和 (5), 并代入式 (4)和 (9)可得

∣𝑂(⋅)∣ = ∣𝑓𝑛(𝒙, 𝑢)− 𝑓𝑛(𝑥𝑥𝑥, 𝜁) + 𝑔(𝑥𝑥𝑥, 𝜁)(𝜁 − 𝑢)∣ ⩽
𝐿1∣𝑢− 𝜁∣+ 𝑔∣𝑢− 𝜁∣ = 𝐿2∣𝑢− 𝜁∣, (10)

其中𝐿2 = 𝐿1 + 𝑔.

基于式 (10), 若采用式 (5)在线准确地近似 (2),

则需将式 (5)中𝑂(⋅)视为 (2)的建模误差. 为此, 选取

式 (6)中的 𝑘𝜁 → ∞, 以保证 lim
𝑘𝜁→∞

∣𝑂(⋅)∣ = 0. □
注注注 1 在式 (5)的近似中需要已知𝑢, 而后续𝑢

的设计又需以式 (5)的获得为前提. 为避免此问题, 这

里采用一阶滤波器 (6)获取𝑢的预测值. 由此, 式 (6)

可由其他的滤波器所代替, 如二阶线性滤波器[13], 鲁
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棒二阶滑模积分滤波器[14]等.

注注注 2 从引理 1可知: 所提出的近似方法将不确

定的非仿射非线性系统变成一个时变不确定仿射非

线性系统. 当 𝑘𝜁 取足够大时, 式 (5)可以很好地完成

式 (2)的全局近似. 因此, 通过式 (5)和 (6)可以很好地

利用仿射非线性控制器的设计方法来解决式 (2)的跟

踪控制器设计问题. 此外, 与文献 [6, 8-9]的方法相比,

这里所提出的适用于全局的时变近似方法具有算法

简单和易于实现的优势.

控制器设计目的是在闭环系统所有信号有界下,

设计控制律使得 𝑦(𝑡)跟踪 𝑦𝑑(𝑡).为清晰说明本文的设

计思路, 在此给出其控制方案结构如图 1所示.

y

图 1 控制方案结构图

2 RCND设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定义 sig(𝑥𝑘) = ∣𝑥∣𝑘sign(𝑥), 𝑘 > 0, 𝑥 ∈ R, sign(⋅)
代表符号函数.

2.1 RCND设设设计计计

为设计RCND, 引入如下定义和引理.

定定定义义义 1 [17] 函数𝒙(𝑡, 𝜖) ∈ R𝑛, 如果存在 𝑘、𝑐 > 0

使得

∥𝒙(𝑡, 𝜖)− 𝒙(𝑡, 0)∥ ⩽ 𝑘∣𝜖∣𝑐, ∀∣𝜖∣ ⩽ 𝜖1, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

则称误差具有𝑂(𝜖𝑐)的数量级, 记𝒙(𝑡, 𝜖) − 𝒙(𝑡, 0) =

𝑂(𝜖𝑐).

引引引理理理 2[18] 考虑时不变系统

𝒙̇ = 𝒇(𝒙), 𝒇(0) = 0, 𝒙 ∈ R𝑛, (11)

其中𝒇 : D → R𝑛 是一个由包括原点𝒙 = 0的域D ⊂
R𝑛 到R𝑛 的连续映射. 若𝒙 = 0为式 (11)的有限时间

稳定平衡点, 则一定存在一个连续可微函数𝑉 : 𝒩 ⊂
D → R和一个常数𝛼 ∈ (0, 1)且满足:

1) 𝑉 是正定的;

2) 在𝒩 上, 𝑉̇ 是连续的并且存在 𝑐 > 0使得

𝑉̇ + 𝑐(𝑉 (𝒙))𝛼 ⩽ 0. (12)

引引引理理理 3[19] 考虑如下系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖+1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1;

𝜖𝑛𝑥̇𝑛 = 𝑓(𝑥1 − 𝑣(𝑡), 𝜖𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜖𝑛−1𝑥𝑛).
(13)

其中: 𝒙 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T、𝑣(𝑡)分别为系统的状态

和输入, 𝜖 > 0为设计参数, 𝑓 为一个已知的函数. 如

果系统 (13)满足: 1) 当 𝑣(𝑡) = 0时, 𝒙 = 0为有限时间

稳定的平衡点, 并且存在Lyapunov函数𝑉 和一个常

数𝑀 > 0使得 ∥∂𝑉/∂𝒙∥ < 𝑀 ; 2) 当 𝑣(𝑡) = 0, 𝜖 = 1

时, 存在 𝜌𝑖 ∈ (0, 1] (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)和𝛼 > 0使得 ∣𝑓(𝒙) −

𝑓(𝒙̃)∣ ⩽ 𝛼

𝑛∑
𝑖=1

∣𝑥𝑖− 𝑥̃𝑖∣𝜌𝑖 ; 3) 𝑣(𝑡)是具有𝑛−1阶连续可

微的已知函数. 则存在 𝛾 > 0 (𝛾𝜌 > 𝑛)和时刻Γ > 0

使得

𝑥𝑖 − 𝑣(𝑖−1)(𝑡) = 𝑂(𝜖𝛾𝜌−𝑖+1), 𝑡 ⩾ Γ , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛.

其中: 𝛾 = (1− 𝜃)/𝜃, 𝜃 ∈ (0,min(𝜌/(𝜌+ 𝑛), 1/2)), 𝜌 =

min
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛

{𝑖𝜌𝑖}, 𝑣(𝑘) 为 𝑣的 𝑘阶导数, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛− 1.

受引理 2和引理 3的启发, 设计RCND如下:⎧⎨⎩

𝑥̇𝑓1 = 𝑥𝑓2,

𝜗2𝑥̇𝑓2 = 𝑓(𝑥𝑓1 − 𝑣, 𝜗𝑥𝑓2) =

− 𝜆10(𝑥𝑓1 − 𝑣)− 𝜆11sig(𝑥𝑓1 − 𝑣)𝛼/(2−𝛼)−
𝜆20𝜗𝑥𝑓2 − 𝜆21sig(𝜗𝑥𝑓2)

𝛼.

(14)

其中: 𝒙𝑓 = [𝑥𝑓1, 𝑥𝑓2]
T ∈ 𝑹2 为RCND的状态, 𝑣 ∈ 𝑹

为具有一阶连续可微的已知函数, 𝜗、𝜆10、𝜆11、𝜆20、

𝜆21 > 0以及 0 < 𝛼 < 1均为设计的参数.

定义误差向量 𝒆𝑓 = [𝑒𝑓1, 𝑒𝑓2]
T, 𝑒𝑓1 = 𝑥𝑓1 − 𝑣,

𝑒𝑓2 = 𝑥𝑓2 − 𝑣̇. 代入式 (14), 则误差动态方程为⎧⎨⎩

𝑒̇𝑓1 = 𝑒𝑓2,

𝜗2𝑒̇𝑓2 = 𝑓(𝑒𝑓1, 𝜗𝑒𝑓2 + 𝜗𝑣̇)− 𝜗2𝑣 =

− 𝜆10𝑒𝑓1 − 𝜆11sig(𝑒𝑓1)
𝛼/(2−𝛼)−

𝜆20𝛩(𝑒𝑓2 + 𝑣̇)− 𝜆21sig(𝜗𝑒𝑓2+

𝜗𝑣(1))𝛼 − 𝜗2𝑣.

(15)

显然, 若 ∥𝒆𝑓∥能收敛到任意小的界, 则𝑥𝑓1 → 𝑣,

𝑥𝑓2 → 𝑣̇.

注注注 3 当𝜆10 = 𝜆20 = 0时, 式 (14)将转化为韩

京清[20]所提出的非线性微分器; 当𝜆11 = 𝜆21 = 0、

0 < 𝜆20 < 2𝜆10 时, 式 (14)将简化为 Farrell[13]所提出
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的线性微分器. 因此, 本节所设计的RCND式 (14)可

视为非线性微分器和线性微分器的结合. 其具有的快

速收敛性将在下面的RCND稳定性分析中进行说明.

2.2 RCND稳稳稳定定定性性性分分分析析析

为证明RCND的稳定性, 需先证明如下引理.

引引引理理理 4 考虑系统⎧⎨⎩
𝑧̇1 = 𝑧2,

𝑧̇2 = 𝑓(𝒛) = −𝜆10𝑧1 − 𝜆11sig(𝑧1)
𝛼/(2−𝛼)−

𝜆20𝑧2 − 𝜆21sig(𝑧2)
𝛼.

(16)

其中: 𝒛 = [𝑧1, 𝑧2]
T ∈ R2 为状态向量, 其他参数定义

与式 (14)相同. 对于任意初始有界的𝒛(0), 𝒛 = 0是系

统 (16)的有限时间稳定平衡点, 即存在时间常数 𝑡𝑠 >

0, 使得

𝑧1(𝑡) ≡ 0, 𝑧2(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ⩾ 𝑡𝑠. (17)

证证证明明明 针对系统 (16), 选择Lyapunov函数为

𝑉 =
1

2
(𝜆10𝑧

2
1 + 𝑧22) +

𝜆11(2− 𝛼)

2
∣𝑧1∣

2
(2−𝛼) . (18)

对𝑉 沿着式 (16)求导, 有

𝑉̇ = 𝜆10𝑧1𝑧2 + 𝑧2(−𝜆10𝑧1 − 𝜆20𝑧2−
𝜆11sig(𝑧1)

𝛼/(2−𝛼) − 𝜆21sig(𝑧2)
𝛼)+

𝑎11sig(𝑧1)
𝛼/(2−𝛼)𝑧2 ⩽

− 𝜆20𝑧
2
2 − 𝜆21∣𝑧2∣1+𝛼. (19)

由式 (19)可知, 当 𝑧2 ∕= 0时, 𝑉̇ < 0. 此外, 在有

界初值 𝒛(0)下, 式 (16)的解可由文献 [21]求取. 由式

(16)的解、式 (19)和Lasalle不变原理易知式 (16)是渐

近稳定的.

为进一步证明 𝒛 = 0是式 (16)全局唯一有限时

间稳定的平衡点, 需利用文献 [22]中定理 3.2, 即可得

知式 (16)在有限时间内一致收敛于原点. □

为说明式 (16)中参数𝜆10、𝜆11、𝜆20、𝜆21 对收敛

速度的影响, 图 2给出了不同参数情况下收敛速度

变化曲线. 由图 2可知: 曲线①可以保证 𝒛接近原点

时有着较快的收敛速度, 而远离原点时, 收敛速度较

曲线②明显下降; 曲线②得到与曲线①正好相反的

结论; 而本文所设计的曲线③, 则可以很好地结合曲

z z1 2!

"#$%

1

2

λ10=λ λ λ20 11 21=0, >0;、1

λ λ λ λ10 20 11 21、 >0, = =0;2

z z1 2!

"#$%

3

λ λ λ λ10 11 20 21、 、 、 >03

图 2 收敛速度比较

线①和②的各自优点, 从而保证 𝒛有着快速的收敛

性．

引引引理理理 5 ∣sig(𝑎𝛼)− sig(𝑏𝛼)∣ ⩽ 21−𝛼∣𝑎− 𝑏∣𝛼, ∀𝑎、
𝑏 ∈ R, 0 < 𝛼 < 1.

证证证明明明 分如下两种情况.

1) 当 𝑎、𝑏同号时, 不妨设 0 < 𝑎 < 𝑏, 根据两点 (𝑎,

𝑎𝛼)、(𝑏, 𝑏𝛼)连线和两点 (0, 0)、(𝑏, 𝑏𝛼)连线的斜率关

系, 有如下不等式:
𝑏𝛼 − 𝑎𝛼

𝑏− 𝑎
<

𝑏𝛼

𝑏
= 𝑏𝛼−1.

由此有

∣sig(𝑎𝛼)− sig(𝑏𝛼)∣ = 𝑏𝛼 − 𝑎𝛼 <
(𝑏− 𝑎)

𝑏1−𝛼
=

(1− 𝑎/𝑏)1−𝛼(𝑏− 𝑎)𝛼 ⩽ 21−𝛼∣𝑎− 𝑏∣𝛼. (20)

2) 当 𝑎、𝑏异号时, 不妨设 0 < −𝑎 < 𝑏, 利用函数

凸性有

∣sig(𝑎𝛼)− sig(𝑏𝛼)∣ = 𝑏𝛼 + (−𝑎)𝛼 ⩽

2
(𝑏− 𝑎

2

)𝛼

= 21−𝛼∣𝑎− 𝑏∣𝛼. (21)

由式 (20)和 (21)可知, 引理 5成立. □

定定定理理理 1 快速非线性微分器误差系统 (15), 对

于任意给定有限初始误差状态 𝒆𝑓 (0), 总存在一组参

数𝜗、𝜆10、𝜆11、𝜆20、𝜆21 > 0以及 0 < 𝛼 < 1, 使得式

(15)是Lyapunov稳定的, 且误差收敛满足

𝑒𝑓𝑖 = 𝑂(𝜗𝛾𝜌−𝑖+1), 𝑖 = 1, 2. (22)

其中: 参数𝜗、𝛾、𝜌与引理 3相同.

证证证明明明 首先, 由引理 2、引理 4和式 (18)可知引

理 3中的条件 1)满足. 然后, 利用引理 5验证式 (15)

中函数 𝑓 满足引理 3中的条件 2), 即

∣𝑓(𝒙𝑓 )− 𝑓(𝒙̃𝑓 )∣ ⩽
𝜆10∣𝑥𝑓1 − 𝑥̃𝑓1∣+ 𝜆112

(2−2𝛼)
(2−𝛼) ∣𝑥𝑓1 − 𝑥̃𝑓1∣

𝛼
(2−𝛼)+

𝜆20∣𝑥𝑓2 − 𝑥̃𝑓2∣+ 𝜆212
1−𝛼∣𝑥𝑓2 − 𝑥̃𝑓2∣𝛼 ⩽

𝑎

2∑
𝑖=1

∣𝑥𝑓𝑖 − 𝑥̃𝑓𝑖∣𝜌𝑖 .

其中

𝑎 = 2max{𝜆10, 𝜆112
(2−2𝛼)
(2−𝛼) , 𝜆20, 𝜆212

1−𝛼},
∣𝑥𝑓𝑖 − 𝑥̃𝑓𝑖∣𝜌1 = max{∣𝑥𝑓1 − 𝑥̃𝑓1∣, ∣𝑥𝑓1 − 𝑥̃𝑓1∣

𝛼
(2−𝛼) },

∣𝑥𝑓2 − 𝑥̃𝑓2∣𝜌2 = max{∣𝑥𝑓2 − 𝑥̃𝑓2∣, ∣𝑥𝑓2 − 𝑥̃𝑓2∣𝛼}.
基于以上分析, 兼顾到式 (14)中 𝑣为一阶连续可

微的已知函数, 从而可知引理 3的 3个条件均满足, 即

定理 1结论成立. □

注注注 4 从定理 1可知, RCND设计中的参数𝜗与

微分估计的准确性密切相关, 因此, 应选取𝜗 ∈ (0, 1).

此外, 由图 2分析可知, 将线性项和非线性项相结合

保证了所提出的RCND具有快速收敛的优势. 这对于
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后续干扰估计和虚拟信号微分估计的快速性是非常

重要的.

3 非非非线线线性性性控控控制制制器器器设设设计计计及及及 ISS分分分析析析

控制器设计的具体思路是: 首先针对系统中存在

的未知复合干扰问题, 利用RCND给出复合干扰的估

计算法; 然后在全局的时变近似方法下, 将上述的复

合干扰估计算法、RCND和Backstepping方法应用到

复合控制器设计中, 并构造鲁棒项和非线性阻尼项以

减少干扰估计误差、微分器估计误差以及近似方法的

动态误差对跟踪效果的影响.

3.1 复复复合合合干干干扰扰扰估估估计计计算算算法法法

由式 (1)和 (2), 有

𝑑𝑖 = 𝑥̇𝑖 − 𝑓𝑖 − 𝑔𝑖𝑥𝑖+1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1; (23)

𝑑𝑛 = 𝑥̇𝑛 − 𝑓𝑛(𝒙, 𝑢). (24)

在假设 3下, 针对式 (23), 由于𝑥𝑖 可测, 用RCND

可得到 𝑥̇𝑖 的估计值, 记作 ˆ̇𝑥𝑖. 定义其误差为 ˜̇𝑥𝑖 = 𝑥̇𝑖 −
ˆ̇𝑥𝑖, 则复合干扰 𝑑𝑖 的估计值为

𝑑𝑖 = ˆ̇𝑥𝑖 − 𝑓𝑖 − 𝑔𝑖𝑥𝑖+1. (25)

定义 𝑑𝑖 的估计误差 𝑑𝑖 = 𝑑𝑖 − 𝑑𝑖, 则 𝑑𝑖 为

𝑑𝑖 = 𝑥̇𝑖 − 𝑓𝑖 − 𝑔𝑖𝑥𝑖+1 − ˆ̇𝑥𝑖 + 𝑓𝑖 + 𝑔𝑖𝑥𝑖+1 = ˜̇𝑥𝑖. (26)

针对式 (24), 𝑑𝑛 的估计值 𝑑𝑛 的求取, 不能直接用

𝑑𝑛 = ˆ̇𝑥𝑛− 𝑓𝑛 来获得. 因为 𝑑𝑛 需要已知𝑢, 而𝑢的设计

又需以 𝑑𝑛 的获得为前提 (与 1.2节近似方法中𝑢的获

取有着类似的原因), 所以, 采用 1.2节中的滤波器 (6)

获取𝑢的预测值. 于是 𝑑𝑛 的估计值为

𝑑𝑛 = ˆ̇𝑥𝑛 − 𝑓𝑛(𝒙, 𝜁), (27)

其中 𝜁在式 (6)中已定义.

定义 𝑑𝑛 的估计误差 𝑑𝑛 = 𝑑𝑛 − 𝑑𝑛, 有

𝑑𝑛 = ˜̇𝑥𝑛 + 𝑓𝑛(𝒙, 𝜁)− 𝑓𝑛(𝒙, 𝑢), (28)

其中 ˜̇𝑥𝑛 = 𝑥̇𝑛 − ˆ̇𝑥𝑛.

引引引理理理 6 对于不确定非仿射非线性系统 (1)∼
(2), 在假设 1∼假设 3下, 设计一组RCND如式 (14)

所示, 当选取复合干扰估计为式 (25)和 (27)时, 复合

干扰估计误差收敛于任意小的有界集内.

证证证明明明 当 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1时, 由式 (26)和定理 1可

知结论成立.

下面分析 𝑑𝑛 的收敛情况. 当 𝑖 = 𝑛时, 由式 (9)和

(28)可得

∣𝑑𝑛∣ ⩽ ∣˜̇𝑥𝑛∣+ 𝐿1∣𝑢− 𝜁∣. (29)

由式 (6)可知, 当 𝑘𝜁 选取得足够大时, ∣𝑢− 𝜁∣收敛

足够小. 由定理 1, ∣˜̇𝑥𝑛∣可收敛任意小. 由此, 式 (28)收

敛于任意小的有界集内. □

3.2 基基基于于于RCND的的的Backstepping控控控制制制器器器设设设计计计

Step 1 当系统 (1)中的 𝑖 = 1时, 定义第 1个跟

踪误差 𝑒1 = 𝑦 − 𝑦𝑑, 则 𝑒̇1 可表示为

𝑒̇1 = 𝑓1 + 𝑔1𝑥2 + 𝑑1 − 𝑦̇𝑑. (30)

在假设 1下, 设计虚拟控制量𝑥∗
2 为

𝑥∗
2 = (−𝑘1𝑒1 − 𝑓1 − 𝑑1 + 𝑦̇𝑑 + 𝑟1)/𝑔1. (31)

其中: 𝑘1 > 0为设计常数; 𝑑1 是当式 (25)中 𝑖 = 1时得

到的 𝑑1 估计值; 𝑟1 = −𝑘𝑟11𝑒1 是为减少 𝑑1 而引入的

鲁棒项, 𝑘𝑟11 > 0为设计常数.

构造Lyapunov函数为𝑉1 = 𝑒21/2. 将其对时间 𝑡

求导, 并代入式 (30)和 (31), 经整理可得

𝑉̇1 ⩽ −𝑘1𝑒
2
1 + 𝑒1𝑔1𝑒2 + 𝑑21/𝑘𝑟11. (32)

其中: 𝑒2 = 𝑥2 − 𝑥∗
2, 𝑑1 在式 (26)中已定义.

Step 𝒊 (2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1) 定义第 𝑖步跟踪误差 𝑒𝑖 =

𝑥𝑖 − 𝑥∗
𝑖 . 由式 (1), 𝑒̇𝑖 可表示为

𝑒̇𝑖 = 𝑓𝑖 + 𝑔𝑖𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑖 − 𝑥̇∗
𝑖 . (33)

因 𝑥̇∗
𝑖 不可测, 采用以𝑥∗

𝑖 为输入的RCND对 𝑥̇∗
𝑖

进行估计. 此外与第 1步相同, 利用式 (25)对 𝑑𝑖 进行

估计. 由此, 选取虚拟控制量为

𝑥∗
𝑖+1 = (−𝑘𝑖𝑒𝑖 − 𝑔𝑖−1𝑒𝑖−1 − 𝑓𝑖 − 𝑑𝑖 + ˆ̇𝑥

∗
𝑖 + 𝑟𝑖)/𝑔𝑖.

(34)

其中: 𝑘𝑖 > 0为设计常数; 𝑑𝑖 是由式 (25)得到的 𝑑𝑖 的

估计值; ˆ̇𝑥
∗
𝑖 是当式 (14)中 𝑣 = 𝑥∗

𝑖 时得到的 𝑥̇∗
𝑖 的估计

值; 𝑟𝑖 = −(𝑘𝑟𝑖1 + 𝑘𝑟𝑖2)𝑒𝑖 为第 𝑖步的鲁棒项, 𝑘𝑟𝑖1 >

0和 𝑘𝑟𝑖2 > 0分别是为减少 𝑑𝑖 和 𝑥̇∗
𝑖 的估计误差而引

入的设计参数.

选取扩充Lyapunov函数为𝑉𝑖 =

𝑖−1∑
𝑗=1

𝑉𝑗 + 𝑒2𝑖 /2.

沿式 (33)对𝑉𝑖 求导, 并代入式 (32)和 (34), 可得

𝑉̇𝑖 ⩽
𝑖∑

𝑗=1

−𝑘𝑗𝑒
2
𝑗 + 𝑑2𝑗/𝑘𝑟𝑗1+

𝑖∑
𝑙=2

𝑒𝑓𝑙
2/𝑘𝑟𝑙2 + 𝑒𝑖𝑔𝑖𝑒𝑖+1. (35)

其中: 𝑑𝑗 在式 (26)中已定义, 𝑒𝑖+1 = 𝑥𝑖+1−𝑥∗
𝑖+1, 𝑒𝑓𝑙 =

𝑥̇∗
𝑙 − ˆ̇𝑥

∗
𝑙 .

Step𝒏 由 1.2节可知式 (2)可用 (5)近似. 定义

式 (2)的跟踪误差 𝑒𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑥∗
𝑛, 则有

𝑒̇𝑛 = 𝑓𝑛1 + 𝑔𝑛𝑢+𝑂(⋅) + 𝑑𝑛 − 𝑥̇∗
𝑛. (36)

由式 (36)与 (33)对比可知, 式 (36)存在𝑂(⋅). 为
此, 在控制器设计中必须考虑抑制𝑂(⋅)对式 (2)跟踪

的影响. 根据引理 1有 ∃𝜛 > 0, 使得 ∣𝑂(⋅)∣ ⩽ 𝜛. 另

外, 类似于 Step 𝑖的方法, 分别利用RCND和式 (27)对

𝑥̇∗
𝑛 和 𝑑𝑛 进行估计. 由此, 设计𝑢为
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𝑢 = (−𝑘𝑛𝑒𝑛 − 𝑓𝑛1 − 𝑔𝑛−1𝑒𝑛−1−
𝜂 − 𝑑𝑛 + ˆ̇𝑥

∗
𝑛 + 𝑟𝑛)/𝑔𝑛. (37)

其中

𝜂 =

⎧⎨⎩
𝜒𝑒𝑛
∣𝑒𝑛∣ , 𝑒𝑛 ∕= 0;

0, 𝑒𝑛 = 0.

(38)

𝑘𝑛 > 0为设计常数; 𝜂为非线性阻尼项, 且𝜒 > 𝜛; 𝑑𝑛
为经式 (6)和 (27)得到的 𝑑𝑛 的估计值; ˆ̇𝑥

∗
𝑛−1 是当式

(14)中 𝑣 = 𝑥∗
𝑛 时 𝑥̇∗

𝑛 的估计值; 𝑟𝑛 = −(𝑘𝑟𝑛1 + 𝑘𝑟𝑛2)𝑒𝑛

为鲁棒项, 𝑘𝑟𝑛1 和 𝑘𝑟𝑛2 > 0为设计常数.

构造扩充的Lyapunov函数为𝑉 =

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑉𝑖 + 𝑒2𝑛/2.

对𝑉 求导, 并代入式 (35)∼ (37), 可得

𝑉̇ ⩽
𝑛−1∑
𝑖=1

−𝑘𝑖𝑒
2
𝑖 + 𝑑2𝑖 /𝑘𝑟𝑖1 +

𝑛−1∑
𝑙=2

𝑒2𝑓𝑙/𝑘𝑟𝑙2+

𝑒𝑛

(
− 𝑘𝑛𝑒𝑛 − 𝜒𝑒𝑛

∣𝑒𝑛∣ +𝑂(⋅) + 𝑑𝑛 − 𝑒𝑓𝑛 + 𝑟𝑛

)
⩽

𝑛∑
𝑖=1

−𝑘𝑖𝑒
2
𝑖 + 𝑑2𝑖 /𝑘𝑟𝑖1 +

𝑛∑
𝑙=2

𝑒2𝑓𝑙/𝑘𝑟𝑙2. (39)

其中: 𝑑𝑛 在式 (28)中已定义, 𝑒𝑓𝑛 = 𝑥̇∗
𝑛 − ˆ̇𝑥

∗
𝑛.

注注注 5 从式 (39)可知, 式 (37)中的 𝜂可以抑制

(36)中的𝑂(⋅). 但在原点处, 因 𝜂的存在会产生𝑢的不

连续. 为避免此问题, 可采用连续函数 𝜂 =
𝜒𝑒𝑛

∣𝑒𝑛∣+ 𝜖
代

替式 (38), 其中 𝜖是一个任意小的正数.

3.3 闭闭闭环环环系系系统统统的的的 ISS分分分析析析

基于上述设计的复合控制器, 下面给出闭环不确

定非仿射非线性系统的 ISS分析.

定定定理理理 2 考虑不确定非仿射非线性系统 (1)∼
(3), 在非仿射非线性近似方法 (5)和 (6)、一组RCND

(14)、干扰估计算法 (25)和 (27)、控制器 (31)、(34)、

(37)和𝑂(⋅)的补偿项 (38)下, 若假设 1∼假设 3成立,

则不确定非仿射非线性系统的所有跟踪误差 𝑒𝑖 (1 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑛)在 [𝑡0, 𝑡)内是关于 𝑑和 𝑒𝑓 输入状态实际稳定

的, 即存在𝒦ℒ类函数 𝛽1, 𝒦∞ 类函数𝛼1、𝛾1、𝛾2, 使得

𝛼1(∣𝑒𝑖(𝑡)∣) ⩽
𝛽1(∣𝑒𝑖(𝑡0)∣, 𝑡) + 𝛾1(𝑑[𝑡0,𝑡)) + 𝛾2(𝑒𝑓 [𝑡0,𝑡)) + 𝜚, 𝑡 ⩾ 𝑡0.

其中: 𝑑 = max
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛

(𝑑2𝑖 ), 𝑒𝑓 = max
𝑖=2,⋅⋅⋅ ,𝑛

(𝑒2𝑓𝑖), 𝜚为任意小

的正数.

证证证明明明 由式 (39)可得

𝑉̇ ⩽ −𝜅𝑉 + 𝜍1𝑑+ 𝜍2𝑒𝑓 + 𝜚. (40)

其中: 𝜅 = min
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛

(𝑘𝑖), 𝜍1 = max
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛

(1/𝑘𝑟𝑖1), 𝜍2 =

max
𝑖=2,3,⋅⋅⋅ ,𝑛

(1/𝑘𝑟𝑖2), 𝜚 > 0为任意小的数.

由定理 1和引理 6可知, ∃𝛿1、𝛿2 > 0使得 𝑑 ⩽ 𝛿1、

𝑒𝑓 ⩽ 𝛿2 成立. 因此, 式 (1)∼ (3)的Lyapunov函数𝑉 满

足文献 [17]的定理 4.19, 结论成立. □
注注注 6 为简化分析, 本文仅研究单输入单输出

系统. 对于一类严格块反馈的不确定非仿射非线性系

统, 有类似的结论成立.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

下面通过两个仿真实例来验证本文所提出的近

似方法对非仿射非线性系统的可行性以及本文控制

器的有效性.

例 1 考虑Duffing-Holmes系统⎧⎨⎩ 𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑝1𝑥1 − 𝑝2𝑥2 − 𝑥3
1 + ℎ(𝑥2, 𝑢).

(41)

其中: 𝑝1 = 0.2 sin(10𝑡), 𝑝2 = 0.2(1 + cos(5𝑡)), ℎ(𝑥2, 𝑢)

= 𝑢3 + (2 + cos(𝑥2))𝑢为非仿射控制项.

设初始状态 [𝑥1(0), 𝑥2(0)]
T = 0, 仿真时间 30 s,

控制输入为

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0.1 sin(2𝑡), 𝑡 ⩽ 7;

sin(2𝑡), 7 < 𝑡 ⩽ 30.

为与已有的近似方法相比较, 采用文献 [6]的方

法可得式 (41)在局部工作点𝑢 = 0处的仿射非线性系

统为⎧⎨⎩ 𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑝1𝑥1 − 𝑝2𝑥2 − 𝑥3
1 + (2 + cos(𝑥2))𝑢.

(42)

依据本文引理 1的近似方法 (5)和 (6)得到式

(41)的仿射非线性系统为⎧⎨⎩

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑝1𝑥1 − 𝑝2𝑥2 − 𝑥3
1 − 2𝜁3+

3𝜁2𝑢+ (2 + cos(𝑥2))𝑢,

𝜁 = −𝑘𝜁𝜁 + 𝑘𝜁𝑢, 𝜁(0) = 0.

(43)

取式 (43)中 𝑘𝜁 = 100, 得仿真结果如图 3所示.

由图 3可知: 当 𝑡 ⩽ 7时, 由于𝑢在局部工作点附近,

文献 [6]和本文引理 1的方法均能很好地反映系统

的变化; 而当 𝑡 > 7时, 由于𝑢远离局部工作点, 本文

引理 1的方法较文献 [6]能更好地逼近系统的变化.
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图 3 状态时间响应曲线
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这表明了本文近似方法的可行性.

例 2 考虑带有参数不确定的 3极主动磁悬浮轴

承系统[23]:⎧⎨⎩ 𝑥̇1 = 𝑥3,

𝑥̇2 = 𝑥4;
(44a)

⎧⎨⎩

𝑥̇3 = 𝑐0/(4𝑙
2
0 − (𝑥2

3 + 𝑥2
4))

2(𝑥1𝑢1 +
√
3(2𝑙0+

𝑥2)𝑢2)((2𝑙0 − 𝑥2)𝑢1 +
√
3𝑥1𝑢2),

𝑥̇4 = 0.5𝑐0/(4𝑙
2
0 − (𝑥2

3 + 𝑥2
4))

2((𝑥1𝑢1+√
3(2𝑙0 + 𝑥2)𝑢2)

2 − ((2𝑙0 − 𝑥2)𝑢1+√
3𝑥1𝑢2)

2)− 𝑔;

(44b)

𝑦𝑦𝑦 = [𝑥1, 𝑥2]
T. (44c)

其中: 𝑥1 和𝑥2 为转子的水平和垂直位置, 𝑥3 和𝑥4 为

转子的水平和垂直速度; 𝑢1 和𝑢2 为线圈电流, 即控制

量; 𝑙0 = 𝑙̂0(1 + 𝑟𝑙), 𝑙̂0 为气隙标称值; 𝑐0 = 𝑐0(1 + 𝑟𝑐),

𝑐0 = 4𝜇𝐴𝑁2/3𝑚, 𝑟𝑙 和 𝑟𝑐 为参数不确定.

设仿真条件为 𝑟𝑙 = 1.2%, 𝑟𝑐= −1.2%, 𝑙̂0= 9.45×
10−4 m, 𝜇 = 4π× 10−7 H/m, 𝐴 = 4π× 10−4 m2, 𝑁 =

300,𝑚=0.632 5 kg, 𝑔=9.81m/s2. 初始状态为 [𝑥1(0),

𝑥2(0), 𝑥3(0), 𝑥4(0)]
T = [2 × 10−4 m, 2× 10−4 m, 1.5 ×

10−2 m/s,−2× 10−2 m/s]T. 控制目标是𝒚跟踪期望

轨迹𝒚𝑑 = 10−4 × [1.0, 0.5]T m.

定义位置向量𝒙1 = [𝑥1, 𝑥2]
T, 速度向量𝒙2 =

[𝑥3, 𝑥4]
T, 𝒙 = [𝒙T

1 ,𝒙
T
2 ]

T, 控制输入𝒖 = [𝑢1, 𝑢2]
T. 则

式 (44)转换成严格块反馈的不确定非仿射非线性系

统, 即

𝒙̇1 = 𝒇1(𝒙1) + 𝑔1𝒙2 + 𝒅1(𝒙), (45a)

𝒙̇2 = 𝒇2(𝒙,𝒖) + 𝒅2(𝒙,𝒖), (45b)

𝑦𝑦𝑦 = 𝒙1. (45c)

其中: 𝒇1(𝒙1) = 𝒅1(𝒙) = 0; 𝑔1 = 𝐼2×2, 𝐼为单位阵;

𝒇2(𝒙,𝒖)为式 (44b)的右侧标称值; 𝒅2(𝒙,𝒖)为参数不

确定引起的复合干扰.

针对式 (45b), 采用引理 1给出其全局时变的仿

射非线性系统. 选取滤波器 (6)的参数 𝑘𝜁 = 50, RCND

参数如表 1所示, 控制器 (31)和 (37)的参数为𝑘1 =

0.2, 𝑘𝑟11 = 1, 𝑘2 = 0.5, 𝑘𝑟21 = 𝑘𝑟22 = 1, 𝜒 = 0.001,

𝜖 = 1× 10−7.

表 1 RCND参数

𝑣 𝜆10 𝜆11 𝜆20 𝜆21 𝜗 𝛼

𝑥∗
3 2 0.7 3 0.5 0.5 0.3

𝑥∗
4 3 0.3 5 0.8 0.2 0.3

𝑥3 2 0.3 3 0.5 0.5 0.3

𝑥4 2 0.3 3 0.5 0.5 0.3

首先, 采用不补偿复合干扰的控制器, 即式 (37)

中𝒅2 = 0; 然后利用式 (27)对𝒅2 估计, 并在式 (37)中

进行补偿. 得到的仿真曲线如图 4和图 5所示.
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图 4 转子位置跟踪曲线
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图 5 控制输入 (线圈电流)曲线

由图 4可以看出: 当存在复合干扰的情况时, 若

不补偿干扰, 则位置跟踪将产生较大的偏差; 而当采

用复合干扰估计算法 (27), 并在控制器 (37)中进行补

偿时, 系统具有良好的跟踪性能. 图 5反映了线圈电

流的有界性.

5 结结结 论论论

针对一类不确定非仿射非线性系统, 本文研究

了其跟踪控制器设计方案. 该方案首先给出了一种将

非仿射非线性系统近似为仿射非线性系统的时变方

法; 然后设计了一种快速收敛的微分器. 通过所设计

的微分器不仅能够实现复合干扰估计, 而且还可避免

Backstepping设计中微分膨胀问题. 基于所设计的近

似方法和快速收敛的微分器, 给出了一类不确定非仿

射非线性系统的鲁棒Backstepping控制器设计过程,

其中采用鲁棒项和非线性阻尼项来减少逼近误差和

近似方法中的动态误差. 仿真结果表明了本文方案的

可行性和有效性, 并为一类不确定非仿射非线性系统

的跟踪控制拓展出一种新的思路.
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