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摘 要: 研究一类脉冲依赖于状态的脉冲切换系统的最优控制问题.考虑了目标函数的两种情况: 当目标函数光滑

时,通过将跳跃瞬间转化为一个新的待优化参数,得到了该脉冲切换系统的必要最优性条件;当目标函数不光滑时,

利用非光滑分析的知识,得到了广义微分形式的必要最优性条件.算例分析验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: Optimal control problems are investigated for a class of impulsive and switching systems, where the transitions

are state-dependent. Two kinds of situations for the cost function are considered. When the cost function is smooth, by

parameterizing the jumping instants as a new parameter to be optimized, the necessary optimality conditions of the hybrid

systems are obtained. When the cost functional is nonsmooth, necessary optimality conditions of the generalized differential

form are presented by the knowledge of nonsmooth analysis. An example is given to illustrate the effectiveness of the

proposed method.
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0 引引引 言言言

混杂系统是指既包含连续变量子系统,又包含离

散变量子系统的一类复杂系统.在混杂系统中, 连续

变量和离散变量互相作用,使整个系统的运行状态在

整体上表现出离散位置的跳跃,在局部上表现出连续

状态的动态演化[1]. 在很多情况下, 只有利用混杂系

统才能较为准确地描述系统的动态行为.例如:汽车

的换挡行为,室内空调的“开”和“关”模式,具有间歇特

性和批处理的生产过程等.因此, 混杂系统在交通管

理系统、生产库存管理和机器人等领域得到了广泛的

应用.

近年来,混杂系统的最优控制受到了许多研究者

的关注. 文献 [2]提出了混杂系统最优切换的两阶段

算法; 文献 [3]通过将混杂系统嵌入到一个连续性系

统,从而得到原混杂问题的最优解.利用直接变分法

或间接方法,人们得到了各种不同的混杂必要最优性

条件[4-8].

作为一类重要且特殊的混杂系统,切换系统由一

些连续子系统和一定的切换法则所构成. 在切换系统

的实际工作过程中,由于受到外在环境的干扰或内在

系统发生故障等原因,系统的切换往往伴随着脉冲行

为,即系统的运行轨迹发生一定的跳变,这类系统被

称为脉冲切换系统.目前, 对脉冲切换系统的研究大

都集中在稳定性方面[9-14],而从最优控制的角度对该

类系统进行的研究相对较少. 在文献 [15-16]中,作者

研究了脉冲切换依赖于时间的脉冲切换系统的最优

控制.在实际生活中, 许多混杂系统状态的改变是事

件驱动的. 例如在机器人的设计中,可以要求机器人

到达一定位置时立即改变其状态. 因此,研究脉冲依

赖于状态的脉冲切换系统的最优控制具有重要的理
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论和现实意义.

本文研究一类事件驱动的脉冲切换系统的最优

控制问题.通过引入一个新的时间变量, 得到了这类

混杂系统连续运行过程及跳变时刻所满足的必要最

优性条件;而且,利用非光滑分析的知识,将该必要最

优性条件推广到广义微分形式. 算例分析表明了所得

结论的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识

考虑定义在固定区间 [𝑡0, 𝑡𝑁 ]上的脉冲切换系统⎧⎨⎩
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑥)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), ℎ(𝑥(𝑡)) ∕= 0;

𝑥(𝑡) 7→ 𝑥(𝑡) +𝐵𝜎(𝑥)𝑥(𝑡), ℎ(𝑥(𝑡)) = 0;

𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0;

𝑔(𝑥(𝑡𝑁 )) = 0.

(1)

其中: 𝜎 : [0,+∞) → {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}为切换法则; 𝑥(𝑡) ∈
𝑹𝑛为状态; Ω为𝑹𝑚中有界闭集; 𝑢(𝑡) ∈ Ω为控制;

𝐴𝜎(𝑡), 𝐵𝜎(𝑡)为𝑛 × 𝑛矩阵; 𝑓, ℎ, 𝑔关于其变量连续可

微.

设ℎ(𝑥(𝑡))存在有限个孤立零点 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁−1), 𝑡0 < 𝑡1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 ,且对于 ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑁 ]

∖ {𝑡1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑁−1}, 均有ℎ(𝑥(𝑡)) ∕= 0. 在切换控制和脉

冲作用下,系统 (1)在脉冲切换点 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 −
1)处由第 𝑖− 1个子系统进入第 𝑖个子系统.

设系统 (1)中的状态左连续, 即𝑥(𝑡𝑖) = 𝑥(𝑡−𝑖 ) =

lim𝑡→𝑡−𝑖
𝑥(𝑡),记𝑥(𝑡+𝑖 ) = lim𝑡→𝑡+𝑖

𝑥(𝑡).

下面给出本文研究的最优控制问题 (P):对于脉

冲切换系统 (1), 确定分片连续控制函数𝑢(𝑡)和脉冲

切换瞬间 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1),使得如下泛函最小:

𝐽 =

𝑁∑
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥(𝑡𝑖)) +
w 𝑡𝑁

𝑡0
𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))d𝑡. (2)

其中: 𝜑𝑖和𝐿关于其变量连续可微, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

利用函数ℎ(𝑥(𝑡))的特点,问题 (P)等价于如下问

题 (Q):对于系统⎧⎨⎩

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),

𝑡 ∈ (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

𝑥(𝑡+𝑖 ) = (𝐼𝑛 +𝐵𝑖)𝑥(𝑡𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

ℎ(𝑥(𝑡𝑖)) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0;

𝑔(𝑥(𝑡𝑁 )) = 0.

确定分片连续控制函数𝑢(𝑡)和脉冲切换瞬间 𝑡𝑖 (𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1),使得如下泛函最小:
𝑁∑
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥(𝑡𝑖)) +

𝑁∑
𝑖=1

w 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))d𝑡.

下面介绍一些非光滑分析方面的知识,详细可参

见文献 [17].

设𝜑 : 𝑹𝑛 → 𝑹在点𝑥处下半连续,则函数𝜑在

该点的Fr𝑒chet下微分 ∂̂𝜑(𝑥)定义为{
𝑥∗ ∈ 𝑹𝑛∣ lim inf

𝑦→𝑥

𝜑(𝑦)− 𝜑(𝑥)− ⟨𝑥∗, 𝑦 − 𝑥⟩
∣∣𝑦 − 𝑥∣∣ ⩾ 0

}
.

设𝜑 : 𝑹𝑛 → 𝑹在点𝑥处上半连续,则函数𝜑在

该点的Fr𝑒chet上微分 ∂̂+𝜑(𝑥)定义为{
𝑥∗ ∈ 𝑹𝑛∣ lim sup

𝑦→𝑥

𝜑(𝑦)− 𝜑(𝑥)− ⟨𝑥∗, 𝑦 − 𝑥⟩
∣∣𝑦 − 𝑥∣∣ ⩽ 0

}
.

例如在实数域中,设𝜑(𝑥) = ∣𝑥∣,则 ∂̂𝜑(0) = [−1, 1]且

∂̂+𝜑(0) = ∅.

设𝜑 : 𝑹𝑛 → 𝑹在点𝑥处连续,则函数𝜑在该点

的 Fr𝑒chet微分∇𝜑(𝑥)定义为{
𝑥∗ ∈ 𝑹𝑛∣ lim

𝑦→𝑥

𝜑(𝑦)− 𝜑(𝑥)− ⟨𝑥∗, 𝑦 − 𝑥⟩
∣∣𝑦 − 𝑥∣∣ = 0

}
.

由定义可知, Fr𝑒chet微分是普通微分的推广,当函数

光滑时, Fr𝑒chet微分即为普通微分.

2 最最最优优优性性性条条条件件件

下面给出问题 (P)的必要最优性条件.为方便起

见,记 𝜏 = (𝑡1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑁−1).

定定定理理理 1 设 (𝜏0, 𝑥0, 𝑢0)为问题 (P)的弱极小值

点, 则存在分片连续的变量𝜆(𝑡) : [𝑡0, 𝑡𝑁 ] → 𝑹𝑛, 乘

子𝜇 ∈ 𝑹, 𝜆0 ∈ 𝑹以及 𝜉𝑖 ∈ 𝑹 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 −1),使

得对于𝐻(𝑥, 𝑢, 𝜆) = 𝜆0𝐿(𝑥, 𝑢) + 𝜆T[𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑢)]

及 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑁 ],有

𝜆̇(𝑡) = −𝜆0
∂𝐿

∂𝑥
−
(
𝐴𝑖 +

∂𝑓

∂𝑥

)T

𝜆(𝑡); (3)

𝑢0(𝑡) = argmin{𝐻(𝑥0(𝑡), 𝑢, 𝜆0, 𝜆(𝑡))∣𝑢 ∈ Ω}; (4)

𝐻[𝑡0+𝑖 ] = 𝐻[𝑡0−𝑖 ]; (5)

𝜆(𝑡0−𝑖 ) = 𝜆0
∂[𝜑𝑖(𝑥

0(𝑡0𝑖 ))]

∂𝑥(𝑡𝑖)
+ 𝜉𝑖

∂[ℎ(𝑥0(𝑡0𝑖 ))]

∂𝑥(𝑡𝑖)
+

(𝐼𝑛 +𝐵𝑖)
T
𝜆(𝑡0+𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁−1; (6)

𝜆(𝑡𝑁 ) = 𝜆0
∂𝜑𝑁

∂𝑥(𝑡𝑁 )
+ 𝜇

∂𝑔

∂𝑥(𝑡𝑁 )
. (7)

证证证明明明 令

𝑥𝑖(𝑠) = 𝑥(𝑡𝑖−1 + 𝑠(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)),

𝑢𝑖(𝑠) = 𝑢(𝑡𝑖−1 + 𝑠(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)),

𝑠 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
则对于 𝑠 ∈ [0, 1], 问题 (Q)可化为如下古典最优控制

问题 (R):对于系统⎧⎨⎩

𝑥𝑖(𝑠) = (𝑡𝑖(𝑠)− 𝑡𝑖−1(𝑠))[𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑠)+

𝑓(𝑥𝑖(𝑠), 𝑢𝑖(𝑠))], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

𝑡𝑖(𝑠) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

𝑥𝑖+1(0) = (𝐼𝑛 +𝐵𝑖)𝑥𝑖(1), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

ℎ(𝑥𝑖(1)) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

𝑥1(0) = 𝑥0;

𝑔(𝑥𝑁 (1)) = 0.
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确定分片连续的控制函数𝑢(𝑡)和脉冲切换瞬间 𝑡𝑖 (𝑖

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1),使得如下泛函最小:
𝑁∑
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥𝑖(1))+

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
[(𝑡𝑖(𝑠)− 𝑡𝑖−1(𝑠))𝐿(𝑥𝑖(𝑠), 𝑢𝑖(𝑠))]d𝑠,

其中 𝑠 ∈ [0, 1].

对于问题 (R)应用古典最优控制问题的必要最

优性条件,存在𝜆𝑖(𝑠) ∈ 𝑹𝑛 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁), 𝜆∗
𝑖 (𝑠) ∈

𝑹 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1), 𝜉𝑖 ∈ 𝑹, 𝜔𝑖 ∈ 𝑹𝑛 (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1),使得对于

𝐻̂(𝑥, 𝑢, 𝜆) =

𝑁∑
𝑖=1

{(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)[𝜆0𝐿(𝑥𝑖, 𝑢𝑖) + 𝜆T
𝑖 (𝐴𝑖 + 𝑓(𝑥𝑖, 𝑢𝑖))]},

𝜙(𝑥, 𝑢) =

𝜆0

[ 𝑁∑
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥𝑖(1))
]
+

𝑁−1∑
𝑖=1

𝜉𝑖ℎ(𝑥𝑖(1))+

𝑁−1∑
𝑖=1

𝜔T
𝑖 [𝑥𝑖+1(0)− (𝐼𝑛 +𝐵𝑖)𝑥𝑖(1)] + 𝜇𝑔(𝑥𝑁 (1)),

有

𝜆̇∗
𝑖 (𝑠) = −∂𝐻̂(𝑥0, 𝑢0, 𝜆𝑖)

∂𝑡𝑖
= −𝐻𝑖(𝑥

0
𝑖 , 𝑢

0
𝑖 , 𝜆𝑖),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1; (8)

𝜆∗
𝑖 (0) = −∂𝜙(𝑥0, 𝑢0)

∂𝑡𝑖(0)
= 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1; (9)

𝜆∗
𝑖 (1) =

∂𝜙(𝑥0, 𝑢0)

∂𝑡𝑖(1)
= 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (10)

对于定常系统,哈密尔顿函数沿最优轨道为常数. 由

式 (8)可知𝜆∗
𝑖 (𝑠)在 [0, 1]上为线性函数, 结合边界条

件 (9)和 (10),得到连续性条件 (5). 同时,可以得到

𝜆̇𝑖(𝑠) = −∂𝐻̂(𝑥0, 𝑢0, 𝜆𝑖)

∂𝑥𝑖
=

− (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)
[
𝜆0

∂𝐿

∂𝑥𝑖
−
(
𝐴T

𝑖 +
∂𝑓

∂𝑥𝑖

)
𝜆𝑖(𝑡)

]
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; (11)

𝜆𝑖+1(0) = −∂𝜙(𝑥0, 𝑢0)

∂𝑥𝑖+1(0)
= −𝜔𝑖,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1; (12)

𝜆𝑖(1) =
∂𝜙(𝑥0, 𝑢0)

∂𝑥𝑖(1)
=

𝜆0
∂𝜙𝑖(𝑥𝑖(1))

∂𝑥𝑖(1)
+ 𝜉𝑖

∂ℎ(𝑥𝑖(1))

∂𝑥𝑖(1)
− (𝐼𝑛 +𝐵𝑖)

T𝜔𝑖,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1; (13)

𝜆𝑁 (1) =
∂𝜙(𝑥0, 𝑢0)

∂𝑥𝑁 (1)
= 𝜆0

∂𝜙𝑁

∂𝑥𝑁 (1)
+ 𝜇

∂𝑔

∂𝑥𝑁 (1)
; (14)

𝑢0(𝑠) = argmin{𝐻̂(𝑥0(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝜆0, 𝜆(𝑠))∣𝑢 ∈ Ω}.
(15)

利用

𝜆𝑖(𝑡) = 𝜆𝑖

( 𝑡− 𝑡𝑖−1

𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1

)
, 𝑡 ∈ [𝑡0𝑖−1, 𝑡

0
𝑖 ], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

由式 (11)可得 (3),由式 (12)和 (13)可得 (6),由式 (14)

和 (15)可得 (7)和 (5). □

定理 1给出的必要最优性条件推广了文献 [15]

的结论.文献 [15]给出了时间依赖的脉冲切换系统在

连续运行区间上所满足的最优性条件.定理 1对于状

态依赖的脉冲切换系统,给出了其在连续运行过程及

跳变时刻所满足的最优性条件.

利用定理 1,原最优控制问题可以转化为一边界

值问题.该边界值问题可由解析方法或数值方法解决.

例例例 1 设脉冲切换系统由如下两个子系统组成:[
𝑘̇(𝑡)

𝑙(𝑡)

]
=

[
0 −1

0 0

][
𝑘(𝑡)

𝑙(𝑡)

]
+

[
1

−1

]
𝑢, (16)[

𝑘̇(𝑡)

𝑙(𝑡)

]
=

[
−1 1

0 0

][
𝑘(𝑡)

𝑙(𝑡)

]
+

[
0

1

]
𝑢, (17)

其中 ∣𝑢∣ ⩽ 1,其边界条件为[
𝑘(0)

𝑙(0)

]
=

[
0

0

]
,

[
𝑘(2)

𝑙(2)

]
=

[
3

2

]
. (18)

设系统由初始点开始沿子系统 (16)运行,遇到条

件 𝑘(𝑡) − 1

2
𝑙(𝑡) = −2时,系统的状态产生如下脉冲后

并沿第 2个子系统继续运行:[
𝑘(𝑡+)

𝑙(𝑡+)

]
=

[
−3 0

0 3/2

][
𝑘(𝑡)

𝑙(𝑡)

]
. (19)

求最优控制𝑢(𝑡)及脉冲切换点 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁),

使
1

5

𝑁∑
𝑖=1

𝑘2(𝑡𝑖) +
w 2

0
(𝑙(𝑡)− 𝑢(𝑡))d𝑡取最小.

为简单起见,假设切换函数 𝑘(𝑡)− 1

2
𝑙(𝑡) = −2在

区间 [0, 2]上只有一个根 𝑡1.下面将在区间 [0, 𝑡1]和

(𝑡1, 2]上考虑方程解的情况.

在 [0, 𝑡1]上, 记𝐻(𝑡) = 𝑙(𝑡) − 𝑢(𝑡) + 𝜆1(𝑡)(𝑙(𝑡) +

𝑢(𝑡))− 𝜆2(𝑡)𝑢(𝑡),由式 (3)可得{
𝜆1(𝑡) = 𝑐1,

𝜆2(𝑡) = (𝑐1 − 1)𝑡+ 𝑐2.
(20)

利用式 (4)和 (20),得

𝑢(𝑡) =

{
−1, (𝑐1 − 1)𝑡− 𝑐1 + 𝑐2 − 1 < 0;

1, (𝑐1 − 1)𝑡− 𝑐1 + 𝑐2 − 1 < 0.
(21)

其中 𝑐1, 𝑐2为𝑹中任意常数. 利用式 (16), (18)和 (21),

得

𝑘(𝑡) =

⎧⎨⎩
−1

2
𝑡2 − 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚];

1

2
𝑡2 − 2𝑡𝑚𝑡+ 𝑡+ 𝑡𝑚

2 − 2𝑡𝑚, 𝑡 ∈ (𝑡𝑚, 𝑡1];
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𝑙(𝑡) =

{
𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚];

−𝑡+ 2𝑡𝑚, 𝑡 ∈ (𝑡𝑚, 𝑡1].

其中 𝑡𝑚为方程 (𝑐1 − 1)𝑡− 𝑐1 + 𝑐2 − 1 = 0的根.

在 (𝑡1, 2]上,利用同样的方法可以得到{
𝜆1(𝑡) = 𝑐3e

𝑡,

𝜆2(𝑡) = −𝑐3e
𝑡 − 𝑡+ 𝑐4;

𝑢(𝑡) =

{
−1, 𝑐3e

𝑡 + 𝑡− 𝑐4 + 1 < 0;

1, 𝑐3e
𝑡 + 𝑡− 𝑐4 + 1 > 0;

𝑘(𝑡) =

{
2(e2 − e𝑡𝑛)e−𝑡 − 𝑡+ 2𝑡𝑛 + 1, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡𝑛];

2e2−𝑡 + 𝑡− 1, 𝑡 ∈ (𝑡𝑛, 2];

𝑙(𝑡) =

{
−𝑡+ 2𝑡𝑛, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡𝑛];

−𝑡, 𝑡 ∈ (𝑡𝑛, 2].

其中: 𝑐3, 𝑐4为𝑹中任意常数; 𝑡𝑛为方程 𝑐3e
𝑡+ 𝑡− 𝑐4+

1 = 0的根.由跳跃性条件 (6)可得{
𝜆1(𝑡

−) = 0.4𝑘(𝑡) + 𝜉 − 3𝜆1(𝑡
+),

𝜆2(𝑡
−) = −0.5𝜉 + 1.5𝜆2(𝑡

+).
(22)

利用式 (5), (19), (22), 𝑘(𝑡1)+ 𝑙(𝑡1) = 3, (𝑐1−1)𝑡− 𝑐1+

𝑐2 − 1 = 0和 𝑐3e
𝑡 + 𝑡− 𝑐4 + 1 = 0,可以得到含有 8个

未知数的 8个方程. 采用求解非线性方程组的牛顿法,

得到脉冲切换点 𝑡1 = 1.189 7,控制变量

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩
−1, 𝑡 ∈ [0, 1.033 6];

1, 𝑡 ∈ (1.033 6, 1.189 7];

−1, 𝑡 ∈ (1.189 7, 1.253 0];

1, 𝑡 ∈ (1.253 0, 2].

控制变量、协态变量和状态变量的曲线如图 1∼图 3

所示.

当目标函数中的切换费用函数和终端费用函数

不光滑时, 定理 1中的式 (6)和 (7)不再成立. 下面给

-2

0

1

2

-1

0 0.5 1.0 1.5 2.0
t /s

u
t(
)

图 1 例 1中的控制变量

0 0.5 1.0 1.5 2.0
-2

0

1

2

-1

t /s

λ
1
,
λ

2

λ1

λ2

图 2 例 1中的协态变量

0 0.5 1.0 1.5 2.0
-2

0

2

t /s

x
1
,
x

2

x1

x2

4

图 3 例 1中的状态变量

出这种情况下, 问题 (P)的广义微分形式的必要最优

性条件.首先引入如下引理[8,17]:

引引引理理理 1 设𝜑 : 𝑋 → 𝑹且 ∣𝜑(𝑥̄)∣ < ∞, 则对于

任意𝑥∗ ∈ ∂̂𝜑(𝑥̄), 存在函数 𝑠 : 𝑋 → 𝑹, 满足 𝑠(𝑥̄) =

𝜑(𝑥̄),且当𝑥 ∈ 𝑋时, 𝑠(𝑥) ⩽ 𝜑(𝑥),使得 𝑠(𝑥)在点 𝑥̄处

Fr𝑒chet可微,且∇𝑠(𝑥̄) = 𝑥∗.

定定定理理理 2 设 (𝜏0, 𝑥0, 𝑢0)为问题 (P)的弱极小值,

𝜑𝑖在𝑥0(𝑡0𝑖 )处Fr𝑒chet次可微, 则对于任意𝑥∗(𝑡0𝑖 ) ∈
∂̂+𝜑𝑖(𝑥

0(𝑡0𝑖 )) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)及 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑁 ],有

𝜆̇(𝑡) = −𝜆0
∂𝐿

∂𝑥
−
(
𝐴𝑖 +

∂𝑓

∂𝑥

)T

𝜆(𝑡), (23)

𝜆(𝑡𝑁 ) = 𝜆0𝑥
∗(𝑏) + 𝜇

∂𝑔

∂𝑥(𝑡𝑁 )
, (24)

𝑢0(𝑡) = argmin{𝐻(𝑥0(𝑡), 𝑢, 𝜆0, 𝜆(𝑡))∣𝑢 ∈ Ω}, (25)

𝐻[𝑡0+𝑖 ] = 𝐻[𝑡0−𝑖 ], (26)

𝜆(𝑡0−𝑖 ) = 𝜆0𝑥
∗(𝑡0𝑖 ) + 𝜉𝑖

∂[ℎ(𝑥0(𝑡0𝑖 ))]

∂𝑥(𝑡𝑖)
+

(𝐼𝑛 +𝐵𝑖)
T
𝜆(𝑡0+𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁−1. (27)

证证证明明明 对于任意𝑥∗(𝑡0𝑖 )∈ ∂̂+𝜑𝑖(𝑥
0(𝑡0𝑖 )),对−𝑥∗(𝑡0𝑖 )

应用引理 1可知,存在 𝑠𝑖满足 𝑠𝑖(𝑥
0(𝑡0𝑖 )) = 𝜑𝑖(𝑥

0(𝑡0𝑖 )),

且在𝑥0(𝑡0𝑖 )的某领域内 𝑠𝑖(𝑥(𝑡𝑖)) ⩽ 𝜑𝑖(𝑥(𝑡𝑖)). 而且 𝑠𝑖

在𝑥0(𝑡0𝑖 )处 Fr𝑒chet可微,其Fr𝑒chet微分∇𝑠𝑖(𝑥
0(𝑡0𝑖 ))=

𝑥∗(𝑡0𝑖 ) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁). 因此, (𝜏0, 𝑥0, 𝑢0)为如下问题

(T)的弱极小值:对于脉冲切换系统 (1),确定分段连续

控制函数𝑢(𝑡)和脉冲切换瞬间 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁−1),

使得如下泛函最小:

𝐽 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑠𝑖(𝑥(𝑡𝑖)) +
w 𝑡𝑁

𝑡0
𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))d𝑡.

利用定理 1的结论和∇𝑠𝑖(𝑥
0(𝑡0𝑖 )) = 𝑥∗(𝑡0𝑖 )即可得证.

□

3 结结结 论论论

系统的脉冲和切换特性导致该系统解的非光滑

性, 因此仅限于以光滑函数作为目标函数往往不能

很好地刻画和研究相应的最优性条件.本文针对一类

事件驱动的脉冲切换系统,研究了其目标函数光滑和

非光滑时的最优控制问题.首先根据系统的特点, 将

原问题转化为可变区间上的混杂问题, 通过引入一

个新的时间变量, 将可变区间上的问题转化为固定
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区间上的光滑最优控制问题; 然后利用光滑最优控

制问题的必要条件, 得到原问题的必要最优性条件;

最后利用非光滑的知识, 将该必要最优性条件推广

到Fr𝑒chet上微分形式. 算例分析结果表明,在切换瞬

间, 哈密尔顿函数连续,而伴随变量则满足一定的跳

跃性条件.
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