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摘 要: 针对具有不同维数非线性节点的非线性耦合复杂动态网络, 首先给出了它的模型和实现同步的假设;

然后基于不变流形给出了该类复杂网络同步的定义, 并设计了分散动态补偿控制器, 提出了同步方案; 最后运用

Lyapunov稳定性理论进行了理论证明,并通过数值仿真验证了该同步方案的有效性.
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Abstract: For complex dynamical networks with nonlinear different-dimension nodes and coupling functions, a general

network model is proposed. For this kind of network, some assumptions are given to achieve its synchronization, and the

synchronous definition is presented based on the invariant manifold. Furthermore, decentralized dynamical compensation

controllers are synthesized and the synchronization scheme is given. Finally, the synchronous theorem is proved rigorously

by using Lyapunov stability theory, and a numerical example is given to verify the effectiveness of the proposed scheme.
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0 引引引 言言言

近年来,复杂动态网络已经成为科学界和工程界

非常活跃的研究对象.同步是复杂网络的一种重要的

动态行为,无论是时滞的还是非时滞的复杂网络同步

都得到了广泛的研究[1-16]. 复杂网络一般要通过对节

点施加控制才能实现同步,因此, 复杂网络同步控制

器的设计无论在理论研究还是实际应用中都是极其

重要的. 目前,人们已经提出了很多实现复杂网络同

步的控制方法. 文献 [1]通过分散线性控制实现了具

有线性耦合和不同维数线性节点的复杂网络同步.文

献 [13]基于牵制控制提出了具有时滞和非时滞耦合

的复杂网络全局同步的充分条件.文献 [16]基于自适

应控制提出了一类时滞和非时滞耦合的复杂动态网

络全局同步准则.

然而, 在大部分现有的复杂网络同步研究成果

中, 基本的假设是其各节点动态行为相同[6-11,13-16]或

者带有内部状态线性耦合[1-5,10-16]. 但在工程问题中,

有许多复杂动态网络具有不同节点或者节点间本质

上是非线性耦合的[7],与具有相同节点的复杂网络相

比,这类网络的动态行为更加复杂[12]. 目前,对具有不

同节点的网络同步的研究尚处于起步阶段. 文献 [2-

5,12]研究了具有不同节点复杂网络的同步问题,但其

网络中所有节点状态维数相同.文献 [1]提出的同步

方案尽管适用于节点具有不同维数的复杂网络,但其

节点是线性的且节点间耦合也是线性的. 非线性耦合

复杂网络的同步虽有研究[7-9], 但它们的节点动态行

为都相同.在实际网络中还存在许多网络, 它们的节

点在本质或表面上具有相同或相似的特性[1,17],这些
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节点称为相似节点(其特殊情况是相同节点). 如果网

络是由不同维数的非线性相似节点以及非线性耦合

函数构成, 则该网络将具有复杂的动态行为,但现有

的同步方法不适用于该类网络. 鉴于以上讨论,研究

具有不同维数的非线性相似节点和非线性耦合函数

的复杂网络的同步控制是非常必要的.

本文以具有不同维数的非线性相似节点和非线

性耦合的复杂网络为研究对象,首先, 给出了该类网

络的数学模型及两个假设; 然后, 基于不变流形定

义了该类网络的同步;再次, 通过设计分散动态补偿

控制器, 提出了该类网络渐近同步的控制算法, 并基

于Lyapunov稳定性理论对该算法进行了严格的证明;

最后,通过数值仿真验证了本文同步方案的有效性.

1 复复复杂杂杂动动动态态态网网网络络络模模模型型型

考虑由𝑁个非线性节点经由非线性耦合的复杂

动态网络

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥𝑖) + 𝛿

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑐𝑖𝑗ℎ𝑖(𝑥𝑖)(𝜑𝑗(𝑥𝑗)−

𝜑𝑖(𝑥𝑖)) + 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (1)

其中: 𝑥𝑖∈𝑅𝑛𝑖为状态向量; 𝑓𝑖 : 𝑅𝑛𝑖 →𝑅𝑛𝑖和𝜑𝑖 : 𝑅
𝑛𝑖

→𝑅𝑛1为函数向量; 𝑢𝑖 ∈𝑅𝑚为控制输入; ℎ𝑖 :𝑅
𝑛𝑖 →

𝑅𝑛𝑖×𝑛1和 𝑔𝑖 :𝑅
𝑛𝑖 →𝑅𝑛𝑖×𝑚为函数矩阵; ℎ𝑖(𝑥𝑖)𝜑𝑗(𝑥𝑗) :

𝑅𝑛𝑗 → 𝑅𝑛𝑖为内部耦合函数向量; 正实数 𝛿为耦合

强度; 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑁×𝑁为外部耦合结构矩阵,其中如果

节点 𝑖和节点 𝑗(𝑖 ∕= 𝑗)有连接, 则 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 > 0, 否则

𝑐𝑖𝑗 = 0,且满足耗散条件,即 𝑐𝑖𝑖 = −
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑐𝑖𝑗 .

假假假设设设 1 设式 (1)中𝑢𝑖 = 𝛼𝑖(𝑥𝑖)+𝛽𝑖(𝑥𝑖)𝑣𝑖, 𝜑𝑖为

光滑映射,且满足
∂𝜑𝑖(𝑥𝑖)

∂𝑥𝑖
(𝑓𝑖(𝑥𝑖) + 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝛼𝑖(𝑥𝑖)) =

𝑓1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)) + 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝛼1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)), (2)

∂𝜑𝑖(𝑥𝑖)

∂𝑥𝑖
𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝛽𝑖(𝑥𝑖) = 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝛽1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)). (3)

其中: 𝛼𝑖(𝑥𝑖) ∈ 𝑅𝑚和 𝛽𝑖(𝑥𝑖) ∈ 𝑅𝑚×𝑚分别为光滑映

射和可逆光滑函数阵, ∂𝜑𝑖(𝑥𝑖)/∂𝑥𝑖 = (∂𝜑𝑖𝑘(𝑥𝑖)/

∂𝑥𝑖𝑗)𝑛1×𝑛𝑖(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑖)为𝜑𝑖

的𝑛1 × 𝑛𝑖阶的 Jacobian矩阵.

注注注 1 式 (2)和 (3)表明网络 (1)中的𝑁个节点

具有某些相似的内部动态行为[1,17] (这些节点可以称

为相似节点,它们的状态维数不需要相同),因此满足

假设 1的复杂网络 (1)是由𝑁个相似节点通过非线性

耦合构成的, 𝜑𝑖, 𝛼𝑖, 𝛽𝑖称为一组相似参数. 一般地,同

一个网络存在许多组相似参数,相似参数的求解可参

考文献 [17].

注注注 2 动态网络 (1)中的节点允许是不同维数

的, 这与文献 [6-11,13-16](所有节点都相同)和文献

[2-5,12] (节点不同但其状态维数相同)中的网络是不

同的;动态网络 (1)的耦合函数允许是非线性的,这与

文献 [1]中的网络 (节点维数不同但耦合为线性的)是

不同的.

为了实现复杂动态网络 (1)的渐近同步,需给出

另一假设和引理.

假假假设设设 2 对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛1 ,存在非负常数

𝜇 ∈ 𝑅,满足

(𝑥− 𝑦)T(𝑓1(𝑥)− 𝑓1(𝑦)) ⩽ 𝜇(𝑥− 𝑦)T(𝑥− 𝑦). (4)

注注注 3 复杂网络 (1)中仅要求 𝑓1满足式 (4). 事

实上, 很多的系统 (如Lorenz和Rössler系统、Chua电

路等)都满足假设 2.

引引引理理理 1 记

𝑐̃ =

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

𝑐2𝑖𝑗 , 𝐻̃𝑖(𝑥𝑖) =
∂𝜑𝑖(𝑥𝑖)

∂𝑥𝑖
ℎ𝑖(𝑥𝑖),

如果 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔
T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖)) > 0 (正定), 则一定存在实

数 𝑑 > 0,使得对任意的 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,满足(
𝜇+

𝛿𝑐̃

2

)
𝐼𝑛1 − 𝑑𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔

T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))+

𝛿𝑁

2
𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)𝐻̃

T
𝑖 (𝑥𝑖) < 0, (5)

其中 𝐼𝑛1是𝑛1阶的单位阵.

证证证明明明 设𝜆𝑔
𝑘和𝜆𝐻

𝑖𝑘分别为 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔
T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))和

𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)𝐻̃
T
𝑖 (𝑥𝑖)的特征值, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑛1, 则𝜆𝑔
𝑘 > 0, 𝜆𝐻

𝑖𝑘 ⩾ 0. 记𝜆𝑔 = min
1⩽𝑘⩽𝑛1

{𝜆𝑔
𝑘}, 𝜆𝐻 =

max
1⩽𝑖⩽𝑁

max
1⩽𝑘⩽𝑛1

{𝜆𝐻
𝑖𝑘},则有(

𝜇+
𝛿𝑐̃

2

)
𝐼𝑛1 − 𝑑𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔

T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))+

𝛿𝑁

2
𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)𝐻̃

T
𝑖 (𝑥𝑖) ⩽(

𝜇+
𝛿𝑐̃

2
− 𝑑𝜆𝑔 +

𝛿𝑁

2
𝜆𝐻

)
𝐼𝑛1 . (6)

只要取 𝑑 >
𝜇

𝜆𝑔
+

𝛿𝑐̃

2𝜆𝑔
+

𝛿𝑁𝜆𝐻

2𝜆𝑔
,则由式 (6)可知式 (5)

成立. 2
2 分分分散散散动动动态态态补补补偿偿偿同同同步步步控控控制制制器器器的的的设设设计计计

考虑复杂动态网络 (1). 本文的控制目标是: 在假

设 1和假设 2成立的条件下,设计分散动态补偿控制

器,使复杂动态网络 (1)实现渐近同步.首先基于不变

流形给出复杂网络 (1)同步的定义.

定定定义义义 1 考虑复杂动态网络 (1), 令𝑥𝑖为式 (1)

的解. 如果假设 1成立, 则𝑆 = {𝑥= (𝑥T
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥T

𝑁 )T ∈
𝑅𝑛1+⋅⋅⋅+𝑛𝑁 ∣𝜑𝑖(𝑥𝑖) = 𝜑𝑗(𝑥𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}称为
复杂网络 (1)的同步流形.

若假设 1和假设 2成立, 设计复杂网络 (1)的分

散动态补偿控制器如下:
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𝑢𝑖 = 𝛼𝑖(𝑥𝑖) + 𝛽𝑖(𝑥𝑖)𝑣𝑖, (7a)

𝑣𝑖 = 𝛽−1
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))(𝑔

T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑑𝑖𝑒𝑖 − 𝛼1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))); (7b)

𝑑𝑖 = −𝑘𝑖𝑒
T
𝑖 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔

T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑒𝑖. (8)

其中: 𝑠 ∈ 𝑅𝑛1为一孤立节点的状态向量, 且满足 𝑠̇

= 𝑓1(𝑠), 𝑒𝑖 = 𝜑𝑖(𝑥𝑖) − 𝑠为同步误差, 0 < 𝑘𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

定定定理理理 1 考虑复杂动态网络 (1), 如果假设 1和

假设 2成立且 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔
T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖)) > 0, 则动态补偿

系统 (8)和分散控制器 (7)能够保证

lim
𝑡→∞

∥𝜑𝑖(𝑥𝑖)− 𝑠∥ = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (9)

即复杂动态网络 (1)实现了渐近同步.

证证证明明明 由于𝐶满足耗散条件,由假设 1和控制器

(7)得复杂动态网络 (1)的同步误差方程为

𝑒̇𝑖 =
∂𝜑𝑖(𝑥𝑖)

∂𝑥𝑖
𝑥̇𝑖 − 𝑠̇ =

∂𝜑𝑖(𝑥𝑖)

∂𝑥𝑖

[
𝑓𝑖(𝑥𝑖) + 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝛼𝑖(𝑥𝑖) + 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝛽𝑖(𝑥𝑖)𝑣𝑖+

𝛿

𝑁∑
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗ℎ𝑖(𝑥𝑖)𝜑𝑗(𝑥𝑗)
]
−
(
𝑓1(𝑠) + 𝛿

𝑁∑
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)𝑠
)
=

𝑓1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)) + 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))(𝛼1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)) + 𝛽1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑣𝑖)−

𝑓1(𝑠) + 𝛿

𝑁∑
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)(𝜑𝑗(𝑥𝑗)− 𝑠) =

𝑓1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))− 𝑓1(𝑠) + 𝑑𝑖𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔
T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑒𝑖+

𝛿

𝑁∑
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)𝑒𝑗 . (10)

取正定函数𝑉 =

𝑁∑
𝑖=1

(𝑒T𝑖 𝑒𝑖
2

+
(𝑑𝑖 + 𝑑)2

2𝑘𝑖

)
,则由假设 2、

式 (8)和 (10)得

𝑉̇ =

𝑁∑
𝑖=1

𝑒T𝑖 𝑒̇𝑖 +

𝑁∑
𝑖=1

(𝑑𝑖 + 𝑑)

𝑘𝑖
𝑑𝑖 ⩽

𝜇

𝑁∑
𝑖=1

𝑒T𝑖 𝑒𝑖 − 𝑑

𝑁∑
𝑖=1

𝑒T𝑖 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔
T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑒𝑖+

𝛿

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

𝑒T𝑖 𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)𝐻̃
T
𝑖 (𝑥𝑖)𝑒𝑖 + 𝑐2𝑖𝑗𝑒

T
𝑗 𝑒𝑗

2
⩽

𝑁∑
𝑖=1

𝑒T𝑖

[(
𝜇+

𝛿𝑐̃

2

)
𝐼𝑛1

− 𝑑𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔
T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))+

𝛿𝑁

2
𝐻̃𝑖(𝑥𝑖)𝐻̃

T
𝑖 (𝑥𝑖)

]
𝑒𝑖. (11)

由引理 1及式 (11)知 𝑉̇ < 0. 2
3 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑下面由混沌Lü系统等 10个节点组成的非

线性耦合小世界网络,网络中各孤立节点动态方程为

𝑥̇1 = 𝑓1(𝑥1) =

⎡⎢⎣ 𝑎(𝑥12 − 𝑥11)

−𝑥11𝑥13 + 𝑐1𝑥12

𝑥11𝑥12 − 𝑏𝑥13

⎤⎥⎦ ,

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎(𝑥𝑖2 − 𝑥𝑖1) + 𝑥𝑖4

−𝑥𝑖1𝑥𝑖3 + 𝑐2𝑥𝑖2

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝑏𝑥𝑖3

𝑥𝑖1𝑥𝑖3 + 𝑑𝑥𝑖4

arctan𝑥𝑖5

...

arctan𝑥𝑖,𝑖+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (12)

其中: 𝑎 = 36, 𝑏 = 3, 𝑐1 = 28, 𝑐2 = 20, 𝑑 = 1, 𝑖 = 2,

3, ⋅ ⋅ ⋅ , 10,孤立节点 𝑠的状态方程为 𝑠̇ = 𝑓1(𝑠). 式 (12)

表明网络中每个孤立节点都是非线性的且彼此维数

不同.容易通过仿真验证上列各孤立节点 (12)都是无

规则振荡的振子.

不失一般性,网络中其他参量如下:

𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)) = 𝐼3

𝑔𝑖(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣ 1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1

⎤⎥⎦
T

3×𝑛𝑖

,

𝜑𝑖(𝑥𝑖) = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, 𝑥𝑖3)
T,

𝛼𝑘(𝑥𝑘) = (−𝑥𝑘4 + 𝑎(𝑥𝑘1 − 𝑥𝑘2),−𝑐2𝑥𝑘2, 𝑏𝑥𝑘3)
T,

𝛼1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)) = (𝑎(𝑥𝑖1 − 𝑥𝑖2),−𝑐1𝑥𝑖2, 𝑏𝑥𝑖3)
T,

𝛽𝑖(𝑥𝑖) = 𝛽1(𝜑𝑖(𝑥𝑖)) = 𝐼3,

ℎ𝑖(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sin𝑥𝑖1 0 0

0 sin𝑥𝑖2 0

0 0 sin𝑥𝑖3

...
...

...

0 0 sin𝑥𝑖,𝑛𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (13)

容易验证假设 1和假设 2成立,且 𝑔1(𝜑𝑖(𝑥𝑖))𝑔
T
1 (𝜑𝑖(𝑥𝑖))

> 0. 设由方程 (12)中的节点按图 1的方式耦合成小

世界网络,其外部耦合矩阵𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑁×𝑁 ,如果节点 𝑖

与节点 𝑗(𝑖 ∕= 𝑗)有连接,则 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 = 1,否则 𝑐𝑖𝑗 = 0.

定义复杂动态网络 (1)的总同步误差为

∥𝑒∥ =

√√√⎷ 10∑
𝑖=1

3∑
𝑗=1

𝑒2𝑖𝑗 , (14)

总同步误差曲线如图 2所示.

图 2表明, 通过使用分散动态补偿控制器 (7)和

(8), 图 1中具有不同维数非线性节点和非线性耦合

的复杂动态网络 (1)达到了渐近同步,说明了本文定

理 1的有效性. 值得注意的是, 本例中的网络节点含

有对初值极其敏感的混沌节点,因此,与文献 [1]的结
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图 1 一个小世界复杂网络
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图 2 具有方程 (12)、(13)的复杂网络 (1)的总同步误差曲线

果相比较,这在一定程度上说明了本文给出的同步控

制方法具有一般性.

4 结结结 论论论

本文提出了具有不同维数的非线性相似节点和

非线性耦合的复杂动态网络模型,基于不变流形给出

了该类网络的同步定义,并在一定假设下, 通过设计

分散动态补偿控制器实现了该类网络的渐近同步.这

对于进一步研究一般形式的复杂动态网络同步具有

借鉴意义.
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