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摘 要: 针对现有灰色模型不能适用于小样本振荡序列预测的问题,提出了基于傅立叶级数的小样本振荡序列灰色

预测方法. 首先对原始序列建立GM(1,1)幂模型以描述系统行为的总体趋势;然后利用傅立叶级数提取模型的残差

序列所包含的周期性振荡规律,并以二者之和构成新的时间响应函数;最后以平均误差最小化为目标,建立非线性优

化模型求解最优参数. 应用实例表明,该方法能够有效地提高灰色模型对小样本振荡序列的预测精度.
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Abstract: For the problem that the existing grey models are not applicable to forecast small sample oscillating sequences,

a grey forecasting method for these sequences based on Fourier series is proposed. Firstly, a GM(1,1) power model of the

original sequence is built to describe the behavior of the system overall trend. Then, Fourier series is used to extract of the

periodic oscillation law contained in the residual sequence, thus a new time response function is formed by adding the two

parts. Finally, the average error is minimized as the goal to establish the nonlinear optimization model for solving the optimal

parameters. Numerical simulation and application examples show that simulation and forecasting accuracy are effectively

enhanced.
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0 引引引 言言言

小样本振荡序列预测问题是预测科学的难点之

一.基于概率统计理论的时间序列分析是学术界公认

的经典方法,但由于这一类方法以概率分布为出发点

研究数据的统计规律,必然导致建模过程依赖于大样

本的原始数据;而灰色预测[1]作为预测理论体系一个

新的分支,以其独特的数据处理方式为小样本序列预

测提供了一种有效途径,近年来取得了很多有价值的

研究成果[2-8]. 然而,灰建模的原理是通过序列生成弱

化原始数据的随机不确定性,并采用微分方程近似地

描述序列的变化规律,这些微分方程的解往往是单调

的, 因此, 现有的灰色预测模型一般只能描述和预测

系统行为序列变化的大概趋势,而不能识别原始序列

中的振荡特征并进行有效预测.

为了解决灰色模型对振荡序列的预测问题, 邓

聚龙教授曾经提出摆动型灰色预测模型GM(1, 1∣
tan(𝑘−π)𝑝, sin(𝑘−π)𝑝)[9],由于模型中参数取值具有

较强的随意性, 极少对该模型进行后续研究和应用.

文献 [10]试图通过优化GM(1,1)幂模型的幂指数提

高模型对小样本振荡序列的预测精度,但GM(1,1)幂

模型较为固定的时间响应函数不能适应实际数据

的剧烈变化, 因而不具有普适性. 第 2种途径是通

过数据变换技术将振荡序列转化为单调序列, 然

后建立GM(1,1)模型, 再将建模结果还原为振荡序

列. 在这方面具有代表性的研究有: 沈继红[11]提出

的反三角函数变换, 钱吴永等[12]提出的加速平移变

换等. 第 3种途径是对GM(1,1)模型的残差进行修

正, 这种方法较数据变换技术更为直接, 避免了数
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据变换所附带的还原误差问题. 残差修正的具体

方法有GM(1,1)法[2]、正弦函数法[13]和傅立叶级数

法[14-16]. GM(1,1)法适用于单调性残差, 正弦函数法

适用于周期性残差,傅立叶级数法则具有较强的降噪

功能,对周期性残差的修正效果好于正弦函数法.

文献 [14-16]提及的傅立叶级数修正GM(1,1)方

法将整个建模过程分为GM(1,1)和傅立叶级数两个

相对独立的部分, 模型的参数估计不是能够使得

最终预测误差最小化的最优结果, 从而在很大程度

上影响了建模精度. 此外, 笔者前期研究结果表明:

GM(1,1)幂模型对原始数据的适应性强于GM(1,1)模

型, 它对振荡序列的预测精度高于GM(1,1)模型[10].

因此, 本文在此基础上, 利用傅立叶级数提取残差序

列中的周期性振荡规律,在预测误差最小化的目标下,

求解模型的最优参数,以期进一步提高灰色模型对小

样本振荡序列的预测精度.

1 振振振荡荡荡序序序列列列的的的定定定义义义及及及灰灰灰色色色预预预测测测模模模型型型的的的适适适

用用用性性性

定定定义义义 1 设𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为非负
系统行为序,若:

1) ∀𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑘 − 1) > 0,称𝑋为

单调增长序列;

2) ∀𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑘 − 1) < 0,称𝑋为

单调递减序列;

3)若存在 𝑘1, 𝑘2∈{2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},使得不等式𝑥(𝑘1)

− 𝑥(𝑘1 − 1) > 0和𝑥(𝑘2)− 𝑥(𝑘2 − 1) > 0同时成立,则

称𝑋为振荡序列.

传统的灰色预测模型对单调增长或单调递减序

列进行预测具有较高的精度,而对于振荡序列的建模

往往难以取得令人满意的结果.

GM(1,1)模型的时间响应函数为

𝑥(1)(𝑡) =
𝑏

𝑎
+ 𝑐e𝑎𝑡; (1)

灰色Verhulst模型的时间响应函数为

𝑥(1)(𝑡) =
1

𝑏/𝑎+ 𝑐e𝑎𝑡
. (2)

这两种经典的灰色预测模型分别对应于两类比

较特殊的单调曲线,而GM(1,1)幂模型则更加一般化.

GM(1,1)幂模型的时间响应函数为

𝑥(1)(𝑡) =
( 𝑏

𝑎
+ 𝑐e−(1−𝛾)𝑎𝑡

) 1
1−𝛾

. (3)

GM(1,1)幂模型的时间响应函数随着幂指数 𝛾

取值的变化而变化, 因此, 相对于GM(1,1)模型和灰

色Verhulst模型, 对小样本振荡序列的预测宜采用

GM(1,1)幂模型. 但是,由于模型本身的参数结构和时

间响应函数的局限, GM(1,1)幂模型也不能适用于所

有振荡序列,尤其是在原始数据曲线偏离幂指数函数

曲线较大的情况下, 也会出现误差较大的情形, 可见

其适用范围是有限的.

2 基基基于于于傅傅傅立立立叶叶叶级级级数数数的的的小小小样样样本本本振振振荡荡荡序序序列列列灰灰灰色色色

预预预测测测方方方法法法

2.1 建建建立立立GM(1,1)幂幂幂模模模型型型

设非负振荡序列为𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)), 对原始序列𝑋(0)作一阶累加, 生成𝑋(1) =

(𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)), 𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖).

𝑍(1) = (𝑧(1)(2), 𝑧(1)(3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛))为序列𝑋(1)邻

均值生成序列, 其中 𝑧(1)(𝑘) = 𝑝𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1 −
𝑝)𝑥(1)(𝑘), 0 ⩽ 𝑝 ⩽ 1, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定定定义义义 2 [10] 设𝑥(0)(𝑘), 𝑥(1)(𝑘), 𝑧(1)(𝑘)如上所述,

称灰色微分方程

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))𝛾 , 𝛾 ∕= 1 (4)

为GM(1,1)幂模型.

根据式 (4)对参数列 (𝑎, 𝑏)T作最小二乘估计, 展

开得参数之间的关系式

𝑎 =
( 𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))𝛾+1
𝑛∑

𝑘=2

𝑥(0)(𝑘)(𝑧(1)(𝑘))𝛾−
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2𝛾
𝑛∑

𝑘=2

𝑥(0)(𝑘)𝑧(1)(𝑘)
)/

( 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2𝛾
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2−

( 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))𝛾+1
)2)

, (5)

𝑏 =
( 𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2
𝑛∑

𝑘=2

𝑥(0)(𝑘)(𝑧(1)(𝑘))𝛾−
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))𝛾+1
𝑛∑

𝑘=2

𝑥(0)(𝑘)𝑧(1)(𝑘)
)/

( 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2𝛾
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2−

( 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))𝛾+1
)2)

. (6)

定定定义义义 3 [10] 设参数 𝑎, 𝑏如上所述,称
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏(𝑥(1)(𝑡))𝛾 (7)

为GM(1,1)幂模型白化微分方程.

取初始条件 𝑥̂(1)(0) = 𝑥(1)(1),可得时间响应式

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(1)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−(1−𝛾)𝑎𝑘

} 1
1−𝛾

. (8)

最后对 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)作一阶累减,还原

𝑥̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘). (9)
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2.2 应应应用用用傅傅傅立立立叶叶叶级级级数数数修修修正正正GM(1,1)幂幂幂模模模型型型的的的残残残差差差

傅立叶级数是一种特殊的三角级数,任一给定的

周期函数都可以用正弦函数和余弦函数构成的无穷

级数来表示; 因此, 傅立叶级数可以描述GM(1,1)幂

模型的残差中所包含的周期性振荡信息.

设GM(1,1)幂模型的残差序列为

𝜀(0) = (𝜀(0)(2), 𝜀(0)(3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀(0)(𝑛))T, (10)

其中 𝜀(0)(𝑘) = 𝑥(0)(𝑘)− 𝑥̂(0)(𝑘), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝜀(0)(𝑘) =

0.5𝑎0 +

𝑧∑
𝑖=1

[
𝑎𝑖 cos

(2π𝑖
𝑇

𝑘
)
+ 𝑏𝑖 sin

(2π𝑖
𝑇

𝑘
)]

, (11)

其中 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑇 = 𝑛− 1, 𝑧取 [(𝑛− 1)/2]− 1的

整数部分.

将式 (11)写成矩阵形式,有

𝜀(0) = 𝑃𝐶. (12)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.5 cos
(4π
𝑇

)
sin

(4π
𝑇

)
⋅ ⋅ ⋅

0.5 cos
(6π
𝑇

)
sin

(6π
𝑇

)
⋅ ⋅ ⋅

...
...

... ⋅ ⋅ ⋅

0.5 cos
(2𝑛π

𝑇

)
sin

(2𝑛π
𝑇

)
⋅ ⋅ ⋅

→

←

cos
(4𝑧π

𝑇

)
sin

(4𝑧π
𝑇

)
cos

(6𝑧π
𝑇

) sin
(6𝑧π

𝑇

)
...

...

cos
(2𝑛𝑧π

𝑇
) sin

(2𝑛𝑧π
𝑇

)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐶 =(𝑎0, 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑧, 𝑏𝑧)T.
利用普通最小二乘原理可得参数𝐶的计算公式

𝐶 = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝜀(0). (13)

由此得到参数 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑧, 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑧的估计
值,将其代入式 (10),有傅立叶级数修正的残差

𝜀(0)(𝑘) =

0.5𝑎̂0 +

𝑧∑
𝑖=1

[
𝑎̂𝑖 cos

(2π𝑖
𝑇

𝑘
)
+ 𝑏̂𝑖 sin

(2π𝑖
𝑇

𝑘
)]

, (14)

根据式 (14)对GM(1,1)幂模型的预测结果进行修正,

得

𝑥̂
(0)
𝐹 (𝑘) = 𝑥̂(0)(𝑘) + 𝜀(0)(𝑘). (15)

2.3 求求求解解解最最最优优优参参参数数数

对模型中未知参数 𝛾和 𝑝进行优化可以有效提

高预测精度.下面考虑以GM(1,1)幂模型和傅立叶级

数叠加的最终预测误差的最小化为目标,构建优化模

型.

设原始序列

𝑋(0) = (𝑥(0)(2), 𝑥(0)(3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)),

相应的预测模型模拟序列为

𝑋̂
(0)
𝐹 = (𝑥̂

(0)
𝐹 (2), 𝑥̂

(0)
𝐹 (3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̂(0)

𝐹 (𝑛)),

则预测残差序列为

𝜀
(0)
𝐹 = (𝜀

(0)
𝐹 (2), 𝜀

(0)
𝐹 (3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀(0)𝐹 (𝑛)), (16)

其中 𝜀
(0)
𝐹 (𝑘) = 𝜀

(0)
𝐹 (𝑘)− 𝜀

(0)
𝐹 , 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

相对误差序列

Δ =
(∣∣∣ 𝜀(0)𝐹 (2)

𝑥(0)(2)

∣∣∣× 100%, ⋅ ⋅ ⋅ ,
∣∣∣ 𝜀(0)𝐹 (𝑛)

𝑥(0)(𝑛)

∣∣∣× 100%
)
=

{Δ𝑘}𝑛2 , (17)

平均相对误差

Δ̄ =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

Δ𝑘. (18)

为了求解出最佳的模型参数,本文以平均相对误

差最小化为目标,模型中的参数之间的关系为约束条

件,构建以下优化模型:

min
𝛾,𝑝

Δ̄ =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

Δ𝑘 =

1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

∣∣∣𝑥(0)(𝑘)− 𝑥̂
(0)
𝐹 (𝑘)

𝑥(0)(𝑘)

∣∣∣.

s.t.

⎧⎨⎩

𝑦 ∕= 1,

𝑥̂
(0)
𝐹 (𝑘) = 𝑥̂(0) + 𝜀(0)(𝑘),

𝜀(0)(𝑘) =

0.5𝑎̂0 +

𝑧∑
𝑖=1

[
𝑎̂𝑖 cos

(2π𝑖
𝑇

𝑘
)
+ 𝑏̂𝑖 sin

(2π𝑖
𝑇

𝑘
)]

,

𝑥̂(0)(𝑘) = 𝑥̂(1)(𝑘)− 𝑥̂(1)(𝑘 − 1),

𝑥̂(1) ={ 𝑏

𝑎
+
[
(𝑥(0)(1))1−𝛾 − 𝑏

𝑎

]
e−𝑎(1−𝛾)(𝑘−1)

} 1
1−𝛾

,

(𝑎, 𝑏)T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌,

(𝑎0, 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑧, 𝑏𝑧)T = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝜀(0),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
(19)

上述非线性优化模型可以借助相应的运筹学软

件或一些智能算法 (如遗传算法、粒子群算法等)求

解,具体算法不再论述.

由此得到最优参数 𝑝∗,𝛾∗, 再代入式 (5)和 (6)可

求得GM(1,1)幂模型的参数 𝑎和 𝑏, 代入式 (13)可求

得傅立叶级数的参数 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑧, 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑧 ,

基于这些参数即可根据式 (8), (9), (14), (15)计算最终

的预测值 𝑥̂
(0)
𝐹 (𝑘), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
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3 应应应用用用实实实例例例

高技术产业是以技术带动产业发展与经济效

益增长的产业, 已经成为推动一个地区乃至国家

的经济增长, 提高核心竞争力的关键因素之一. 自

2006年我国政府把创建创新型国家确立为战略目标

以来, 在各种有利政策的促进下, 我国高新技术企业

得到了快速的发展. 然而, 受国际金融危机的影响,

在 2006∼ 2011年间我国高技术企业的出口创汇额呈

现一定程度的非线性波动特征,如图 1所示.
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图 1 3种模型对我国高技术企业出口创汇额的模拟预测

下面基于 2006∼ 2010年的数据 (见表 1),分别建

立GM(1,1)模型[2]和GM(1,1)幂模型[10]以及本文提

出基于傅立叶级数的灰色预测模型, 对 2006∼ 2010

年我国高技术企业的出口创汇额进行模拟, 并在此

基础上对 2011年的数据进行预测.优化结果表明:

GM(1,1)幂模型的幂指数 𝛾 = −0.327 5; 本文方法

中的幂指数 𝛾 = 1.946 054, 背景值插值系数 𝑝 =

0.000 713, 傅立叶参数 𝑎0 = 853.08, 𝑎1 = −1 358.68,

𝑏1 = −386.05. GM(1,1)模型、GM(1,1)幂模型和本文

方法的时间响应函数分别为: 1) GM(1,1)模型的时间

响应函数⎧⎨⎩ 𝑥̂(1)(𝑘 + 1) = 86 732.46− 84 086.46e−0.043 158𝑘,

𝑥̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘);

2) GM(1,1)幂模型的时间响应函数⎧⎨⎩
𝑥̂(1)(𝑘 + 1) =

(−839 265.57 + 874 230.83e0.083 722𝑘)0.753 271,

𝑥̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘);

3)本文方法的时间响应函数⎧⎨⎩

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) =

(0.000 074 455 7 + 0.000 503 7e−0.615 746 8𝑘)−1.057 022,

𝜀(0)(𝑘 + 1) =

426.54− 1 358.677 cos
(π
2
(𝑘 + 1)

)
−

386.05 sin
(π
2
(𝑘 + 1)

)
,

𝑥̂
(0)
𝐹 (𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘) + 𝜀(0)(𝑘).

根据以上 3个时间相应函数对我国高技术企业

出口创汇额序列进行模拟和预测结果, 如表 1所示.

由表 1可以看出, 应用GM(1,1)模型和GM(1,1)幂模

型进行模拟的平均误差分别为 13.01%和 11.67%; 而

本文方法的平均误差为 0,精度高达 100%. 在对 2011

年的数据预测方面, GM(1,1)模型和GM(1,1)幂模型

的预测误差高达 33.89%和 27.75%, 本文方法的预测

误差仅为 7.29%. 从图 1也可以看到,本文方法的模拟

和预测效果要显著好于GM(1,1)幂模型, 而GM(1,1)

幂模型的精度高于GM(1,1)模型. 可见本文的建模方

法在实际应用中仍然可以取得满意的精度.

表 1 3种模型对中国高技术企业出口创汇额的模拟预测误差比较

GM(1,1)模型 GM(1,1)幂模型 本文的方法
年份 原始数据 /亿美元

预测值 Δ𝑘/% 预测值 Δ𝑘/% 预测值 Δ𝑘/%

2006 2 646 2 646 0 2 646 0 2 646 0

2007 3 684 3 551.80 3.59 3 684 0.00 3 684 0.00

2008 3 564 3 401.77 4.55 3 301.30 7.37 3 564 0.00

2009 2 493 3 258.08 30.69 3 210.20 28.62 2 493 0.00

2010 3 595 3 120.46 13.20 3 561.15 10.70 3 595 0.00

Δ̄/% 13.01 11.67 0.00

2011 4 521 2 988.65 33.89 3 266.28 27.75 4 850.55 7.29

4 结结结 论论论

小样本振荡序列超越了经典灰色预测模型的应

用范围,其难点在于灰色序列生成难以识别并预测原

始序列所包含的振荡特征. 本文结合傅立叶级数和参

数优化的思想,提出了基于傅立叶级数的小样本振荡

序列灰色预测方法. 该方法利用傅立叶级数提取残差

序列中的周期性振荡规律,能够有效地提高灰色预测

方法对小样本振荡序列的预测精度.

通过选择恰当的傅立叶级数周期𝑇 ,并将第 1个

时点的建模残差纳入傅立叶级数中,本文提出的方法

或许能够适用于具有季节性增长 (下降)趋势时间序

列的长期预测,这是需要进一步探讨的问题.
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