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摘 要: 针对一类含有不确定参数的网络控制系统 (NCS),研究网络中存在时延与丢包情况下的鲁棒𝐻∞控制问题.

构造一个新的Lyapunov-Krasovskii泛函,并基于改进的Wirtinger不等式推导出闭环NCS渐近稳定且满足𝐻∞性能

的充分条件,该条件能得到比已有文献保守性更小的结果.给出线性锥补算法以实现次优鲁棒𝐻∞控制器增益的求

解. 最后通过多个数值实例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: The robust 𝐻∞ control of a class of uncertain networked control systems with network-induced delay and data

packet dropout is studied. A new Lyapunov-Krasovskii functional is proposed, and sufficient conditions for guaranteeing the

robust stability and 𝐻∞ performance of the considered system are derived based on an improved version of Wirtinger

inequality. The derived conditions can lead to less conservative results than existing corresponding ones. A cone

complementary linearisation(CCL) algorithm is given to solve the suboptimal robust 𝐻∞ controller gain. Numerical

examples are given to illustrate the effectiveness of the proposed methods.
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0 引引引 言言言

目前,网络控制系统 (NCS)已成为国内外自动控

制领域的一个热点研究课题, 一般针对NCS的研究

可从离散时间模型和连续时间模型两个方向展开. 文

献 [1-5]将NCS建模成离散系统, 通过引入伯努利随

机过程或马尔可夫链描述网络诱导时延和丢包. 该

方法由于考虑了网络时延和丢包的统计规律, 可以

获得较为精确的结果, 但实际中需要通过大量实验

来获取网络特性统计规律,实现起来较为困难.文献

[6-13]将NCS建模为具有输入时滞的连续系统,利用

Lyapunov相关理论对系统进行稳定性分析和控制器

设计.该方法将网络诱导时延和丢包的影响建模成控

制输入的延时,通过Lyapunov相关理论,可以获得系

统稳定的充分条件,这些条件进一步可以转化为线性

矩阵不等式 (LMI)的求解. 该方法简便易行, 但增加

了控制器设计的保守性,目前针对此类方法的研究主

要集中在如何降低其保守性上. Lyapunov-Krasovskii

泛函的选取和对泛函求导过程中交叉项的处理方

法是产生保守性的两个主要来源. 文献 [7]对形如w 𝑡

𝑡−𝜂

w 𝑡

𝑠
𝑥̇T(𝜃)𝑅𝑥̇(𝜃)d𝜃d𝑠的Lyapunov-Krasovskii泛函

求导,求导项扩大为 𝜂𝑥̇T(𝑡)𝑅𝑥̇(𝑡)−
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑅𝑥̇(𝑠)d𝑠,

有用项−
w 𝑡−𝜏(𝑡)

𝑡−𝜂
𝑥̇T(𝑠)𝑅𝑥̇(𝑠)d𝑠被忽略, 从而增加了

保守性. 文献 [10]充分利用文献 [7]中被忽略的求导

项, 构造了新的Lyapunov-Krasovskii泛函, 在求导过

程中对交叉项进行了更紧的界定,并利用 Jensen不等

式获得了保守性更小的结果.虽然 Jensen不等式为研

究此类问题提供了一个有效工具,但其本身带来的保

收稿日期: 2012-11-01；修回日期: 2013-03-27.

基金项目: 国家自然科学基金项目(61202253).

作者简介: 刘于之(1986−),男,博士生,从事网络控制、鲁棒控制的研究；李木国(1953−),男,教授,博士生导师,从事

网络运动控制、图像测量等研究.



518 控 制 与 决 策 第 29 卷

守性却难以克服.

本文考虑了一类含有不确定参数被控对象的

NCS在同时存在时延和丢包情况下的鲁棒𝐻∞控制

问题. 通过构造新的Lyapunov-Krasovskii泛函, 并利

用文献 [14]提出的改进Wirtinger积分不等式,获得了

保守性更小的系统稳定且满足𝐻∞性能控制器存在

的充分条件. 在此基础上, 利用线性锥补算法 (CCL)

实现了次优鲁棒𝐻∞控制器增益的求解.

1 问问问题题题描描描述述述

文中使用如下定义和符号: 𝐼为适维单位矩阵,

上标T为矩阵的转置, ∗为对称矩阵相应的对称项,

diag{⋅}为对角矩阵, 𝜐(𝑏, 𝑎) =
1

𝑏− 𝑎

w 𝑏

𝑎
𝑥(𝑠)d𝑠.

考虑以下被控对象:

𝑥̇(𝑡) =

[𝐴+△𝐴(𝑡)]𝑥(𝑡) + [𝐵 +△𝐵(𝑡)]𝑢(𝑡) +𝐵𝑤𝑤(𝑡),

𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡). (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统的状态向量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚为控

制输入; 𝑤(𝑘) ∈ 𝐿2[0,+∞)为外部扰动输入; 𝑧(𝑡)∈𝑹𝑞

为控制输出; 𝑥(𝑡0) ∈ 𝑹𝑛为系统初始状态; 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷

为适维常数矩阵; △𝐴(𝑡)和△𝐵(𝑡)为反映系统模型中

参数不确定性的未知矩阵,具有以下形式:

[△𝐴(𝑡) △𝐵(𝑡)] = 𝑀𝐹 (𝑡)[𝐸𝑎 𝐸𝑏], (2)

𝐹 (𝑡)为满足

𝐹 (𝑡)T𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼 (3)

的不确定矩阵, 𝑀、𝐸𝑎和𝐸𝑏为已知的常数矩阵,它们

反映了不确定参数的结构信息。

假设网络存在于传感器与控制器以及控制器与

执行器之间, 传感器为时间驱动,控制器和执行器为

事件驱动,被控对象所有状态可测且数据采用单包传

输.当考虑网络延时与丢包时,系统可建模为⎧⎨⎩
𝑥̇(𝑡) = (𝐴+△𝐴)𝑥(𝑡) + (𝐵 +△𝐵)𝑢(𝑡) +𝐵𝑤𝑤(𝑡);

𝑧(𝑡)=𝐶𝑥(𝑡)+𝐷𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑖𝑘ℎ+𝜏𝑖𝑘 , 𝑖𝑘+1ℎ+𝜏𝑖𝑘+1
);

𝑢(𝑡+) = 𝐾𝑥(𝑡− 𝜏𝑖𝑘), 𝑡 ∈ {𝑖𝑘ℎ+ 𝜏𝑖𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }.
(4)

其中: 𝐾为状态反馈增益; ℎ为采样周期; 𝑖𝑘为整数且

{𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ } ⊂ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }; 𝜏𝑖𝑘为网络诱导时延,表示数

据从传感器采样时刻 𝑖𝑘ℎ经由网络传递到执行器端时

所消耗的时间. 显然有
∞∪
𝑘=1

[𝑖𝑘ℎ+ 𝜏𝑖𝑘 , 𝑖𝑘+1ℎ+ 𝜏𝑖𝑘+1
) = [𝑡0,∞), 𝑡0 ⩾ 0.

假设

(𝑖𝑘+1 − 𝑖𝑘)ℎ+ 𝜏𝑖𝑘+1
⩽ 𝜂,

0 ⩽ 𝜏𝑚 ⩽ 𝜏𝑖𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (5)

定义 𝜏(𝑡) = 𝑡− 𝑖𝑘ℎ, 𝑡 ∈ [𝑖𝑘ℎ+ 𝜏𝑖𝑘 , 𝑖𝑘+1ℎ+ 𝜏𝑖𝑘+1
), 𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,则系统 (4)可以描述为⎧⎨⎩
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵̄𝐾𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)) +𝐵𝑤𝑤(𝑡);

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝜂, 𝑡0];

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝐾𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)).

(6)

其中

𝐴 = 𝐴+𝐷𝐹 (𝑡)𝐸𝑎, 𝐵̄ = 𝐷𝐹 (𝑡)𝐸𝑏,

𝜏(𝑡) = 1, 𝑡 ∕= 𝑖𝑘ℎ+ 𝜏𝑖𝑘 .

注 1 在式 (4)中, {𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ }为 {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }的一
个子集. 若 𝑖𝑘+1− 𝑖𝑘 = 1,则表明网络传输过程中没有

数据包丢失;若 𝑖𝑘+1 − 𝑖𝑘 > 1,则表明网络传输中出现

数据包丢失现象,且连续丢包个数为 𝑖𝑘+1 − 𝑖𝑘 − 1;若

𝑖𝑘+1 < 𝑖𝑘, 则表明网络传输中出现数据包错序现象.

在NCS中对数据包错序常用的处理方法是丢弃过

时的数据包, 仅考虑当前最新数据, 因此可以假设

𝑖𝑘+1 > 𝑖𝑘.

本文将针对系统 (6)设计满足如下定义的状态反

馈控制律.

定义 1 给定常数 𝛾 > 0,若闭环系统 (6)对于所

有满足式 (3)的不确定性, 有以下指标: 1)当干扰输

入𝑤(𝑡) ≡ 0时, 闭环系统渐近稳定; 2)在零初始条件

下,干扰输入𝑤(𝑡)和控制输出𝑧(𝑡)满足𝐻∞范数约束

条件 ∥𝑧(𝑡)∥2 ⩽ 𝛾∥𝑤(𝑡)∥2. 则称系统 (6)在𝐻∞扰动抑

制水平 𝛾下鲁棒渐近稳定.

为了定理证明需要,给出如下引理.

引理 1[14] 给定正定矩阵𝑅和在 [𝑎, 𝑏]上可微向

量函数𝑥,有以下不等式成立:

−
w 𝑏

𝑎
𝑥̇T(𝑠)𝑅𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

1

𝑏− 𝑎

⎡⎢⎣ 𝑥(𝑏)

𝑥(𝑎)

𝜐(𝑏, 𝑎)

⎤⎥⎦
T

Ω(𝑅)

⎡⎢⎣ 𝑥(𝑏)

𝑥(𝑎)

𝜐(𝑏, 𝑎)

⎤⎥⎦ .

其中

Ω(𝑅) =

⎡⎢⎣𝛼1𝑅 𝛼2𝑅 𝛼3𝑅

∗ 𝛼1𝑅 𝛼3𝑅

∗ ∗ 𝛼4𝑅

⎤⎥⎦ ,

𝛼1 = −1− 𝜋2

4
, 𝛼2 = 1− 𝜋2

4
,

𝛼3 =
𝜋2

2
, 𝛼4 = −𝜋2.

引理 2 设𝑌 , 𝐷, 𝐹 , 𝐸为适当维数的实矩阵,

𝐹 (𝑡)满足𝐹 (𝑡)T𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼 , 𝑌 为对称矩阵,则有

𝑌 +𝐷𝐹 (𝑡)𝐸 + 𝐸T𝐹T(𝑡)𝐷T < 0,

当且仅当存在一个标量 𝜀 > 0,使得

𝑌 + 𝜀−1𝐸T𝐸 + 𝜀𝐷𝐷T < 0.
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2 主主主要要要结结结果果果

定理 1 对于闭环系统 (6), 给定标量 𝜏𝑚, 𝜂 (0 ⩽
𝜏𝑚 < 𝜂),若存在对称正定矩阵𝑃 , 𝑊̂ , 𝑅̂1, 𝑅̂2,对称矩

阵𝑍,矩阵𝑌 ,使得

Ψ̂ =

[
𝑃 0

∗ 𝑍 + 𝑊̂/𝜂

]
> 0, (7)[

Π̂ 𝑖 Σ̂12

∗ Σ̂22

]
< 0, 𝑖 = 1, 2. (8)

其中

Π̂ 𝑖 =

[
Φ̂𝑖 Γ̂T

0

∗ −𝛾2𝐼

]
,

Σ̂12 = [Γ̂T
1 𝜏𝑚Γ̂T

2 𝛿Γ̂T
2 Γ̂T

3 𝜏𝑚Γ̂T
3 𝛿Γ̂T

3 ],

Σ̂22 = diag{−𝐼 − 𝑃𝑅̂−1
1 𝑃 + 𝜀2𝑀𝑀T − 𝛿𝑃 𝑅̂−1

2 𝑃+

𝜀3𝑀𝑀T − 𝜀1𝐼 − 𝜀2𝐼 − 𝜀3𝐼},
Φ̂𝑖 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ̂11 𝛼2𝑅̂1 Φ̂13 0 Φ̂𝑖
15 Φ̂𝑖

16 Φ̂17

∗ Φ̂22
𝛼2

𝛿
𝑅̂2 0 0

𝛼3

𝛿
𝑅̂2 𝛼3𝑅̂1

∗ ∗ Φ̂33
𝛼2

𝛿
𝑅̂2

𝛼3

𝛿
𝑅̂2

𝛼3

𝛿
𝑅̂2 0

∗ ∗ ∗ Φ̂44 Φ̂𝑖
45 Φ̂𝑖

46 −𝜏𝑚𝑍

∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4

𝛿
𝑅̂2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4

𝛿
𝑅̂2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4𝑅̂1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝛿 = 𝜂 − 𝜏𝑚, Φ̂11 = 𝑃𝐴T+𝐴𝑃+𝑊̂+𝛼1𝑅̂1+𝜀1𝑀𝑀T,

Φ̂13 = 𝐵𝑌, Φ̂1
15 = 𝛿𝑍, Φ̂2

15 = 0, Φ̂1
16 = 0, Φ2

16 = 𝛿𝑍,

Π̂17 = 𝛼3𝑅̂1 + 𝜏𝑚𝑍, Φ̂22 = 𝛼1𝑅̂1 +
𝛼1

𝛿
𝑅̂2,

Φ̂33 =
2𝛼1

𝛿
𝑅̂2, Φ̂44 =

𝛼1

𝛿
𝑅̂2 − 𝑊̂ , Φ̂1

45 =
𝛼3

𝛿
𝑅̂2 − 𝛿𝑍,

Φ̂2
45 =

𝛼3

𝛿
𝑅̂2, Φ̂

1
46 = 0, Φ̂2

46 = −𝛿𝑍,

Γ̂0 = [𝐵T
𝑤 0 0 0 0 0 0],

Γ̂1 = [𝐶𝑃 0 𝐷𝑌 0 0 0 0 0],

Γ̂2 = [𝐴𝑃 0 𝐵𝑌 0 0 0 0 𝐵𝑤],

Γ̂3 = [𝐸𝑎𝑃 0 𝐸𝑏𝑌 0 0 0 0 0].

则系统是鲁棒渐近稳定的,且满足𝐻∞扰动衰减指标

𝛾,其对应的𝐻∞控制律为𝐾 = 𝑌 𝑃−1.

证证证明明明 构造Lyapunov-Krasovskii泛函如下:

𝑉 (𝑡) = 𝑉0(𝑡) + 𝑉1(𝑡) + 𝑉2(𝑡) + 𝑉3(𝑡). (9)

其中

𝑉0(𝑡) =

⎡⎣ 𝑥(𝑡)w 𝑡

𝑡−𝜂
𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦T [
𝑃 0

0 𝑍

]⎡⎣ 𝑥(𝑡)w 𝑡

𝑡−𝜂
𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦ ,

𝑉1(𝑡) =
w 𝑡

𝑡−𝜂
𝑥T(𝑠)𝑊𝑥(𝑠)d𝑠,

𝑉2(𝑡) = 𝜏𝑚
w 0

−𝜏𝑚

w 𝑡

𝑡+𝑠
𝑥̇T(𝜃)𝑅1𝑥̇(𝑡)d𝜃d𝑠,

𝑉3(𝑡) =
w −𝜏𝑚

−𝜂

w 𝑡

𝑡+𝑠
𝑥̇T(𝜃)𝑅2𝑥̇(𝑡)d𝜃d𝑠.

利用 Jensen不等式可以得到

𝑉0(𝑡) + 𝑉1(𝑡) ⩾

⎡⎣ 𝑥(𝑡)w 𝑡

𝑡−𝜂
𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦T

Ψ

⎡⎣ 𝑥(𝑡)w 𝑡

𝑡−𝜂
𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦ .

(10)

其中

Ψ =

[
𝑃 0

∗ 𝑍 +𝑊/𝜂

]
> 0. (11)

由此可以给出泛函𝑉 (𝑡)正定的一个充分条件为: 矩

阵𝑃 , 𝑊 , 𝑅1, 𝑅2为对称正定矩阵, 𝑍为对称矩阵且

式 (11)成立. 运用引理 1,有以下不等式成立:

−𝜏𝑚
w 𝑡

𝑡−𝜏𝑚
𝑥̇T(𝑠)𝑅1𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽ 𝜉T1 (𝑡)Ω(𝑅1)𝜉1(𝑡), (12)

−
w 𝑡−𝜏(𝑡)

𝑡−𝜂
𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

1

𝛿
𝜉T2 (𝑡)Ω(𝑅2)𝜉2(𝑡), (13)

−
w 𝑡−𝜏𝑚

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

1

𝛿
𝜉T3 (𝑡)Ω(𝑅2)𝜉3(𝑡). (14)

其中: Ω(𝑅𝑖)(𝑖 = 1, 2)的定义见引理 1,且有

𝜉1(𝑡) = [𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− 𝜏𝑚) 𝜐T(𝑡, 𝑡− 𝜏𝑚)]T,

𝜉2(𝑡) = [𝑥T(𝑡− 𝜏(𝑡)) 𝑥T(𝑡− 𝜂) 𝜐T(𝑡− 𝜏(𝑡), 𝑡− 𝜂)]T,

𝜉3(𝑡) = [𝑥T(𝑡−𝜏𝑚) 𝑥T(𝑡−𝜏(𝑡)) 𝜐T(𝑡−𝜏𝑚, 𝑡−𝜏(𝑡))]T.
在 𝑡 ∈ [𝑖𝑘ℎ + 𝜏𝑖𝑘 , 𝑖𝑘+1ℎ + 𝜏𝑖𝑘+1

)上, 对𝑉 (𝑡)沿系

统 (6)的轨线求导,结合式 (12)∼ (14)并注意到w 𝑡

𝑡−𝜂
𝑥(𝑠)d𝑠 =

w 𝑡−𝜏(𝑡)

𝑡−𝜂
𝑥(𝑠)d𝑠+

w 𝑡−𝜏𝑚

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥(𝑠)d𝑠+

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑚
𝑥(𝑠)d𝑠,

可得

𝑉̇ (𝑡) ⩽ 𝜉T(𝑡)Θ𝜉(𝑡)− 𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡) + 𝛾2𝑤T(𝑡)𝑤(𝑡). (15)

其中

𝜉(𝑡) =

[𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− 𝜏𝑚) 𝑥T(𝑡− 𝜏(𝑡)) 𝑥T(𝑡− 𝜂)→
← 𝜐T(𝑡− 𝜏(𝑡), 𝑡− 𝜂) 𝜐T(𝑡− 𝜏𝑚, 𝑡− 𝜏(𝑡))→
← 𝜐T(𝑡, 𝑡− 𝜏𝑚) 𝑤T(𝑡)]T,

Θ = Π + 𝜏(𝑡)(ΥT
1 𝑍Υ2 +ΥT

2 𝑍Υ1)+

𝜏2𝑚ΓT𝑅1Γ + 𝛿ΓT𝑅2Γ ,

Π =

[
Φ ΓT

0

∗ −𝛾2𝐼

]
,

Υ1 = [𝐼 0 0 − 𝐼 0 0 0 0],

Υ2 = [0 0 0 0 − 𝐼 𝐼 0 0],

Γ = [𝐴 0 𝐵̄𝐾 0 0 0 0 𝐵𝑤],

Γ0 = [𝐵T
𝑤𝑃 0 0 0 0 0 0],
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Φ =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ11 𝛼2𝑅1 Φ13 0 Φ15 Φ16 Φ17

∗ Φ22
𝛼2

𝛿
𝑅2 0 0

𝛼3

𝛿
𝑅2 𝛼3𝑅1

∗ ∗ Φ33
𝛼2

𝛿
𝑅2

𝛼3

𝛿
𝑅2

𝛼3

𝛿
𝑅2 0

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 Φ46 −𝜏𝑚𝑍

∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4

𝛿
𝑅2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4

𝛿
𝑅2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4𝑅1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Φ11 = 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+𝑊 + 𝛼1𝑅1 + 𝐶T𝐶,

Φ13 = 𝑃𝐵̄𝐾 + 𝐶T𝐷𝐾, Φ15 = 𝜂𝑍, Φ16 = −𝜏𝑚𝑍,

Φ17 = 𝛼3𝑅1 + 𝜏𝑚𝑍, Φ22 = 𝛼1𝑅1 +
𝛼1

𝛿
𝑅2,

Φ33 =
2𝛼1

𝛿
𝑅2 + (𝐷𝐾)T𝐷𝐾, Φ44 =

𝛼1

𝛿
𝑅2 −𝑊,

Φ45 =
𝛼3

𝛿
𝑅2 − 𝜂𝑍, Φ46 = 𝜏𝑚𝑍.

由式 (15)可知,若Θ < 0,则

𝑉̇ (𝑡) ⩽ −𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡) + 𝛾2𝑤T(𝑡)𝑤(𝑡). (16)

注意到Θ在 [𝜏𝑚, 𝜂]上关于 𝜏(𝑡)仿射,所以若⎧⎨⎩

Θ1 = Π + 𝜏𝑚(ΥT
1 𝑍Υ2 +ΥT

2 𝑍Υ1)+

𝜏2𝑚ΓT𝑅1Γ + 𝛿ΓT𝑅2Γ < 0,

Θ2 = Π + 𝜂(ΥT
1 𝑍Υ2 +ΥT

2 𝑍Υ1)+

𝜏2𝑚ΓT𝑅1Γ + 𝛿ΓT𝑅2Γ < 0

(17)

成立, 则Θ < 0成立. 根据 Schur补定理和引理 2, 式

(17)成立当且仅当存在 𝜀𝑗 > 0(𝑗 = 1, 2, 3),使得[
Π̃ 𝑖 Σ12

∗ Σ22

]
< 0, 𝑖 = 1, 2. (18)

其中

Π̃ 𝑖 =

[
Φ̃𝑖 ΓT

0

∗ −𝛾2𝐼

]
,

Φ̃𝑖 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ̃11 𝛼2𝑅1 Φ̃13 0 Φ̃𝑖
15 Φ̃𝑖

16 Φ17

∗ Φ22
𝛼2

𝛿
𝑅2 0 0

𝛼3

𝛿
𝑅2 𝛼3𝑅1

∗ ∗ Φ33
𝛼2

𝛿
𝑅2

𝛼3

𝛿
𝑅2

𝛼3

𝛿
𝑅2 0

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ̃𝑖
45 Φ̃𝑖

46 −𝜏𝑚𝑍

∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4

𝛿
𝑅2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4

𝛿
𝑅2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 𝛼4𝑅1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Φ̃11 = 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+𝑊 + 𝛼1𝑅1 + 𝜀1𝑃𝑀𝑀T𝑃,

Φ̃13 = 𝑃𝐵𝐾, Φ̃1
15 = 𝛿𝑍, Φ̃2

15 = 0, Φ̃1
16 = 0,

Φ̃2
16 = 𝛿𝑍, Φ̃1

45 =
𝛼3

𝛿
𝑅2 − 𝛿𝑍, Φ̃2

45 =
𝛼3

𝛿
𝑅2,

Φ̃1
46 = 0, Φ̃2

46 = −𝛿𝑍,
Σ12 = [ΓT

1 𝜏𝑚ΓT
2 𝛿ΓT

2 ΓT
3 𝜏𝑚ΓT

3 𝛿ΓT
3 ],

Σ22 = diag{−𝐼 −𝑅−1
1 + 𝜀2𝑀𝑀T →

← −𝛿𝑅−1
2 + 𝜀3𝑀𝑀T − 𝜀1𝐼 − 𝜀2𝐼 − 𝜀3𝐼},

Γ1 = [𝐶 0 𝐷𝐾 0 0 0 0 0],

Γ2 = [𝐴 0 𝐵𝐾 0 0 0 0 𝐵𝑤],

Γ3 = [𝐸𝑎 0 𝐸𝑏𝐾 0 0 0 0 0].

对不等式 (18)两边分别左乘和右乘

diag{𝑃−1 ⋅ ⋅ ⋅𝑃−1︸ ︷︷ ︸
7

𝐼 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐼︸ ︷︷ ︸
7

}

及其转置,并定义𝑃 = 𝑃−1, 𝑊̂ = 𝑃𝑊𝑃 , 𝑅̂𝑖 = 𝑃𝑅𝑖𝑃

(𝑖 = 1, 2), 𝑍 = 𝑃𝑍𝑃 , 可得式 (8). 对式 (11)两边分别

左乘和右乘 diag{𝑃−1 𝑃−1}及其转置,根据定义可得

式 (7).

首先考虑闭环系统 (6)在𝑤(𝑡) ≡ 0时的鲁棒稳定

性. 由式 (18)可以推出[
Φ̃𝑖 Σ̃12

∗ Σ̃22

]
< 0, 𝑖 = 1, 2. (19)

其中

Σ̃12 = [𝜏𝑚ΓT
2 𝑅1 𝛿ΓT

2 𝑅2 ΓT
3 𝜏𝑚ΓT

3 𝛿ΓT
3 ],

Σ̃22 = diag{−𝑅1 + 𝜀2𝑀𝑀T − 𝛿𝑅2 + 𝜀3𝑀𝑀T →
← −𝜀1𝐼 − 𝜀2𝐼 − 𝜀3𝐼}.

结合式 (15)和 (19)可知, 当𝑤(𝑡) ≡ 0时, 𝑉̇ (𝑡) < 0, 所

以闭环系统 (6)是鲁棒渐近稳定的.

对式 (16)两边从 𝑖𝑘ℎ + 𝜏𝑖𝑘到 𝑖𝑘+1ℎ + 𝜏𝑖𝑘+1
积分,

并注意到
∞∪
𝑘=1

[𝑖𝑘ℎ+ 𝜏𝑖𝑘 , 𝑖𝑘+1ℎ+ 𝜏𝑖𝑘+1
) = [𝑡0,∞),

可得

𝑉 (∞)− 𝑉 (𝑡0) ⩽
w ∞
𝑡0

(−𝑧T(𝑠)𝑧(𝑠) + 𝛾2𝑤T(𝑠)𝑤(𝑠))d𝑠.

(20)

在零初始条件下, 即𝑥(𝑡) ≡ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝜂, 𝑡0], 由式

(20)可知 ∥𝑧(𝑡)∥2 ⩽ 𝛾∥𝑤(𝑡)∥2. □

注 2 引理 1给出了文献 [14]中的改进Wirtinger

不等式, 由于额外考虑了信号在时滞区间上的积分

项, 利用该不等式能获得比 Jensen不等式保守性更

小的结果. 为了充分利用引理 1, 在构造Lyapunov-

Krasovskii泛函时加入了积分项
w 𝑡

𝑡−𝜂
𝑥(𝑠)d𝑠的显示表

达形式.

推论 1 对于闭环系统 (6), 给定标量 𝜏𝑚, 𝜂(0 ⩽
𝜏𝑚 < 𝜂)和矩阵𝐾, 若存在对称正定矩阵𝑃 , 𝑊 , 𝑅1,

𝑅2和对称矩阵𝑍满足式 (11)和 (18), 则称系统 (6)是

鲁棒渐近稳定的.

注 3 当给定控制器增益𝐾,且不考虑系统参数

不确定性时, 式 (11)和 (18)为线性矩阵不等式, 可直

接通过Matlab LMI Toolbox进行求解.
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注意到定理 1中的式 (8)不是LMI, 为了求解控

制器增益, 需要对其进一步转换. 首先, 假设存在矩

阵𝐿1, 𝐿2满足

− 𝐿𝑖 ⩾ −𝑃𝑅̂−1
𝑖 𝑃 , 𝑖 = 1, 2. (21)

利用Schur补定理,式 (21)等价于[
−𝑅̂−1

𝑖 −𝑃−1

∗ −𝐿−1
𝑖

]
⩽ 0, 𝑖 = 1, 2. (22)

引入新的变量𝑃1𝑁 , 𝑅1𝑁 , 𝑅2𝑁 , 𝐿1𝑁 , 𝐿2𝑁 ,式 (22)可重

写为[
−𝑅1𝑁 𝑃𝑁

∗ −𝐿1𝑁

]
< 0,

[
−𝑅2𝑁 𝑃𝑁

∗ −𝐿2𝑁

]
< 0, (23)

𝑃𝑃𝑁 = 𝐼, 𝑅̂1𝑅1𝑁 = 𝐼, 𝑅̂2𝑅2𝑁 = 𝐼,

𝐿1𝐿1𝑁 = 𝐼, 𝐿2𝐿2𝑁 = 𝐼. (24)

基于式 (23)和 (24), 可将定理 1中的条件转换为如下

非线性优化问题:

min tr(𝑃𝑃𝑁 + 𝑅̂1𝑅1𝑁 + 𝑅̂2𝑅2𝑁+

𝐿1𝐿1𝑁 + 𝐿2𝐿2𝑁 ); (25)

s.t. 式 (7), (23);[
Φ̂𝑖 Σ̂12

∗ Σ̂22

]
< 0, 𝑖 = 1, 2; (26)[

𝑃 𝐼

∗ 𝑃𝑁

]
⩾ 0,

[
𝑅̂1 𝐼

∗ 𝑅1𝑁

]
⩾ 0,[

𝑅̂2 𝐼

∗ 𝑅2𝑁

]
⩾ 0,

[
𝐿1 𝐼

∗ 𝐿1𝑁

]
⩾ 0,[

𝐿2 𝐼

∗ 𝐿2𝑁

]
⩾ 0. (27)

其中

Σ̂22 = diag{−𝐼 − 𝐿1 + 𝜀2𝑀𝑀T →
← −𝛿𝐿2 + 𝜀3𝑀𝑀T − 𝜀1𝐼 − 𝜀2𝐼 − 𝜀3𝐼}.

若上述优化问题的解为 5𝑛,即

min tr(𝑃𝑃𝑁 + 𝑅̂1𝑅1𝑁 + 𝑅̂2𝑅2𝑁 + 𝐿1𝐿1𝑁+

𝐿2𝐿2𝑁 ) = 5𝑛,

则式 (7), (23), (24)和 (26)是可行的. 根据文献 [15]提

出的线性锥补算法,给出𝐻∞次优控制器求解算法.

Step 1: 设 𝑘 = 0,选择一个充分大的初始值 𝛾0 >

0,使得式 (25)中的LMIs有可行解.

Step 2: 设 𝑘=1, 𝛾= 𝛾0,寻找满足式 (25)中LMIs

的可行解 (𝑃 0, 𝑃 0
𝑁 , 𝑅̂0

1, 𝑅0
1𝑁 , 𝑅̂0

2, 𝑅0
2𝑁 , 𝐿0

1, 𝐿0
1𝑁 , 𝐿0

2,

𝐿0
2𝑁 ).

Step 3: 求解优化问题

min tr(𝑃 𝑘𝑃𝑁 + 𝑃𝑃 𝑘
𝑁 + 𝑅̂𝑘

1𝑅1𝑁 + 𝑅̂1𝑅
𝑘
1𝑁+

𝑅̂𝑘
2𝑅2𝑁 + 𝑅̂2𝑅

𝑘
2𝑁 + 𝐿𝑘

1𝐿1𝑁 + 𝐿1𝐿
𝑘
1𝑁+

𝐿𝑘
2𝐿2𝑁 + 𝐿2𝐿

𝑘
2𝑁 );

s.t. LMIs in式 (25).

并设

𝑃 𝑘+1 = 𝑃 , 𝑃 𝑘+1
𝑁 = 𝑃𝑁 , 𝑅̂𝑘+1

1 = 𝑅̂1,

𝑅𝑘+1
1𝑁 = 𝑅1𝑁 , 𝑅̂𝑘+1

2 = 𝑅̂2, 𝑅
𝑘+1
2𝑁 = 𝑅2𝑁 ,

𝐿𝑘+1
1 = 𝐿1, 𝐿

𝑘+1
1𝑁 = 𝐿1𝑁 ,

𝐿𝑘+1
2 = 𝐿2, 𝐿

𝑘+1
2𝑁 = 𝐿2𝑁 .

Step 4: 若Step 3中所求解满足式 (21),则减少 𝛾0

后返回 Step 2;若所求解不满足式 (21)且 𝑘 < 𝑘max (最

大迭代次数),则令 𝑘 = 𝑘 + 1,转至Step 3;否则退出.

Step 5: 输出次优𝐻∞性能指标 𝛾及其对应的控

制器增益𝐾 = 𝑌 𝑃−1.

注 4 在数值上获取式 (25)的最小解 5𝑛非常困

难,因此选择式 (21)作为算法终止条件.

3 算算算例例例分分分析析析

例 1 考虑NCS中如下被控对象:

𝑥̇(𝑡) =

[
0 1

0 −0.1

]
𝑥(𝑡) +

[
0

0.1

]
𝑢(𝑡). (28)

设控制器增益为𝐾 = [−3.75 − 11.5]. 当 𝜏𝑚 = 0

时,通过求解推论 1中的矩阵不等式 (11)和 (18),可得

𝜂的最大值,即最大允许传输延迟 (MADB).由表 1可

见,推论 1能得到比文献 [6, 8, 10, 12]保守性更小的结

果.当 𝜂 − 𝜏𝑚 = 0.3时, 由推论 1可得 𝜏𝑚的最大值为

0.757 9,而文献 [6,12]获得的 𝜏𝑚最大值分别为 0.691 6

和 0.750 1. 进一步考虑系统中存在外部干扰的情形,

式 (28)可以表示为

𝑥̇(𝑡) =

[
0 1

0 −0.1

]
𝑥(𝑡) +

[
0

0.1

]
𝑢(𝑡) +

[
0.1

0.1

]
𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = [0 1]𝑥(𝑡) + 0.1𝑢(𝑡). (29)

表 1 𝜏𝑚 = 0时的MADB

文献 [6] 文献 [8] 文献 [10] 文献 [12] 推论 1

0.869 5 0.92 1.008 1 1.008 1 1.023 0

表 2给出了当 𝜏𝑚 = 0, 𝜂 = 0.869 5时的𝐻∞优化

性能指标.

表 2 𝐻∞优化性能指标 𝛾min

文献 [6] 文献 [10] 文献 [12] 推论 1

6.82 1.000 5 1.00 0.836 3

例 2 考虑NCS被控对象

𝑥̇(𝑡) =
(⎡⎢⎣−1 0 −0.5

1 −0.5 0

0 0 0.5

⎤⎥⎦+△𝐴(𝑡)
)
𝑥(𝑡)+

[0 0 1]T𝑢(𝑡) + [1 1 1]T𝑤(𝑡),
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𝑧(𝑡) = [1 0 1]𝑥(𝑡) + 0.1𝑢(𝑡), (30)

其中 ∥△𝐴(𝑡)∥ ⩽ 0.01.设 𝜏𝑚=0.1, 𝜂 = 0.5,利用算法 1

可得

𝛾min = 1.59,

𝐾 = [−0.634 3 − 0.009 1 − 1.482 3].

在相同情况下, 文献 [6,10,12]获得的 𝛾min分别为 1.9,

1.62, 1.7. 由此可见,本文提出的方法比文献 [6,10,12]

中所用的方法保守性更小.

4 结结结 论论论

本文研究了具有网络时延和数据丢包的不

确定NCS的鲁棒𝐻∞状态反馈控制. 构造了新的

Lyapunov-Krasovskii泛函, 基于改进的Wirtinger不等

式获得了系统渐近稳定且满足𝐻∞性能控制器存在

的充分条件,并给出了鲁棒𝐻∞控制器设计的优化方

法. 数值实例表明所提出的方法具有较小的保守性和

良好的有效性.
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