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摘 要: 针对带有扰动的一类离散非线性系统的鲁棒迭代学习控制问题,设计一种基于参数优化的迭代学习控制算

法. 该算法能够保证在有初始状态误差和状态、输出扰动的情况下使闭环系统具有鲁棒BIBO稳定性,系统输出能够

单调收敛于给定输出轨迹的邻域内;在没有初始状态误差和扰动的情况下能够以零稳态误差跟踪给定输出轨迹. 最

后通过仿真分析验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: A robust parameter-optimal iterative learning control algorithm is presented for a class of discrete time nonlinear

dynamic system with disturbances. The proposed algorithm has the property of robust BIBO stability of closed loop system,

and the system output can monotonously converge to the neighbor domain of desired trajectories in the presence of state,

output disturbances and initial uncertainties. In the absence of these disturbances, the system output can converge to desired

trajectories with zero steady-state error. Finally, simulation analysis illustrates the effectiveness of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

与其他典型的智能控制算法相比,迭代学习控制

具有自动获取知识并不断完善操作水平的能力,能够

大幅度改善一些具有重复性操作特性的工业生产过

程的跟踪控制性能. 在目前的迭代学习控制研究中,

基于最优化原则的迭代控制律设计已经引起了控制

界的关注. 将最优化方法应用到迭代学习控制器的

设计中不仅可以提高迭代学习的收敛速度,还能增强

迭代控制算法的跟踪精度.利用最优化方法得到迭代

学习控制律已经在线性系统的目标跟踪问题上取得

了一些应用[1-5]. 实际工业过程往往是非线性的,并不

可避免地存在各种干扰. 目前,针对带有扰动的非线

性系统最优化迭代学习控制设计的报道还较少. 文

献 [6]将范数优化迭代学习算法应用到非线性系统的

跟踪问题,并通过遗传算法求解目标函数得到下一次

的更新控制信号, 该算法能够以几何速度收敛于零.

文献 [7]提出一种自动学习的 PID非线性控制器, 通

过建立群粒子优化算法寻找最优的 PID参数. 但是,

上述算法并没有考虑系统扰动的情况. 文献 [8]讨论

了线性不确定性系统的范数优化迭代学习控制问题,

并对算法的鲁棒性和单调收敛性问题进行了分析,但

没有考虑非线性情况.

由于优化算法具有精确跟踪、快速收敛的特点,

将基于最优化原则的迭代学习控制方案应用到带有

不确定性的非线性离散系统的跟踪问题是一个新的

研究方向.本文针对带有初始误差、状态和输入扰动

的非线性离散系统,给出带有学习增益P型学习律收

敛性和鲁棒性的充分条件.利用最优化原则,以参数

优化为目标对学习增益进行优化,并与鲁棒性判别式

相结合,设计具有鲁棒性的参数优化迭代控制律,以

保证闭环系统的鲁棒稳定,且在初始误差和扰动等不

确定性存在并有界时,能够使系统输出收敛到期望输
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出的邻域内,并兼具快速和单调递减的收敛性能.

1 离离离散散散非非非线线线性性性系系系统统统鲁鲁鲁棒棒棒迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制算算算法法法

考虑如下具有重复特性并带有扰动不确定性的

非线性离散系统:

𝑥𝑘(𝑡+ 1) = 𝑓 [𝑥𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡)] + 𝜔𝑘(𝑡),

𝑦𝑘(𝑡) = ℎ[𝑥𝑘(𝑡)] + 𝜈𝑘(𝑡). (1)

其中: 𝑘为对象的实验 (或迭代)次数; 𝑡(𝑡 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁)为离散系统的采样时间; 系统在 𝑘次迭代的状态

𝑥𝑘(𝑡) ∈ 𝑹𝑝,输出 𝑦𝑘(𝑡) ∈ 𝑹𝑚,输入𝑢𝑘(𝑡) ∈ 𝑹𝑟; 状态

扰动和输出扰动𝜔𝑘(𝑡) ∈ 𝑹𝑝, 𝜈𝑘(𝑡) ∈ 𝑹𝑚.

非线性离散系统 (1)的状态变量𝑥𝑘、输入变量𝑢𝑘

和输出变量 𝑦𝑘可以表示为由𝑥𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)组成

的𝑁维“超向量”,即

𝑥𝑘 = [𝑥𝑘(1), 𝑥𝑘(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑘(𝑁)]
T
,

𝑢𝑘 = [𝑢𝑘(0), 𝑢𝑘(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑘(𝑁 − 1)]
T
,

𝑦𝑘 = [𝑦𝑘(1), 𝑦𝑘(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘(𝑁)]
T
.

同理,扰动𝜔𝑘和 𝜈𝑘可以表示为

𝜔𝑘 = [𝜔𝑘(1), 𝜔𝑘(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑘(𝑁)]
T
,

𝜈𝑘 = [𝜈𝑘(1), 𝜈𝑘(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜈𝑘(𝑁)]
T
.

对于系统 (1), 其状态方程的非线性函数 𝑓和ℎ

满足如下假设.

假设 1 对于任意有界期望输出轨迹 𝑦𝑑(𝑡)和初

始状态𝑥𝑑(0),存在惟一的有界输入向量𝑢𝑑(𝑡)与状态

向量𝑥𝑑(𝑡)生成 𝑦𝑑(𝑡), 即系统 (1)在扰动𝜔𝑘(𝑡) = 0和

𝜈𝑘(𝑡) = 0时有

𝑥𝑑(𝑡+ 1) = 𝑓 [𝑥𝑑(𝑡), 𝑢𝑑(𝑡)], 𝑦𝑑(𝑡) = ℎ[𝑥𝑑(𝑡)]. (2)

其中𝑢𝑑(𝑡)在采样区间 𝑡 ∈ [0, 𝑁 ]的任意采样点均有

界. 令 𝑏𝑢𝑑 = sup
𝑡∈[0,𝑁 ]

∥𝑢𝑑(𝑡)∥, 𝑥𝑑, 𝑢𝑑和 𝑦𝑑有如下“超向

量”形式

𝑥𝑑 = [𝑥𝑑(1), 𝑥𝑑(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑(𝑁)]
T
,

𝑢𝑑 = [𝑢𝑑(0), 𝑢𝑑(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑑(𝑁 − 1)]
T
,

𝑦𝑑 = [𝑦𝑑(1), 𝑦𝑑(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑑(𝑁)]
T
.

注 1 假设 1表明对于被控对象 (1)期望输出轨

迹是容许的.

假设 2 对于所有𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑝, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑟和 𝑡 ∈ [0,

𝑁 ],函数 𝑓(𝑥), ℎ(𝑥)及其偏导数

𝑓
′
𝑥(𝑡) =

∂𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

∂𝑥(𝑡)
,

𝑓
′
𝑢(𝑡) =

∂𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

∂𝑢(𝑡)
, ℎ

′
𝑥(𝑡) =

dℎ(𝑥(𝑡))

d𝑥(𝑡)

一致有界. 设

𝑏𝑓𝑥 = sup
𝑡∈[0,𝑁 ]

∥𝑓 ′
𝑥(𝑡)∥, 𝑏𝑓𝑢 = sup

𝑡∈[0,𝑁 ]

∥𝑓 ′
𝑢(𝑡)∥,

𝑏ℎ𝑥 = sup
𝑡∈[0,𝑁 ]

∥ℎ′
𝑥(𝑡)∥.

注 2 假设 2表明, 本文不要求在迭代控制时初

始条件完全准确地重复,允许有初始的不确定性.

假设 3 对于任意 𝑘 > 0和 𝑡 ∈ [0, 𝑁 ], 存在非负

实数 𝜀1和 𝜀2使得 ∥𝜔𝑘(𝑡)∥ ⩽ 𝜀1和 ∥𝜈𝑘(𝑡)∥ ⩽ 𝜀2, 存在

正实数 𝜀3使得𝑥𝑘(0)满足 ∥𝑥𝑑(0)− 𝑥𝑘(0)∥ ⩽ 𝜀3.

假设 4 函数ℎ(⋅)对于任意𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) ∈ 𝑹𝑝满

足Lipschitz条件 ∥ℎ[𝑥1(𝑡)] − ℎ[𝑥2(𝑡)]∥ ⩽ 𝑙𝑓∥𝑥1(𝑡) −
𝑥2(𝑡)∥,其中 𝑙𝑓为Lipschitz常数.

注 3 假设 3和假设 4表明, 本文考虑的被控对

象 (1)的非线性影响具有相对有界的性质.

针对式 (1)的轨迹跟踪问题, 考虑以下形式的 P

型迭代学习控制算法:

𝑢𝑘+1(𝑡) = 𝑢𝑘(𝑡) + Γ𝑘+1(𝑡)𝑒𝑘(𝑡+ 1). (3)

其中: 𝑒𝑘(𝑡) = 𝑦𝑑(𝑡) − 𝑦𝑘(𝑡)为第 𝑘次迭代输出在 𝑡时

刻的跟踪误差; Γ𝑘+1(𝑡) ∈ 𝑹𝑟×𝑚为时变的学习参数矩

阵,且Γ𝑘+1(𝑡)对于所有的 𝑡 ∈ [0, 𝑁 ]和 𝑘 = 0有界,即

存在正实数 𝑏𝐿使得 𝑏𝐿 = sup𝑡∈[0,𝑁 ],𝑘=1,2,⋅⋅⋅∥Γ𝑘+1(𝑡)∥.

本文利用系统反馈信息对Γ𝑘+1(𝑡)进行优化设

计, 使得将式 (3)应用到非线性离散系统 (1)时能够

保证闭环系统的收敛性和鲁棒性. 首先给出Γ𝑘+1(𝑡)

具有鲁棒性的充分条件.

定理 1 (BIBO鲁棒稳定性) 如果对于任意变量

𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑝, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑟, 学习参数矩阵Γ𝑘+1(𝑡)满足下

列不等式:

∥𝐼 − Γ𝑘+1(𝑡)ℎ
′
𝑥(𝑡+ 1)𝑓

′
𝑢(𝑡)∥ ⩽ 𝜌 < 1, (4)

则对于满足上述假设条件的非线性离散系统 (1), 由

式 (3)给出的迭代学习算法具有BIBO鲁棒稳定性.

特别是当状态扰动、初始状态误差和外部噪声为零,

即 𝜀1 = 𝜀2 = 𝜀3 = 0时,系统跟踪误差收敛于零.

为了更方便地证明定理 1,先定义如下𝜆范数.

定义 1 (𝜆范数) 定义函数 𝑞(⋅)的𝜆范数为

∥𝑞(⋅)∥𝜆 = sup
𝑡=0,1,⋅⋅⋅ ,𝑁

{𝜆T∥𝑞(𝑡)∥}, 0 < 𝜆 < 1, (5)

其中 ∥ ⋅ ∥为定义在𝑹𝑁上的一种范数.

证证证明明明 将式 (3)两边分别减去𝑢𝑑(𝑡)可得

𝑢𝑑(𝑡)−𝑢𝑘+1(𝑡)=𝑢𝑑(𝑡)−𝑢𝑘(𝑡)−Γ𝑘+1(𝑡)𝑒𝑘(𝑡+1). (6)

根据微分中值定理和假设 1,有

𝑒𝑘(𝑡+ 1) = ℎ[𝑥𝑑(𝑡+ 1)]− ℎ[𝑥𝑘(𝑡+ 1)]− 𝜈𝑘(𝑡+ 1) =

ℎ
′
𝑥̃𝑘
(𝑡+ 1)[𝑥𝑑(𝑡+ 1)− 𝑥𝑘(𝑡+ 1)]− 𝜈𝑘(𝑡+ 1), (7)

其中 𝑥̃𝑘为𝑥𝑘和𝑥𝑑之间的某个取值.对于所有 𝑘 > 0,

令 𝛿𝑢𝑘(𝑡) = 𝑢𝑑(𝑡) − 𝑢𝑘(𝑡), 𝛿𝑥𝑘(𝑡) = 𝑥𝑑(𝑡) − 𝑥𝑘(𝑡). 将

式 (7)代入 (6)可得

𝛿𝑢𝑘+1(𝑡) = 𝛿𝑢𝑘(𝑡)− Γ𝑘+1(𝑡)𝑒𝑘(𝑡+ 1) =
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𝛿𝑢𝑘(𝑡)− Γ𝑘+1(𝑡)ℎ
′
𝑥̃𝑘
(𝑡+1)[𝛿𝑥𝑘(𝑡+ 1)]+

Γ𝑘+1(𝑡)𝜈𝑘(𝑡+ 1). (8)

对于 𝛿𝑥𝑘(𝑡+ 1),同样地有

𝛿𝑥𝑘(𝑡+ 1) =

𝑓(𝑥𝑑(𝑡), 𝑢𝑑(𝑡))− 𝑓(𝑥𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡))− 𝜔𝑘(𝑡) =

𝑓(𝑥𝑑(𝑡), 𝑢𝑑(𝑡))− 𝑓(𝑥𝑘(𝑡), 𝑢𝑑(𝑡))+

𝑓(𝑥𝑘(𝑡), 𝑢𝑑(𝑡))− 𝑓(𝑥𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡))− 𝜔𝑘(𝑡) =

𝑓
′
𝑥̄𝑘
(𝑡)[𝑥𝑑(𝑡)− 𝑥𝑘(𝑡)] + 𝑓

′
𝑢̃𝑘
(𝑡)[𝑢𝑑(𝑡)− 𝑢𝑘(𝑡)]− 𝜔𝑘(𝑡).

(9)

其中: 𝑥̄𝑘为𝑥𝑘和𝑥𝑑之间的某个取值, 𝑢̃𝑘为𝑢𝑘和𝑢𝑑

之间的某个取值.将式 (9)代入 (8)可得

𝛿𝑢𝑘+1(𝑡) =

[𝐼 − Γ𝑘+1(𝑡)ℎ
′
𝑥̃𝑘
(𝑡+ 1)𝑓

′
𝑢̃𝑘
(𝑡)]𝛿𝑢𝑘(𝑡)−

Γ𝑘+1(𝑡)ℎ
′
𝑥̃𝑘
(𝑡+ 1)𝑓

′
𝑥̄𝑘
(𝑡)𝛿𝑥𝑘(𝑡)+

Γ𝑘+1(𝑡)ℎ
′
𝑥̃𝑘
(𝑡+ 1)𝜔𝑘(𝑡) + Γ𝑘+1(𝑡)𝜈𝑘(𝑡+ 1). (10)

对式 (10)两边取范数,并利用假设 2、假设 3和定义 1

得到

∥𝛿𝑢𝑘+1(𝑡)∥ ⩽ 𝜌∥𝛿𝑢𝑘(𝑡)∥+ 𝑙∥𝛿𝑥𝑘(𝑡)∥+ 𝑏. (11)

其中: 𝑏𝐿𝑏ℎ𝑥𝜀1 + 𝑏𝐿𝜀2 = 𝑏, 𝑏𝐿𝑏ℎ𝑥𝑏𝑓𝑥 = 𝑙.

对于 𝛿𝑥𝑘(𝑡),由式 (9)可得

∥𝛿𝑥𝑘(𝑡+1)∥ ⩽ 𝑏𝑓𝑥∥𝛿𝑥𝑘(𝑡)∥+𝑏𝑓𝑢∥𝛿𝑢𝑘(𝑡)∥+𝜀1. (12)

对式 (12)进行递推再根据假设 3可得

∥𝛿𝑥𝑘(𝑡)∥ ⩽
𝑡−1∑
𝑗=0

(𝑏𝑓𝑥)
𝑡−1−𝑗

[𝑏𝑓𝑢∥𝛿𝑢𝑘(𝑗)∥+ 𝜀1] + (𝑏𝑓𝑥)
𝑡
𝜀3. (13)

将式 (13)代入 (11)有

∥𝛿𝑢𝑘+1(𝑡)∥ ⩽

𝜌∥𝛿𝑢𝑘(𝑡)∥+ 𝑏+ 𝑙(𝑏𝑓𝑥)
𝑡
𝜀3+

𝑙

𝑡−1∑
𝑗=0

(𝑏𝑓𝑥)
𝑡−1−𝑗

[𝑏𝑓𝑢∥𝛿𝑢𝑘(𝑗)∥+ 𝜀1]. (14)

取𝜆−1 > max[1, 𝑏𝑓𝑥],则有 0 < 𝑏𝑓𝑥𝜆 < 1. 将式 (14)的

左右两边同时乘以𝜆𝑡可得

∥𝛿𝑢𝑘+1(𝑡)∥𝜆𝑡 ⩽

𝜌∥𝛿𝑢𝑘(𝑡)∥𝜆𝑡 + 𝑏𝜆𝑡 + 𝑙(𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑡
𝜀3+

𝜆𝑙

𝑡′−1∑
𝑗=0

(𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑡−1−𝑗 × [𝑏𝑓𝑢∥𝛿𝑢𝑘(𝑗)∥𝜆𝑗 + 𝜀1𝜆

𝑗 ].

由 0 < 𝜆𝑡 < 1, 0 < (𝑏𝑓𝑥𝜆)
𝑡
< 1且𝜆𝑖∥𝑢𝑘(𝑖)∥ ⩽ ∥𝛿𝑢𝑘∥𝜆

对于任意 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡成立的条件,再参考定义 1可得以

下不等式:

∥𝛿𝑢𝑘+1(𝑡)∥𝜆𝑡 ⩽ 𝜌∥𝛿𝑢𝑘∥𝜆 + 𝑙𝜀3 + 𝑏+

𝑙(𝜆𝑏𝑓𝑢∥𝛿𝑢𝑘∥𝜆+𝜆𝜀1)

𝑁−1∑
𝑗=0

(𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑁−1−𝑗

,

进而有

∥𝛿𝑢𝑘+1∥𝜆 = sup
𝑡=0,1,⋅⋅⋅ ,𝑁

{𝜆𝑡∥𝛿𝑢𝑘+1(𝑡)∥} ⩽

𝜌∥𝛿𝑢𝑘∥𝜆 + 𝑙𝜀3 + 𝑏+

𝑙(𝜆𝑏𝑓𝑢∣∣𝛿𝑢𝑘∣∣𝜆 + 𝜆𝜀1)

𝑁−1∑
𝑗=0

(𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑁−1−𝑗

. (15)

根据 0 < 𝑏𝑓𝑥𝜆 < 1,对式 (15)进行求和可得

∥𝛿𝑢𝑘+1∥𝜆 ⩽
[
𝜌+ 𝑙𝜆𝑏𝑓𝑢

1− (𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑁

1− 𝜆𝑏𝑓𝑥

]
∥𝛿𝑢𝑘∥𝜆 + 𝜀,

(16)

其中

𝜀 = 𝑏+ 𝑙𝜀3 + 𝑙𝜆𝜀1
1− (𝜆𝑏𝑓𝑥)

𝑁

1 − 𝜆𝑏𝑓𝑥
. (17)

由于 𝜌 < 1,可以选择足够小的𝜆值使

𝜌′ = 𝜌+ 𝑙𝜆𝑏𝑓𝑢
1− (𝜆𝑏𝑓𝑥)

𝑁

1− 𝜆𝑏𝑓𝑥
< 1. (18)

当 𝑘增加并趋近于无穷大时,由式 (16)可得

lim
𝑘→∞

sup ∣∣𝛿𝑢𝑘∣∣𝜆 ⩽ 𝜀

1− 𝜌′
. (19)

类似地,根据式 (13)有

∥𝛿𝑥𝑘∥𝜆 ⩽
[1− (𝜆𝑏𝑓𝑥)

𝑁
]𝜆𝑏𝑓𝑢

1− 𝜆𝑏𝑓𝑥
∥𝛿𝑢𝑘∥𝜆 +

[1− (𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑁
]𝜆𝜀1

1− 𝜆𝑏𝑓𝑥
+ 𝜀3.

将式 (19)代入可得

lim
𝑘→∞

sup ∥𝛿𝑥𝑘∥𝜆 ⩽

[1− (𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑁
]𝜆𝑏𝑓𝑢𝜀

(1− 𝜆𝑏𝑓𝑥)(1− 𝜌′)
+

[1− (𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑁
]𝜆𝜀1

1− 𝜆𝑏𝑓𝑥
+ 𝜀3.

根据假设 4,第 𝑘次迭代输出 𝑦𝑘和给定输出 𝑦𝑑的偏差

𝛿𝑦𝑘满足如下不等式:

∥𝛿𝑦𝑘∥𝜆 ⩽ 𝑙𝑓∥𝛿𝑥𝑘∥𝜆 + 𝜀2.

同样有

lim
𝑘→∞

sup ∥𝛿𝑦𝑘∥𝜆 ⩽

[1−(𝜆𝑏𝑓𝑥)
𝑁
]𝑙𝑓𝜆𝑏𝑓𝑢𝜀

(1− 𝜆𝑏𝑓𝑥)(1− 𝜌′)
+
[1−(𝜆𝑏𝑓𝑥)

𝑁
]𝑙𝑓𝜆𝜀1

1− 𝜆𝑏𝑓𝑥
+𝑙𝑓𝜀3+𝜀2.

因此, 当 𝑘 → ∞时, 状态变量, 输入变量和输出变量

有界,即系统BIBO稳定. 特别地,当忽略扰动和初始

偏差,即 𝜀1 = 𝜀2 = 𝜀3 = 0时,有 ∥𝛿𝑢𝑘∥𝜆 → 0, ∥𝛿𝑥𝑘∥𝜆
→ 0, ∥𝛿𝑦𝑘∥𝜆 → 0(𝑘 → ∞). □

注 4 定理 1建立了迭代学习控制算法的鲁棒稳

定性条件.然而, 仅通过该判定条件很难选择到适当

的学习参数矩阵Γ𝑘+1(𝑡).为此,本文在下一节讨论如

何进一步通过参数优化方法对学习参数矩阵Γ𝑘+1(𝑡)

进行设计,以改进算法的收敛性能.

注 5 根据时间序列的关系,上述分析在采样时
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间终止时刻 𝑡 = 𝑁时不需要对𝑢𝑘+1(𝑁)进行计算.

2 无无无扰扰扰动动动情情情况况况下下下的的的参参参数数数优优优化化化迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制

根据前面的分析,满足条件 (4)的 P型算法 (3)能

够克服不确定性对非线性离散系统轨迹跟踪问题的

影响.本节先考虑无扰动情况参数迭代优化学习算法

的收敛性能.

考虑系统 (1)的无扰动情况,即

𝑥̂𝑘(𝑡+ 1) = 𝑓 [𝑥̂𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡)],

𝑦𝑘(𝑡) = ℎ[𝑥̂𝑘(𝑡)]. (20)

初始条件 𝑥̂𝑘(0) = 𝑥𝑑(0).上标 𝑥̂𝑘, 𝑦𝑘表示系统在无扰

动情况下的标称状态和输出.根据式 (20)递推可得

𝑦𝑘(1) = ℎ[𝑥̂𝑘(1)] =

ℎ{𝑓 [𝑥̂𝑘(0), 𝑢𝑘(0)]} = 𝑔1[𝑥𝑑(0), 𝑢𝑘(0)],

𝑦𝑘(2) = 𝑔2[𝑥𝑑(0), 𝑢𝑘(0), 𝑢𝑘(1)],

...

𝑦𝑘(𝑁) = 𝑔𝑁 [𝑥𝑑(0), 𝑢𝑘(0), 𝑢𝑘(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑘(𝑁 − 1)].

因此,对于输出 𝑦𝑘有

𝑦𝑘 = 𝑔[𝑥𝑑(0), 𝑢𝑘], 𝑔(⋅) = [𝑔1(⋅), 𝑔2(⋅), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑁 (⋅)]T.
为了便于优化求解,定义特殊形式的学习参数矩

阵为

Γ𝑘+1 = 𝛽𝑘+1𝑊. (21)

其中: 𝛽𝑘+1为标量, 𝑊 为定常矩阵. 根据式 (21)构造

如下形式的P型迭代学习控制算法:

𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 + 𝛽𝑘+1𝑊𝑒𝑘, (22)

其中 𝑒𝑘 = 𝑦𝑑 − 𝑦𝑘为忽略扰动情况下的系统标称误

差. 引入参数优化迭代学习算法的目标函数[9]

𝛽∗
𝑘+1 = argmin[𝐽(𝛽𝑘+1)],

𝐽(𝛽𝑘+1) = ∥𝑒𝑘+1∥2 + 𝛾𝛽2
𝑘+1, 𝜆 > 0, (23)

其中 𝛾 > 0为调节参数,当 𝛽𝑘+1优化后可用来保证鲁

棒稳定性和收敛性条件 (4). 指标函数 (23)是为了选

择学习参数矩阵Γ𝑘+1使得标称跟随误差和迭代学习

控制算法的增益递减, 为了求解上述优化问题,由系

统 (20)的输入输出关系和微分中值定理有

𝑒𝑘 − 𝑒𝑘+1 = 𝑔(𝑢𝑘+1)− 𝑔(𝑢𝑘) =

𝐺̃𝑘(𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘) = 𝐺̃𝑘(𝛽𝑘+1𝑊𝑒𝑘),

其中 𝐺̃𝑘为 𝑔关于𝑢𝑘的 Jacobain矩阵 (∂𝑔/∂𝑢)在𝑢𝑘+1(𝑡)

和𝑢𝑘(𝑡)之间的某个取值.进而有

𝑒𝑘+1 = (𝐼 − 𝛽𝑘+1𝐺̃𝑘𝑊 )𝑒𝑘. (24)

为了给出迭代学习控制算法,取 𝐺̃𝑘 = 𝐺𝑘为 𝑔关于𝑢𝑘

的 Jacobain矩阵,则利用极值原理对优化问题 (23)求

解有

𝛽∗
𝑘+1 =

𝑒T𝑘 [𝐺𝑘𝑊 + (𝐺𝑘𝑊 )
T
]𝑒𝑘

2(𝛾 + ∥𝐺𝑘𝑊𝑒𝑘∥2)
. (25)

得到带有参数优化的迭代学习控制方法

𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 +
𝑒T𝑘 [𝐺𝑘𝑊 + (𝐺𝑘𝑊 )

T
]𝑒𝑘

2(𝛾 + ∥𝐺𝑘𝑊𝑒𝑘∥2)
𝑊𝑒𝑘. (26)

定理 2 (收敛性) 在满足定理 1的条件下, 对于

系统 (1)的无扰动情况, 应用由式 (22)和 (23)给出的

优化迭代学习控制算法使得闭环系统跟随误差单调

递减.

证证证明明明 用 𝐺̃𝑘代替式 (25)中的𝐺𝑘,得到

𝛽𝑘+1 =
𝑒T𝑘 [𝐺̃𝑘𝑊+(𝐺̃𝑘𝑊 )

T
]𝑒𝑘

2(𝛾 + ∥𝐺̃𝑘𝑊𝑒𝑘∥2)
. (27)

由于 𝛽𝑘+1为式 (23)的非最优解,由式 (23)有

∥𝑒𝑘+1∥2 ⩽ ∥𝑒𝑘+1∥2 + 𝛾𝛽∗
𝑘+1

2 =

𝐽(𝛽∗
𝑘+1) ⩽ 𝐽(𝛽𝑘+1). (28)

而由式 (24)和 (27)有

𝐽(𝛽𝑘+1) =

𝑒T𝑘 𝑒𝑘 − 𝑒T𝑘 𝛽𝑘+1[𝐺̃𝑘𝑊 + (𝐺̃𝑘𝑊 )
T
]𝑒𝑘+

𝛽2
𝑘+1∥𝐺̃𝑘𝑊𝑒𝑘∥2 + 𝛾𝛽2

𝑘+1 =

𝑒T𝑘 𝑒𝑘 − [𝑒T𝑘 (𝐺̃𝑘𝑊 + (𝐺̃𝑘𝑊 )
T
)𝑒𝑘]

2

4(𝛾 + ∥𝐺̃𝑘𝑊𝑒𝑘∥2)
⩽ 𝑒T𝑘 𝑒𝑘,

𝑒𝑘单调递减有上界,故收敛.

综合式 (27)和 (28)可知,优化参数学习增益因子

lim
𝑘→∞

𝛽∗
𝑘+1 = 0. □

本节在无扰动条件下给出了参数优化学习控制

算法,在扰动可测的情况下也可将算法应用到有扰动

的情况. 下一节将对受扰情况下的参数优化迭代学习

控制问题进行进一步分析.

3 受受受扰扰扰情情情况况况下下下的的的参参参数数数优优优化化化迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制

定理 1建立了将迭代学习控制算法 (3)用于非线

性系统 (1)的跟踪问题时,保证闭环系统鲁棒BIBO稳

定性的条件.定理 2证明了由式 (23)解出的最优解能

够保证闭环系统在初始迭代误差状态和扰动为零的

情况下,跟踪误差单调递减. 本节主要讨论将参数优

化方案和鲁棒性判别式应用到带有扰动的非线性系

统跟踪问题中,设计既满足鲁棒性又具有单调递减收

敛特性的迭代学习控制算法.

考虑如下的参数优化方案:

𝛽∗
𝑘+1 = argmin[𝐽(𝛽𝑘+1)],

𝐽(𝛽𝑘+1) = ∥𝑒𝑘+1∥2 + 𝛾𝛽2
𝑘+1, 𝜆 > 0. (29)

注意式 (29)中 𝑒𝑘+1为扰动存在的情况下产生的误差,

重新定义参数优化算法控制更新律

𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 + Γ𝑘+1𝑒𝑘, Γ𝑘+1 = 𝛽∗
𝑘+1𝑊. (30)
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利用与定理 2相似的推导过程可知,在扰动可测

的情况下, 式 (29)产生的最优解 𝛽∗
𝑘+1可以确保算法

(30)单调递减. 但由于扰动的存在, 其最终收敛结果

难以判定,此时可以结合第 1节给出的鲁棒性判别式,

对式 (30)产生的学习参数矩阵分量Γ𝑘+1(𝑡)提出约束

条件 (4),使其具有定理 1所描述的收敛结果.

具体地, 将定理 1和定理 2相结合, 令Γ𝑘+1由一

系列子矩阵Γ𝑘+1(0),Γ𝑘+1(1), ⋅ ⋅ ⋅ ,Γ𝑘+1(𝑁 − 1)所组

成,根据式 (3)和 (29)有⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢𝑘+1(0)

𝑢𝑘+1(1)
...

𝑢𝑘+1(𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢𝑘(0)

𝑢𝑘(1)
...

𝑢𝑘(𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+Γ𝑘+1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑒𝑘(1)

𝑒𝑘(2)
...

𝑒𝑘(𝑁)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

(31)

其中

Γ𝑘+1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Γ𝑘+1(0) 0 . . . 0

0 Γ𝑘+1(1) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Γ𝑘+1(𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

(32)

由式 (32)可以看出 (31)的分量满足

𝑢𝑘+1(𝑡) = 𝑢𝑘(𝑡) + Γ𝑘+1(𝑡)𝑒𝑘(𝑡+ 1).

由于 𝛽𝑘+1为标量, 需要构造与Γ𝑘+1结构和维数

相同的类对角矩阵𝑊 . 根据定理 1,当且仅当Γ𝑘+1的

子矩阵Γ𝑘+1(𝑡)(0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑁)全部满足判定式 (5)时,算

法 (30)具有鲁棒性. 再根据定理 2, 当参数优化矩阵

Γ𝑘+1 = 𝛽∗
𝑘+1𝑊 时,算法 (30)具有单调收敛性. 另一方

面, 根据式 (27)所示, 式 (29)中的标量 𝛾值可以起到

调节 𝛽𝑘+1的作用, 因此可将 𝛾和𝛽𝑘+1同时作为未知

参数进行优化. 设 𝛾值随迭代次数而变化,将式 (4)和

(29)联立建立多目标优化函数得到最优解 𝛾𝑘+1
∗和

𝛽∗
𝑘+1, 使算法 (30)同时满足单调收敛和鲁棒性. 具体

优化函数如下:

𝛽∗
𝑘+1 = argmin[𝐽𝑘+1(𝛽𝑘+1)],

𝛾∗
𝑘+1 = argmin[𝐽𝑘+1(𝛾𝑘+1)],

𝐽𝑘+1(𝛽𝑘+1) = ∥𝑒𝑘+1∥2 + 𝛾𝑘+1𝛽
2
𝑘+1;

s.t. Γ𝑘+1 = 𝛽∗
𝑘+1𝑊,

∥𝐼 − Γ𝑘+1(𝑡)ℎ
′
𝑥(𝑡+ 1)𝑓

′
𝑢(𝑡)∥ ⩽ 𝜌 < 1. (33)

在一些研究中, 利用免疫遗传算法解决约束多

目标优化问题CMO (constrained multi-objective)已引

起了一些关注. 如文献 [10]基于克隆选择原理提出

MISA算法,可以解决非线性的非凸多目标优化问题.

根据式 (33),建立受扰非线性系统的参数优化迭

代学习算法 1,具体步骤如下.

Step 1: 设定适当的迭代初值𝑢0和目标跟踪曲

线 𝑦𝑑、采样周期 [0, 𝑁 ]、初始状态𝑥0(0)、系统模型函

数 𝑓(⋅)和ℎ(⋅).
Step 2: 重新设置初始状态𝑥𝑘(0),在扰动𝜔𝑘(𝑡)和

𝜈𝑘(𝑡)存在的情况下运行系统, 记录误差和扰动的值.

设定适当的𝑊 , 将其代入目标函数 (33)中求得 𝛽∗
𝑘+1,

并进一步得到Γ𝑘+1.根据式 (29)计算新的迭代输入向

量𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 + Γ𝑘+1𝑒𝑘+1.

Step 3: 判断𝑢𝑘+1产生的跟踪误差, 如果小于某

一设定的误差容许值, 则结束迭代过程, 否则转至

Step 2继续迭代.

4 仿仿仿真真真分分分析析析

为了表明所提出参数优化迭代学习算法的性能,

本文选取一个带有初始状态误差、内部扰动和输出扰

动的非线性离散系统进行分析,即

𝑥1𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥2𝑘(𝑡) + 0.01rand𝑛,

𝑥2𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥3𝑘(𝑡) + 0.01rand𝑛,

𝑥3𝑘(𝑡+ 1) = 0.5𝑥1𝑘(𝑡) + [1.5 + cos𝑥1𝑘(𝑡)]𝑥2𝑘(𝑡)+

(2 + sin𝑥1𝑘(𝑡))𝑢𝑘(𝑡),

𝑦𝑘(𝑡) = 𝑥3𝑘(𝑡) + 0.01rand𝑛. (34)

其中: 𝑁 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , rand𝑛为方差为 0,均值为 1的

随机序列, 代表系统的内部扰动和输出扰动.该系统

跟踪如下的输出轨迹:

𝑦𝑑(𝑡) = sin(0.05π𝑡).

此外, 对该系统的初始状态加入随机误差, 将其初始

状态设置为

[𝑥1𝑘(0), 𝑥2𝑘(0), 𝑥3𝑘(0)]
T =

[0.01rand𝑛, 0.01rand𝑛, 0.01rand𝑛]
T.

利用第 1节提出的 P型迭代学习算法 (3)对系统

(34)的轨迹跟踪问题进行计算,即

𝑢𝑘+1(𝑡) = 𝑢𝑘 + Γ𝑘+1(𝑡)𝑒𝑘(𝑡+ 1).

通过对系统 (34)的分析可知, ℎ′
𝑥(𝑡) = [0, 0, 1], 𝑓 ′

𝑢(𝑡) =

[0, 0, 2 + sin𝑥1(𝑡)]
T. 根据定理 1的鲁棒性判别 (4),式

(3)的学习因子Γ𝑘+1(𝑡)应满足

∥𝐼 − Γ𝑘+1(𝑡)ℎ
′
𝑥(𝑡+ 1)𝑓 ′

𝑢(𝑡)∥ =

∣𝐼 − Γ𝑘+1(𝑡)(2 + sin𝑥1(𝑡))∣ < 1. (35)

再由 sin𝑥1(𝑡) ∈ [−1, 1]可得

0 < ∥Γ𝑘+1(𝑡)∥ ⩽ 2

3
. (36)

为了方便计算,对于任意 𝑘和 𝑡,取Γ𝑘+1(𝑡)=0.5𝐼 .

初始迭代输入𝑢0 = 0,采样周期𝑁 = 20. 首先利用 P

型迭代学习算法 (3)对系统 (34)进行仿真,得到如图 1

所示的迭代跟踪结果. 由图 1可见, 不经优化直接运

用鲁棒判别式的 P型迭代学习算法 (3)能够保证跟踪
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误差收敛于大于零的某一区间,并不能保证单调收敛.

0 5 10 15 20
iteration k

0

2

4

6
||

||
e

k
2

图 1 P型鲁棒迭代学习算法收敛结果

利用参数优化迭代算法 1对系统 (34)进行仿真,

此时系统的迭代更新律为𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 + Γ𝑘+1𝑒𝑘. 取𝑊

= 𝐼 , 根据式 (21)有Γ𝑘+1 = 𝛽∗
𝑘+1𝐼 . 考虑鲁棒约束条

件 (36), 利用算法 1建立参数优化方案, 得到适当的

𝛽∗
𝑘+1. 迭代跟踪结果和经过优化后的 𝛽∗

𝑘+1取值如图 2

和图 3所示.
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图 2 参数优化鲁棒迭代学习算法收敛结果
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图 3 参数优化鲁棒迭代学习算法学习参数

由图 2可见,经过参数优化的P型迭代学习算法

在系统具有内部外部扰动和初始状态误差的情况下,

能够单调地收敛于某一大于零的区间. 图 3表明, 经

过优化的参数 𝛽∗
𝑘+1能够使学习参数矩阵满足鲁棒

性判别式 (4), 因此该算法具有单调性和鲁棒性. 与

图 1所示的未加优化的 P型鲁棒算法的收敛结果相

比,该算法具有更好的收敛性能.

将本文提出的参数优化算法应用到受扰情况下

的非线性系统时,需要将每次迭代时状态、输出扰动

和初始状态误差的信息作为已知量进行计算.如果上

述信息不可测,则无法应用参数优化方案得到单调收

敛的算法. 此时可直接应用定理1的鲁棒性判别式得

到学习增益矩阵的取值范围, 选择恰当的学习增益,

得到不精确的收敛结果.

5 结结结 论论论

本文针对一类非线性离散系统的跟踪问题,提出

了一种 P型迭代学习算法,并讨论了该算法在初始状

态误差和扰动存在的情况下具有鲁棒性的判定条件.

通过建立多目标约束优化目标函数构造控制更新律,

对学习增益矩阵进行参数优化,使算法兼具鲁棒性和

单调收敛性. 算例仿真分析验证了所提出方案的可行

性和有效性.
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