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摘 要: 针对多属性群决策中的共识问题,提出两种使群体达成共识的方法. 假设群体决策的结果以从个体偏好通

过集结得到的群体偏好为基础,在使用算术加权集结算子和几何加权集结算子的条件下,分别设计相应的共识达成

算法,并对算法的收敛性进行分析.与已有方法相比,所提出算法能够体现决策个体的差异和决策个体对群体的影

响.通过某市政图书馆空调系统安装方案的选择表明了所提出方法的合理性和可行性.
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Two consensus approaches for multiple attribute group decision making
based on aggregating individual preferences
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Abstract: Reaching consensus is a desired goal for any group decision making problem. With respect to the consensus

problem in multiple attribute group decision making(MAGDM), two methods are proposed to assist the group in achieving

a predefined consensus level. It is assumed that the final solution is made based on the group decision matrix obtained

by aggregating individual decision matrix. For the aggregations using weighted arithmetic averaging(WAA) operator and

weighted geometric average(WGA) operator, two algorithms are presented to control the consensus process of MAGDM,

respectively. The convergence property of the proposed methods is also discussed. The proposed methods show that the

difference of the individuals and modification of individual preferences impacts on the group preference. Finally, an example

is given to show the application and effectiveness of the proposed methods.
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0 引引引 言言言

日益复杂的社会经济环境使得单个决策者要全

面考虑所要解决的问题变得越来越不可行,运用群体

决策方法解决现实中的决策问题势在必行. 多属性群

体决策旨在处理这样的决策环境, 该环境中, 有一个

由多个专家或决策者 (下文统称决策个体)组成的群

体,个体自由表达他们对属性和方案的偏好,每个决

策个体都期望并试图找到一个共同的使群体接受的

解决方案.然而,决策个体往往来自不同的专业领域,

拥有不尽相同的知识背景和水平,这使得群中个体拥

有不同的决策信息,同时个体只能部分知晓其他决策

个体的目标,自己的目标偏好等也有可能不被其他决

策个体完全理解. 因为不同的偏好意见常常存在,所

以群体中所有个体的意见都一致的情况相当少见[1-4].

群体决策的最终目的是参与决策的个体对方案达成

共识, 在这种情况下, 探寻度量群体成员意见共识水

平和共识达成过程的理论与方法便成为群决策的研

究重点,共识策略便寄希望于参与群体决策的个体积

极参与讨论并推动群体的认知朝共识方向前进.

在多属性群体决策环境下, Xu[5]探讨了以数值标

度表示的多属性群体决策共识问题,并提出一个能够

快速达成群体共识的直接算法. Xu等[6]提出了多属

性群决策问题的离散共识方法, 每次只修改一个或

少数几个位置上的元素. Fu等[7-8]利用证据理论方法
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研究了多属性群体决策共识, 指出基于所给专家评

估意见的一致性度量, 通过群体分析和谈判建立共

识. Parreiras等[9-10]为了实现最大化软共识度指标,提

出通过寻找专家权重的优化过程来形成共识. 徐迎

军等[11]定义了新的个体决策矩阵与群体决策矩阵的

相似度, 并在此基础上建立共识过程. 注意到, 文献

[7-10]讨论的决策信息并不是以通常的决策矩阵形式

给出的.

如果群体决策是以个体决策矩阵集结得到的群

体决策矩阵为基础,则文献 [5, 11]提出的方法虽然能

快速达成共识,但是执行该群体决策过程不会对决策

结果产生影响.本文在已有文献的基础上, 进一步研

究基于个体偏好集结的群体共识达成方法.

1 问问问题题题分分分析析析

1.1 问问问题题题描描描述述述

令𝑀 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}, 𝑁 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}, 𝑇 = {1,
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡}. 假定方案集和属性集已知, 𝑋={𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑛}(𝑛⩾2)为由𝑛个潜在方案构成的有限方案集; 𝐶 =

{𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑚}(𝑚 ⩾ 2)为由𝑚个属性或准则构成的

有限属性集; 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑚)为属性的权重向

量,满足
𝑚∑
𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 ∈ 𝑀 ;一组专家构成决

策个体的集合为𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑡}, 𝑡 ⩾ 2;专家的权

重向量为𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑡),满足𝜆𝑘 ∈ (0, 1), 𝑘 ∈ 𝑇 ,
𝑡∑

𝑘=1

𝜆𝑘 = 1; 𝐴𝑘 = [𝑎𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚为专家 𝑒𝑘∈𝐸给出的数值

形式的多属性决策矩阵, 𝑎𝑖𝑗𝑘为方案𝑥𝑖在属性 𝑐𝑗 ∈ 𝐶

上的表现值,即第 𝑘个专家给出的针对方案𝑥𝑖 的偏好

信息.多属性群体决策共识问题即是在已给各专家个

体决策矩阵的情况下,解得符合一定共识水平的群体

满意解.

在多属性决策过程中, 不同的属性常常不可公

度. 假设𝑅𝑘 = [𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚是相应的归一化决策矩阵,

则选取归一化方法为

𝑟𝑖𝑗𝑘 =

⎧⎨⎩
𝑎𝑖𝑗𝑘

max
𝑖

(𝑎𝑖𝑗𝑘)
, 效益属性;

min
𝑖
(𝑎𝑖𝑗𝑘)

𝑎𝑖𝑗𝑘
, 成本属性.

(1)

其中: 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑀, 𝑘 ∈ 𝑇 . 以上归一化方法使得个

体偏好 𝑟𝑖𝑗𝑘 ∈ [0, 1].

熟知的群体决策规则有直接方法和间接方法两

类. 直接方法表示为 {𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑡} → 解, 直接由

个体偏好得到群体解 (如方案的排序);间接方法有两

种,分别为

{𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑡} → {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑡} →解,

{𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑡} → 𝑅 →解. (2)

第 1种间接方法由个体偏好𝑅𝑖得到个体对方案的排

序𝑃𝑖, 然后得到群体解; 第 2种间接方法先集结个体

偏好到群体偏好𝑅, 然后根据群体偏好作出决策. 现

有多属性群决策问题偏爱第 2种间接方法,本文采用

此决策规则探讨群体共识过程.

在归一化方法后, 利用各种集结算子集结个体

偏好为群体偏好.利用算术加权平均 (WAA)算子 (也

称加型集结)集结个体决策矩阵为群体决策矩阵𝑅

= [𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚,有[5]

𝑟𝑖𝑗 =

𝑡∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑟𝑖𝑗𝑘, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑀. (3)

利用几何加权平均 (WGA)算子 (也称乘型集结)集结

个体决策矩阵为群体决策矩阵𝑅 = [𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚,有[11]

𝑟𝑖𝑗 =

𝑡∏
𝑘=1

𝑟𝜆𝑘

𝑖𝑗𝑘, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑀. (4)

在共识决策中,初始时个体偏好之间可能分歧较

大,因此需要通过共识过程为专家修改其偏好提供参

考.在给定的共识度量下, 如果群体达到了预定的共

识水平, 则共识过程结束.对群体决策矩阵实施选择

过程, 得到各方案的最终综合评价值.共识后的群体

决策矩阵仍记为𝑅 = [𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚,再一次利用加权平均

算子计算各方案的综合评价值

𝑍𝑖 =

𝑚∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑟𝑖𝑗 , 𝑖 ∈ 𝑁. (5)

根据综合评价值的大小可对方案进行排序和择优.

1.2 已已已有有有方方方法法法

文献 [5]提出了在加型集结意义下的共识方法.

记第ℎ+ 1步中的个体决策矩阵和群体决策矩阵分别

为

𝑅
(ℎ+1)
𝑘 = (𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 )𝑛×𝑚, 𝑅(ℎ+1) = (𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 )𝑛×𝑚.

该方法提出在第ℎ+ 1步采用以下方法同时修正每个

专家的决策矩阵:

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 = 𝜂𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 + (1− 𝜂)𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 , 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑀, 𝑘 ∈ 𝑇 ;

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗 =

𝑡∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑀.

在所给群决策规则 (第 2种间接方法)中, 采用最终

的群体决策矩阵作出选择. 如果所给算法运行ℎ次

后终止, 则最后的解方案完全依赖于群体决策矩阵

𝑅(ℎ) = [𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚. 注意到,在执行所给算法后,最终的

群体决策矩阵与初始的群体决策矩阵完全相同[6],即

可以证明 𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗 = 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 .

文献 [11]同样提出了一种全局修改方法,采用乘

型加权集结算子集结个体决策矩阵为群体决策矩阵.

在其所给共识度量下,当个体决策矩阵不满足预定的

共识一致性水平时,采用如下方法对个体偏好进行修
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正:

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 = (𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘)

𝜂(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 )1−𝜂, 𝑖 ∈ 𝑀, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑘 ∈ 𝑇 ;

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗 =

𝑡∏
𝑘=1

(𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 )𝜆𝑘 , 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑀.

此修改与文献 [5]一样, 共识过程虽然对个体偏

好进行了修改,但对最终的群体决策矩阵不产生任何

影响.事实上,有

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗 =

𝑡∏
𝑘=1

(𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 )𝜆𝑘 =

𝑡∏
𝑘=1

[(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘)

𝜂(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 )(1−𝜂)]𝜆𝑘 =

𝑡∏
𝑘=1

[(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘)

𝜂]𝜆𝑘

𝑡∏
𝑘=1

[(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 )(1−𝜂)]𝜆𝑘 =

(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 )𝜂(𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )1−𝜂 = 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 .

即文献 [5]与文献 [11]中的方法虽然能够快速达到共

识一致性,但是在以群体决策矩阵为依据作决策的决

策规则下,是否进行共识过程对决策结果无影响.

上述方法能够使群体快速达成共识. 但是,群体

决策中存在这样的情形,决策个体期望他们的偏好能

够对群体偏好产生一定的影响,同时也期望在给定的

决策机制下,集结得到的群体偏好能反映出这种影响.

从这种观点和意义上看,发掘新的适合此类决策情形

的方法具有重要的理论意义和现实需求. 以上两种方

法不能对群体决策矩阵施加影响的原因在于一次修

改所有专家的偏好,并且采用了完全相同的修改策略,

所以采用更加灵活的策略将能达到预期的群体决策

效果.如采用如下策略:每一轮不是修改所有个体的

偏好信息(决策矩阵),或者针对不同的个体采用不同

的修改策略,或者每一轮只修正决策矩阵中个别位置

上的元素,则能反映出决策个体的差异和决策个体对

群体的影响.不同的共识度量、不同的修正策略构成

了不同的共识决策过程.

2 基基基于于于加加加型型型集集集结结结的的的共共共识识识方方方法法法

共识一致性度量是评价个体偏好意见与群体偏

好意见之间一致程度的有用工具. 为了定义多属性群

决策中的共识程度,引入个体决策矩阵与群体决策矩

阵之间的相似度概念.

定义 1 令𝑅𝑘 = [𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚, 𝑘 ∈ 𝑇 为第 𝑘个专家

所给偏好构成的个体决策矩阵, 𝑅 = [𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚为由

WAA算子 (式 (3))集结得到的群体决策矩阵,则个体

偏好𝑅𝑘与群体偏好𝑅之间的相似度定义为[5]

𝑆1(𝑅𝑘, 𝑅) =
1

𝑛𝑚

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

∣𝑟𝑖𝑗𝑘 − 𝑟𝑖𝑗 ∣. (6)

定义 2 令𝑅𝑘=[𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚, 𝑘∈𝑇 和 𝑅=[𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚

分别为第 𝑘个个体决策矩阵和群体决策矩阵,定义个

体𝑅𝑘的共识一致性指标为

GCI(𝑅𝑘) = 1− 𝑆1(𝑅𝑘, 𝑅). (7)

如果GCI(𝑅𝑘) ⩾ GCI, 则称𝑅𝑘具有可接受的共识一

致性水平, 其中 GCI = 𝛼为预先设定的可接受的共

识度阈值.

如果每个决策个体给出的决策矩阵均满足式 (7),

则称群体达到了满意的共识水平. 为了达到预定的共

识水平,设计如下算法.

算法 1 基于WAA的共识达成过程.

输入: 由初始偏好形成的个体决策矩阵𝑅𝑘 =

[𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚(𝑘 ∈ 𝑇 )、最大的交互迭代次数ℎmax和共识

水平阈值𝛼;

输出:修正后的个体决策矩阵𝑅new
𝑘 = [𝑟new𝑖𝑗𝑘 ]𝑛×𝑚

(𝑘 ∈ 𝑇 )和迭代次数ℎ.

Step 1: 利用式 (3)计算初始群体决策矩阵𝑅 =

[𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚. 令ℎ = 0, 𝑅(0) = 𝑅, 𝑅(0)
𝑘 = 𝑅𝑘, 𝑘 ∈ 𝑇 .

Step 2: 利用

GCI(𝑅
(ℎ)
𝑘 ) = 1− 1

𝑛𝑚

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

∣𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 − 𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 ∣, 𝑘 ∈ 𝑇

计算个体决策矩阵𝑅
(ℎ)
𝑘 的共识一致性指标.

Step 3: 对于任意 𝑘 ∈ 𝑇 , 若GCI(𝑅
(ℎ)
𝑘 ) ⩾ 𝛼(𝑘 ∈

𝑇 ),或ℎ > ℎmax,则转至Step 5,否则转至Step 4.

Step 4: 假设

GCI(𝑅(ℎ)
𝜏 ) = min

𝑘
{GCI(𝑅

(ℎ)
𝑘 )}.

令𝑅
(ℎ+1)
𝑘 = (𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 )𝑛×𝑚,其中

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 =

⎧⎨⎩ 𝛾𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 + (1− 𝛾)𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 , 𝑘 = 𝜏 ;

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑘 ∕= 𝜏.

(8)

设置ℎ = ℎ+ 1,转至 Step 2.

Step 5: 输出ℎ, 𝑅(ℎ)
𝑘 (𝑘 ∈ 𝑇 ).

算法 1是一种迭代过程,能改进群体决策中决策

个体的共识水平, 当个体 𝑘实施改进策略后, 将获得

更好的共识一致性指标.

定理 1 令𝑅𝑘 = [𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚(𝑘 ∈ 𝑇 )为 𝑡个个体决

策矩阵, {𝑅(ℎ)
𝑘 }和 {𝑅(ℎ)}分别为算法 1生成的矩阵序

列. 在第ℎ+ 1轮算法执行中,假设第 𝑘个决策个体具

有最小的共识一致性指标,则有

GCI(𝑅
(ℎ+1)
𝑘 ) > GCI(𝑅

(ℎ)
𝑘 ). (9)

证证证明明明 根据算法 1的修正策略,有

𝑅
(ℎ+1)
𝑘 = (𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 )𝑛×𝑚,

其中

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 = 𝛾𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 + (1− 𝛾)𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 . (10)
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进一步有

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 − 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 =

𝑡∑
𝑙=1

𝜆𝑙𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑙 −

𝑡∑
𝑙=1

𝜆𝑙𝑟
(ℎ+𝑙)
𝑖𝑗𝑙 = 𝜆𝑘(𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 − 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 ) =

𝜆𝑘(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 − (𝛾𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 + (1− 𝛾)𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )) =

𝜆𝑘(1− 𝛾)(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 − 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 ). (11)

从而有

∣𝑟(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 − 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 ∣ =

∣𝛾𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 + (1− 𝛾)𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 − 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 ∣ =

∣𝛾(𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 − 𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 ) + (𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 − 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 )∣ =

∣𝛾(𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 − 𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 ) + 𝜆𝑘(1− 𝛾)(𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 − 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )∣ =

∣(𝛾 + 𝜆𝑘(1− 𝛾))(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 − 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )∣ < ∣𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 − 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 ∣, (12)

1

𝑛𝑚

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

∣𝑟(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 − 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 ∣ <

1

𝑛𝑚

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

∣𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 − 𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 ∣. (13)

即

𝑆1(𝑅
(ℎ+1)
𝑘 , 𝑅(ℎ+1)) < 𝑆1(𝑅

(ℎ)
𝑘 , 𝑅(ℎ)). (14)

进而有

GCI(𝑅
(ℎ+1)
𝑘 ) > GCI(𝑅

(ℎ)
𝑘 ). (15)

由此定理 1得证. □

由于偏离群体偏好最大的专家修改了其个体偏

好,其他未修改偏好的专家的共识一致性水平会改变.

但是由于个体的共识一致性指标与个体偏好的连续

性改变关系,每一轮修正过后群体的共识一致性水平

有所改善,算法 1的执行将使决策群体朝共识达成的

方向发展.

3 基基基于于于乘乘乘型型型集集集结结结的的的共共共识识识方方方法法法

定义 3 令𝑅𝑘 = [𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚(𝑘 ∈ 𝑇 ) 为第 𝑘个专

家所给偏好构成的个体决策矩阵, 𝑅 = [𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚为由

WGA算子 (式 (4))集结得到的群体决策矩阵,则个体

偏好𝑅𝑘与群体偏好𝑅的相似度定义[11]为

𝑆2(𝑅𝑘, 𝑅) =
( 𝑛∏

𝑖=1

𝑚∏
𝑗=1

max(𝑟𝑖𝑗𝑘, 𝑟𝑖𝑗)

min(𝑟𝑖𝑗𝑘, 𝑟𝑖𝑗)

) 1
𝑛𝑚

. (16)

定义 4 令𝑅𝑘 = [𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚(𝑘 ∈ 𝑇 ), 𝑅 = [𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚

分别为第 𝑘个个体决策矩阵和群体决策矩阵,定义个

体𝑅𝑘的共识一致性指标为

GCI(𝑅𝑘) =
1

𝑆2(𝑅𝑘, 𝑅)
. (17)

如果GCI(𝑅𝑘) ⩾ GCI, 则称个体𝑅𝑘具有可接受的共

识一致性水平, 其中 GCI = 𝛼为预先设定的可接受

的共识度阈值.

如果每个决策个体给出的决策矩阵均满足表达

式 (17), 则称群体达到了满意的共识水平. 为了达到

预定的共识水平,设计如下算法.

算法 2 基于WGA的共识达成过程.

输入输出同算法 1.

Step 1: 利用式 (4)计算初始群体决策矩阵𝑅 =

[𝑟𝑖𝑗 ]𝑛×𝑚. 令ℎ = 0, 𝑅(0) = 𝑅, 𝑅(0)
𝑘 = 𝑅𝑘, 𝑘 ∈ 𝑇 .

Step 2: 利用

GCI(𝑅
(ℎ)
𝑘 ) =

1( 𝑛∏
𝑖=1

𝑚∏
𝑗=1

max(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )

min(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )

) 1
𝑛𝑚

, 𝑘 ∈ 𝑇

计算个体决策矩阵𝑅
(ℎ)
𝑘 的共识一致性指标.

Step 3: 对于任意 𝑘 ∈ 𝑇 , 若GCI(𝑅
(ℎ)
𝑘 ) ⩾ 𝛼(𝑘 ∈

𝑇 ),或ℎ > ℎmax,则转至Step 5,否则转至Step 4.

Step 4: 假设GCI(𝑅
(ℎ)
𝜏 ) = min

𝑘
{GCI(𝑅

(ℎ)
𝑘 )}. 令

𝑅
(ℎ+1)
𝑘 = (𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 )𝑛×𝑚,其中

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 =

⎧⎨⎩ (𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘)

𝛾(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 )(1−𝛾), 𝑘 = 𝜏 ;

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑘 ∕= 𝜏.

(18)

设置ℎ = ℎ+ 1,转至 Step 2.

Step 5: 输出ℎ, 𝑅(ℎ)
𝑘 (𝑘 ∈ 𝑇 ).

同算法 1,当个体 𝑘实施改进策略后,将获得更好

的共识一致性指标.

定理 2 令𝑅𝑘 = [𝑟𝑖𝑗𝑘]𝑛×𝑚(𝑘 ∈ 𝑇 )为 𝑡个个体决

策矩阵, {𝑅(ℎ)
𝑘 }和 {𝑅(ℎ)}分别为算法 2生成的矩阵序

列. 在第ℎ+ 1轮算法执行中,假设第 𝑘个决策个体具

有最小的共识一致性指标,则有

GCI(𝑅
(ℎ+1)
𝑘 ) > GCI(𝑅

(ℎ)
𝑘 ). (19)

证证证明明明 根据算法 2的修正策略,有

𝑅
(ℎ+1)
𝑘 = (𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 )𝑛×𝑚,

其中

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 = (𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘)

𝛾(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 )(1−𝛾). (20)

进一步有

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗 =

𝑡∏
𝑙=1,𝑙 ∕=𝑘

(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑙 )

𝜆𝑙((𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘)

𝛾(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 )(1−𝛾))𝜆𝑘 =

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗

(𝑟(ℎ)𝑖𝑗

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘

)(1−𝛾)𝜆𝑘

. (21)

为了计算𝑆2(𝑅
(ℎ+1)
𝑘 , 𝑅(ℎ+1)),需要比较 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 与 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗

的大小. 下面分两种情况进行讨论:

1)当 𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 ⩾ 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘时, 𝑟(ℎ+1)

𝑖𝑗𝑘 < 𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 < 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 ,根据

式 (20)和 (21)有

max(𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 )

min(𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 )

=
𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘

=

(𝑟(ℎ)𝑖𝑗

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘

)𝛾+(1−𝛾)𝜆𝑘

<
𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘

=
max(𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )

min(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )

. (22)
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2)当 𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗 < 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘时, 𝑟(ℎ+1)

𝑖𝑗 < 𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 , 根据式 (20)

和 (21)有

max(𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 )

min(𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ+1)
𝑖𝑗 )

=
𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗

=

(𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗

)𝛾+(1−𝛾)𝜆𝑘

<
𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘

𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗

=
max(𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )

min(𝑟
(ℎ)
𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 )

. (23)

从而可以推导出

𝑆2(𝑅
(ℎ+1)
𝑘 , 𝑅(ℎ+1)) < 𝑆2(𝑅

(ℎ)
𝑘 , 𝑅(ℎ)), (24)

即

GCI(𝑅
(ℎ+1)
𝑘 ) > GCI(𝑅

(ℎ)
𝑘 ). (25)

由此定理 2得证. □

在每一轮迭代过程中,其他未修改偏好的专家的

共识一致性水平也会改变.每一轮修正后群体总的共

识一致性水平将有所改善,因此算法 2的执行将使决

策群体朝共识达成的方向发展.

定义 2和定义 4所给的共识一致性指标的取值

范围为 0 < GCI(𝑅𝑘) ⩽ 1. 共识度阈值的选取对算法

的执行和决策结果有重要影响,但是并没有统一的方

法来选择共识度阈值. 根据Herrera-Viedma等[3]的建

议,当所作决策很重要时, 共识度阈值可以选择一个

较高的阈值,如 0.95;另一个极端情况是,如果决策时

间很紧, 需要快速选定方案,则应该选择一个较低的

阈值,如 0.8. 该方法主观性较强. 另一种相对客观的

选取原则是以保留专家意见尽可能多和算法总共的

迭代次数尽可能少为准则,提出相应的模拟程序,阈

值的选取是进一步需要研究的方向.

注 1 算法 1和算法 2中, 每一轮的群体决策矩

阵会随着个体偏好的修改而变化, 在这种情况下, 群

体偏好能够体现出个体偏好变化的影响.

注 2 两种共识达成算法都以群体偏好为参照

修正个体偏好,均能自动化地使群体达到预定的共识

水平, 只需要专家给出初始偏好即可.但在现实情况

下, 算法只给出专家修改其偏好的建议,为了提高专

家的参与度,专家可以更加灵活地修改其偏好.假设

在第ℎ + 1轮第 𝑘个专家的共识一致性指标最小, 则
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图 1 多属性群决策共识框架

建议

𝑟
(ℎ+1)
𝑖𝑗𝑘 ∈ [min{𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 },max{𝑟(ℎ)𝑖𝑗𝑘 , 𝑟

(ℎ)
𝑖𝑗 }].

综合前述分析,提出如图 1所示的多属性群决策

共识框架.

4 算算算例例例分分分析析析

考虑如下的多属性群决策问题[5,12]. 某城市计划

修建一座公共图书馆,城市发展委员会面临的问题是

在图书馆中安装何种空调系统.有 5种可行方案𝑋1、

𝑋2、𝑋3、𝑋4、𝑋5供选择,对这些方案的评价主要涉及

经济性、功能性和可操作性 3个因素, 2个经济属性

和 6个非经济属性被纳入考虑范围.具体考虑的属性

有: 应付成本𝐶1($/ft2)、运行成本𝐶2($/ft2)、性能表现

𝐶3(∗)、噪音水平𝐶4(dB)、可维护性 𝐶5(∗)、可靠性

𝐶6(%)、适应性𝐶7(∗)和安全性𝐶8. 其中: ∗为 0∼ 1标

度, 𝐶1、𝐶2和𝐶4为成本属性, 其余为效益属性. 参与

决策的群体成员由 3位专家组成,专家根据每一备选

方案在每一属性下的表现给出他们的偏好信息,专家

的权重向量为𝜆 = (0.3, 0.2, 0.5). 每个专家给出的决

策矩阵𝐴1, 𝐴2, 𝐴3如表 1∼表 3所示.

表 1 原始决策矩阵𝐴1

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 4 6 0.9 35 0.5 95 0.4 0.7

𝑋2 2 5 0.5 70 0.4 75 0.8 0.5

𝑋3 4 5 0.6 65 0.8 85 0.8 0.6

𝑋4 6 4 0.8 40 0.9 90 0.7 0.8

𝑋5 5 6 0.7 55 0.6 95 0.5 0.9

表 2 原始决策矩阵𝐴2

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 5 6 0.7 37 0.3 98 0.5 0.4

𝑋2 2 5 0.6 74 0.6 70 0.6 0.6

𝑋3 5 4 0.5 67 0.9 80 0.6 0.7

𝑋4 4 5 0.7 42 0.9 85 0.9 0.6

𝑋5 3 7 0.8 54 0.7 90 0.3 0.8

表 3 原始决策矩阵𝐴3

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 3 6 0.9 40 0.6 93 0.4 0.5

𝑋2 4 7 0.5 72 0.4 78 0.8 0.7

𝑋3 6 5 0.6 75 0.8 89 0.9 0.6

𝑋4 7 6 1 48 0.8 94 0.6 0.8

𝑋5 5 4 0.9 60 0.8 95 0.5 0.9

首先对原始决策矩阵进行归一化, 所得结果如

表 4∼表 6所示 (仅保留两位小数,下同).若使用式 (3)

集结个体偏好,则得到的初始群体决策矩阵𝑅如表 7

所示.

考虑使用算法 1达成共识, 设置阈值𝛼 = 0.95,

则算法 1执行 6次终止.每一轮各决策矩阵的共识一
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致性指标和需要修改其偏好的专家如表 8所示,可见

只有第 2个专家修改了其偏好.共识一致性指标值验

证了定理 1的结论, 修改后的群体决策矩阵𝑅new如

表 9所示. 若使用式 (4)集结个体偏好,则得到初始群

体决策矩阵𝑅′如表 10所示.

表 4 决策矩阵𝑅1

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 0.50 0.67 1.0 1.0 0.56 1.0 0.50 0.78

𝑋2 1.0 0.80 0.5 0.50 0.44 0.79 1.0 0.56

𝑋3 0.50 o.80 0.67 0.54 0.89 0.89 1.0 0.67

𝑋4 0.33 1.0 0.89 0.87 1.0 0.95 0.87 0.89

𝑋5 0.40 0.67 0.78 0.64 0.67 1.0 0.62 1.0

表 5 决策矩阵𝑅2

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 0.40 0.67 0.87 1.0 0.33 1.0 0.56 0.50

𝑋2 1.0 0.80 0.75 0.50 0.67 0.71 0.67 0.75

𝑋3 0.40 1.0 0.62 0.55 1.0 0.82 0.67 0.87

𝑋4 0.50 0.80 0.87 0.88 1.0 0.87 1.0 0.75

𝑋5 0.67 0.57 1.0 0.69 0.78 0.92 0.33 1.0

表 6 决策矩阵𝑅3

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 1.00 0.67 0.90 1.0 0.75 0.98 0.44 0.56

𝑋2 0.75 0.57 0.50 0.56 0.50 0.82 0.89 0.78

𝑋3 0.50 0.80 0.60 0.53 1.0 0.94 1.0 0.67

𝑋4 0.43 0.67 1.0 0.83 1.0 0.99 0.67 0.89

𝑋5 0.60 1.0 0.90 0.67 1.0 1.0 0.56 1.0

表 7 群体决策矩阵𝑅

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 0.73 0.67 0.92 1.0 0.61 0.99 0.48 0.61

𝑋2 0.87 0.69 0.57 0.53 0.52 0.79 0.88 0.71

𝑋3 0.48 0.84 0.62 0.54 0.97 0.90 0.93 0.71

𝑋4 0.41 0.79 0.94 0.86 1.0 0.95 0.80 0.86

𝑋5 0.55 0.81 0.88 0.66 0.86 0.98 0.53 1.0

表 8 基于算法 1的共识一致性指标值

迭代次数 个体共识一致性指标值 需要修改偏好的专家

1 {0.957 2, 0.925 3, 0.962 7} 2

2 {0.957 3, 0.931 3, 0.964 0} 2

3 {0.957 4, 0.936 8, 0.965 2} 2

4 {0.957 4, 0.941 8, 0.966 2} 2

5 {0.957 4, 0.946 5, 0.967 0} 2

6 {0.957 4, 0.950 8, 0.967 7}

表 9 修改后的群体决策矩阵𝑅new

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 0.76 0.67 0.93 1.0 0.63 0.99 0.48 0.62

𝑋2 0.86 0.68 0.55 0.53 0.50 0.80 0.90 0.70

𝑋3 0.49 0.83 0.62 0.54 0.96 0.91 0.96 0.69

𝑋4 0.41 0.79 0.95 0.85 1.0 0.96 0.78 0.87

𝑋5 0.54 0.83 0.87 0.66 0.86 0.99 0.55 1.0

表 10 群体决策矩阵𝑅′

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 0.68 0.67 0.92 1.0 0.58 0.99 0.48 0.60

𝑋2 0.87 0.69 0.57 0.53 0.52 0.79 0.88 0.71

𝑋3 0.48 0.84 0.62 0.54 0.97 0.90 0.92 0.70

𝑋4 0.41 0.78 0.94 0.86 1.0 0.95 0.78 0.86

𝑋5 0.55 0.81 0.88 0.66 0.86 0.98 0.53 1.0

考虑使用算法 2达成共识, 设置阈值𝛼 = 0.95,

则算法 2执行 14次终止.每一轮各决策矩阵的共识一

致性指标和需要修改其偏好的专家如表 11所示, 可

见,第 1个专家和第 2个专家均修改了其偏好.共识一

致性指标值验证了定理 2的结论,修改后的群体决策

矩阵𝑅′
new如表 12所示.

表 11 基于算法 2的共识一致性指标值

迭代次数 个体共识一致性指标值 需要修改偏好的专家

1 {0.942 6, 0.893 9, 0.947 8} 2

2 {0.942 7, 0.902 0, 0.949 6} 2

3 {0.942 6, 0.909 5, 0.951 2} 2

4 {0.942 5, 0.916 4, 0.952 8} 2

5 {0.942 4, 0.922 8, 0.954 2} 2

6 {0.942 3, 0.928 8, 0.955 4} 2

7 {0.942 2, 0.934 3, 0.956 3} 2

8 {0.942 1, 0.939 4, 0.957 1} 2

9 {0.942 0, 0.944 1, 0.957 8} 1

10 {0.945 9, 0.943 9, 0.959 2} 2

11 {0.945 8 0.948 2 0.959 9} 1

12 {0.949 5 0.948 0 0.961 2} 2

13 {0.949 3 0.952 1 0.961 9} 1

14 {0.952 8 0.951 8 0.963 2}

表 12 修改后的群体决策矩阵𝑅′
new

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5 𝐶6 𝐶7 𝐶8

𝑋1 0.75 0.67 0.92 1.0 0.64 0.99 0.47 0.61

𝑋2 0.84 0.65 0.54 0.53 0.50 0.80 0.89 0.70

𝑋3 0.49 0.82 0.62 0.54 0.97 0.91 0.96 0.68

𝑋4 0.40 0.76 0.95 0.85 1.0 0.97 0.75 0.87

𝑋5 0.54 0.83 0.87 0.66 0.86 0.99 0.55 1.0

两种算法均在给定的共识度量下达到了预定的

共识一致性水平. 对比发现,在取相同的共识阈值时,

基于乘型集结的共识一致性指标要比基于加型集结

的共识一致性指标更为严格.使用式 (5)计算各方案

的综合评价值,这里假定各属性权重相等. 基于𝑅new,

有𝑍1 = 0.755 4, 𝑍2 = 0.681 5, 𝑍3 = 0.748 7, 𝑍4 =

0.819 9, 𝑍5 = 0.790 6. 基于𝑅′
new,有𝑍 ′

1 = 0.759 0, 𝑍 ′
2

= 0.690 0, 𝑍 ′
3 = 0.749 6, 𝑍 ′

4 = 0.826 1, 𝑍 ′
5 = 0.789 0.

从而对方案的排序均为𝑋4 ≻ 𝑋5 ≻ 𝑋1 ≻ 𝑋3 ≻ 𝑋2.

因此,方案𝑋4是当前情况下的最优选择.

本文采用了与文献 [5]相同的个体决策矩阵, 文

献 [11]给出了不同的个体决策矩阵. 可以发现, 文献
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[5,11]最终得到的群体决策矩阵相对于初始的群体决

策矩阵并未改变,本文结果与文献 [5]相同.虽然本文

最终得到的群体决策矩阵相对最初的群体决策矩阵

已经有了较大变化,但是群体的排序结果并未发生改

变,这是由特定的原始决策信息造成的, 并不表示这

种决策方法不起作用. 在某些情形,共识过程后的决

策结果相比于共识前可能会有很大的变化.

5 结结结 论论论

多属性群决策的共识过程旨在使参与群体决策

的决策个体对方案形成满意的一致性意见.在假定最

终方案的选择依赖于群体决策矩阵的决策规则下,本

文提出了两种辅助群体达成共识的方法. 算例分析表

明了所提出方法的合理性和可行性. 在专家直接给出

语言偏好或区间值偏好时,需要定义相应的共识度量

后利用本文类似的修正策略,更多的理论拓展和应用

研究有待进一步展开.
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