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摘 要: 不确定性存在于图像处理、模式识别等众多领域的实际应用中,模糊𝐶均值聚类 (FCM)算法虽广泛应用于

这些领域,但其处理不确定性的能力较差. 引入区间二型模糊理论能有效提升算法处理不确定性的能力,但相应地造

成算法复杂度增加,制约了区间二型 FCM算法的推广应用. 鉴于此,提出增强型区间二型 FCM算法,通过优化初始

聚类中心和降型运算,极大地减少了区间二型 FCM算法的运算量,并提升算法的收敛速度.通过对随机和实际数据

的实验比较验证了改进算法的有效性.

关键词: 模糊聚类；模糊𝐶均值聚类；区间二型；降型

中图分类号: TP391.4 文献标志码: A

Enhanced interval type-2 fuzzy 𝐶-means algorithm
QIU Cun-yong, XIAO Jian, HAN Lu
(School of Electrical Engineering，Southwest Jiaotong University，Chengdu 610031，China．Correspondent：QIU Cun-

yong，E-mail：chaucer qcy@my.swjtu.edu.cn)

Abstract: There are various uncertainties in the applications in many fields such as image processing and pattern recognition.

However, the fuzzy 𝐶-means(FCM) algorithm which is widely used in these fields cannot handle the uncertainties well. The

introduction of interval type-2 fuzzy theory into FCM can bring such algorithm the ability of handling uncertainties, but

the complexity of algorithm will increase accordingly. In order to reduce the complexity, an enhanced interval type-2 FCM

algorithm is proposed. The initialization of cluster center and the process of type-reduction are optimized in this algorithm,

which can greatly reduce the calculation of interval type-2 FCM and accelerate the convergence of the algorithm. The

experimental results on random data and real data show the effectiveness of our proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

模糊聚类[1]因其无监督特性和易于理解的逻

辑语言在图像处理、模式识别、计算机视觉等多领

域有广泛的应用, 其中基于目标函数的模糊𝐶均值

聚类 (FCM)算法[2-3]的理论最为完善, 应用也最为广

泛[4-6]. 传统的 FCM算法通过迭代更新样本到聚类中

心的距离和隶属度实现聚类,采用取值为 [0,1]区间的

一型模糊集合表述样本与各聚类中心的隶属关系.在

实际应用中, 聚类过程包含各种不确定性信息,如距

离测量、模糊化、样本获取、算法参数选择等过程中

的不确定性因素, 以一型模糊为基础的 FCM算法无

法很好地处理这些不确定性. 事实上, Zadeh[7]在提出

模糊理论时曾提出二型模糊和多型模糊的概念,通过

扩展一型模糊集合得出二型甚至多型模糊集以融入

更多的不确定性信息. 之后, Mendel[8]对二型模糊理

论进行深入研究, 证明了其理论的有效性和优越性.

目前二型理论已成功应用于很多领域[9-10],其结论也

证明二型模糊理论对于存在不确定性的系统具有优

于一型的表现.

二型模糊理论在模糊聚类中的应用还处于起步

阶段, 二型的引入使算法运算量呈指数倍增长, 导致

二型在模糊聚类的应用受到限制.已有文献提出用区

间二型替代二型模糊集应用于聚类算法,以提高算法

的运算速度[11-12]. 二型模糊集由主、次隶属度函数构

成, 通常次隶属度函数也是一种一型模糊集, 区间二

型是二型的特殊情况,其次隶属度函数取值为一特定

值 (常取 1). 次隶属度函数的简化使区间二型模糊算

法的复杂度降低, 因此, 区间二型模糊理论较二型理
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论得到更广的研究和应用. 文献 [11]提出的区间二

型模糊𝐶均值 (IT2FCM)算法将传统一型FCM扩展

至区间二型,针对参数存在的不确定性对模糊因子𝑚

进行扩展,有效提升了算法处理不确定性的能力. 然

而, 在实际聚类中处理的对象通常为大样本量数据,

应用 IT2FCM算法虽然能得到较优的聚类结果,但其

运算速度依然不尽理想. 因此, 针对 IT2FCM算法的

优化,提高算法的聚类效果和运算速度十分必要.

IT2FCM与 FCM算法的主要区别在于 IT2FCM

有降型过程,这是因为 IT2FCM迭代后得到的是区间

二型模糊集,这种模糊集无法直接通过解模糊得到聚

类结果. IT2FCM采用经典的KM (Karnik-Mendel)降

型算法[13]对区间二型模糊集降型, 其迭代步骤多,

运算时间长.文献 [14]提出的EKM (Enhanced KM)算

法,结合模糊聚类的特点对 IT2FCM算法的降型过程

进行改进, 同时考虑 IT2FCM随机选取聚类中心, 使

得迭代次数增加并影响最终聚类结果.本文结合降型

算法的特点提出一种简易计算初始聚类中心的方法,

该方法得出的聚类中心可直接用于降型迭代,有效提

高算法收敛速度.最后通过不同类型数据的实验比较

验证了所提出算法的有效性.

1 知知知识识识回回回顾顾顾

1.1 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊聚聚聚类类类算算算法法法

区间二型模糊聚类算法[11]步骤如下.

Step 1: 设定聚类数 𝑐(2 ⩽ 𝑐 ⩽ 𝑁 , 𝑁为样本总量),

模糊系数𝑚1和𝑚2,设置迭代停止阈值 𝜀,初始化聚类

中心𝑽 .

Step 2: 按下式计算上、下隶属度函数:

𝜇̄𝑖(𝑘) =

max
( 1

𝑐∑
𝑗=1

( 𝑑𝑖𝑘
𝑑𝑗𝑘

)2/(𝑚1−1)
,

1
𝑐∑

𝑗=1

( 𝑑𝑖𝑘
𝑑𝑗𝑘

)2/(𝑚2−1)

)
,

𝜇
𝑖
(𝑘) =

min
( 1

𝑐∑
𝑗=1

( 𝑑𝑖𝑘
𝑑𝑗𝑘

)2/(𝑚1−1)
,

1
𝑐∑

𝑗=1

( 𝑑𝑖𝑘
𝑑𝑗𝑘

)2/(𝑚2−1)

)
. (1)

其中: 𝑑
𝑖𝑘

= ∥𝑥𝑘 − 𝑣𝑖∥𝐴(一般 ∥ ⋅ ∥取欧氏距离)为第 𝑘

个样本𝑥𝑘到第 𝑖个聚类中心 𝑣𝑖的距离, 𝜇̄𝑖(𝑘)和𝜇
𝑖
(𝑘)

分别为𝑥𝑘到聚类中心 𝑣𝑖的上、下隶属度函数.

Step 3: 由KM算法迭代更新聚类中心𝑽 的区间

[𝑣𝐿, 𝑣𝑅].

Step 4: 取更新后聚类中心𝑽 ′ = (𝑣𝐿 + 𝑣𝑅)/2,若

满足 ∥V′ − 𝑽 ∥ < 𝜀则停止迭代, 否则令𝑽 = 𝑽 ′, 返

回Step 2.

1.2 KM迭迭迭代代代算算算法法法

KM算法是由Karnik等[13]提出的用于对区间二

型模糊集进行降型的迭代算法,在区间二型模糊聚类

中用于计算聚类中心的区间值 [𝑣𝐿, 𝑣𝑅]. 以计算 𝑣𝐿为

例,算法步骤如下.

Step 1:升序排列样本𝑥𝑘 = (𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑘𝑀 )(𝑘

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑁),如下所示:

𝑥11 ⩽ 𝑥21 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥𝑁1,

𝑥12 ⩽ 𝑥22 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥𝑁2,

...

𝑥1𝑀 ⩽ 𝑥2𝑀 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥𝑁𝑀 , (2)

其中𝑀为样本的特征数.

Step 2: 取初始化隶属度函数𝜇𝑖𝑘 = (𝜇̄𝑖𝑘+𝜇𝑖𝑘)/2,

其对应的第 𝑖类聚类中心为

𝑣𝑖 =

𝑁∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝜇𝑖𝑘

/ 𝑁∑
𝑘=1

𝜇𝑖𝑘. (3)

Step 3: 由𝑥(𝑠) ⩽ 𝑣𝑖 ⩽ 𝑥(𝑠 + 1)找出切换点 𝑠,对

应区间值为

𝑣𝑖𝐿 =

𝑠∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝜇̄𝑖𝑘 +

𝑁∑
𝑘=𝑠+1

𝑥𝑘𝜇𝑖𝑘

𝑠∑
𝑘=1

𝜇̄𝑖𝑘 +

𝑁∑
𝑘=𝑠+1

𝜇𝑖𝑘

,

𝑣𝑖𝑅 =

𝑠∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝜇𝑖𝑘
+

𝑁∑
𝑘=𝑠+1

𝑥𝑘𝜇̄𝑖𝑘

𝑠∑
𝑘=1

𝜇
𝑖𝑘
+

𝑁∑
𝑘=𝑠+1

𝜇̄𝑖𝑘

. (4)

Step 4: 若满足 𝑣𝑖𝐿 = 𝑣𝑖, 则停止迭代, 得到 𝑣𝑖的

区间最小值 𝑣𝑖𝐿;若不满足,则取 𝑣𝑖 = 𝑣𝑖𝐿,返回Step 3.

类似可求得区间最大值 𝑣𝑖𝑅.

KM算法通过迭代寻找最优切换点,其迭代次数

受初始值选择和样本数量的影响. 聚类算法的应用

对象通常为大样本数据,且 IT2FCM算法的每一次迭

代过程均需调用KM算法更新聚类中心,因此找到提

高 IT2FCM中降型过程效率的方法是十分必要的.

2 增增增强强强型型型区区区间间间二二二型型型FCM算算算法法法
2.1 初初初始始始聚聚聚类类类中中中心心心的的的确确确定定定

传统聚类算法随机选择初始聚类中心, 易导致

聚类过程收敛于局部极值点, 同时增加了算法的迭

代次数. 文献 [15-16]提出了计算初始聚类中心的方

法, 但这些方法都是针对一型模糊聚类的, 当用于

IT2FCM时其运算孤立于降型运算,无法达到提升算

法效率的效果.下面介绍一种结合 IT2FCM降型步骤

的简易计算初始聚类中心的方法,如图 1所示.
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图 1 初始化聚类中心

Step 1: 升序排列样本数据的第 𝑗个特征值 (𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅,𝑀 ),即𝑥1𝑗 ⩽ 𝑥2𝑗 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥𝑁𝑗 ,对应调整其余

特征值位置,记调整后样本为𝑋𝑗 .

Step 2: 由式 (5)计算样本𝑋𝑗的聚类中心𝑉𝑗 ,有

𝑽𝑗 = [𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑖] =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

[𝑁/𝑐]

[𝑁/𝑐]∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝑗

1

[𝑁/𝑐]

2[𝑁/𝑐]∑
𝑘=[𝑁/𝑐]+1

𝑥𝑘𝑗

...

1

𝑁 − (𝑐− 1)[𝑁/𝑐]

𝑁∑
𝑘=(𝑐−1)[𝑁/𝑐]+1

𝑥𝑘𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

T

. (5)

其中: [𝑁 /𝑐]为对𝑁/𝑐向下取整; 𝑣𝑖 = [𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣𝑖𝑗 ]

T为含有 𝑗个特征值的第 𝑖类聚类中心, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐.
Step 3: 对Step 2得出的聚类中心按某特征值进

行排序,如图 1按特征 1排序,按图示方式计算参考聚

类中心,并将对应特征的聚类中心向量按参考聚类中

心的排序规则进行排列,得出初始聚类中心𝑉 .

本文提出的初始化聚类中心方法是对多特征样

本在不同特征下的聚类中心作加权平均,与文献 [15-

16]方法相比,本文方法以准确度的下降换取运算速

度的提升, 但是由于初始化过程中嵌入了降型算法

的运算,在初始化后可直接跳过KM算法的 Step 1和

Step 2,能够明显提升算法的运算速度,相比其他初始

化方法更适用于区间二型模糊聚类算法.

2.2 改改改进进进降降降型型型运运运算算算

KM算法由随机初始中心开始迭代过程,迭代次

数受随机中心选取和样本数量的影响, 文献 [11]对

KM算法进行分析, 提出了基于经验数据初始化方

法的EKM算法.虽然EKM有效提高了降型的运算速

度,但其依赖经验选取切换点的初始化方法没有考虑

样本的自有特性,难以通用于处理样本种类繁多的聚

类分析.本文以样本特征的加权平均初始化聚类中心,

对不同类型的样本均具有良好的适应性. 由于初始化

过程引入了KM算法的排序过程,在降型过程中可以

直接代入初始中心值搜寻切换点,有效地减少了算法

的运算量. 另外,考虑式 (4)中 𝑣𝑖𝐿,定义
𝑠∑

𝑘=1

𝑥𝑘𝜇̄𝑖𝑘+

𝑁∑
𝑘=𝑠+1

𝑥𝑘𝜇𝑖𝑘 = 𝑎,

𝑠∑
𝑘=1

𝜇̄𝑖𝑘+

𝑁∑
𝑘=𝑠+1

𝜇𝑖𝑘 = 𝑏.

迭代过程中, 当切换点 𝑠变至 𝑠′时, KM算法由式 (4)

重新计算 𝑣′𝑖𝐿. 对比 𝑣𝑖𝐿和 𝑣′𝑖𝐿的表达式, 由于切换点

的改变幅度较小, 迭代存在大量的重复计算.实际计

算中只需找出 𝑠与 𝑠′之间的差异值即可,如下所示:

𝑎′ = 𝑎+ sgn(𝑠′ − 𝑠)

max(𝑠,𝑠′)∑
𝑘=min(𝑠,𝑠′)+1

𝑥𝑘(𝜇̄𝑖𝑘 − 𝜇
𝑖𝑘
), (6)

𝑏′ = 𝑏+ sgn(𝑠′ − 𝑠)

max(𝑠,𝑠′)∑
𝑘=min(𝑠,𝑠′)+1

(𝜇̄𝑖𝑘 − 𝜇
𝑖𝑘
). (7)

对应 𝑣′𝑖𝐿表达式调整为

𝑣′𝑖𝐿 = 𝑎′/𝑏′ =

𝑎+ sgn(𝑠′ − 𝑠)

max(𝑠,𝑠′)∑
𝑘=min(𝑠,𝑠′)+1

𝑥𝑘(𝜇̄𝑖𝑘 − 𝜇
𝑖𝑘
)

𝑏+ sgn(𝑠′ − 𝑠)

max(𝑠,𝑠′)∑
𝑘=min(𝑠,𝑠′)+1

(𝜇̄𝑖𝑘 − 𝜇
𝑖𝑘
)

. (8)

由式 (8)可知, KM算法的降型终止条件 𝑣𝑖𝐿 = 𝑣𝑖等效

于判定 𝑠′ = 𝑠, 由此设置降型算法终止条件为: 若满

足 𝑠′ = 𝑠, 则停止迭代, 得到 𝑣𝑖的区间最小值 𝑣𝑖𝐿; 若

不满足,则取 𝑣𝑖 = 𝑣𝑖𝐿, 𝑎 = 𝑎′, 𝑏 = 𝑏′,返回 Step 3.类似

可求得区间最大值 𝑣𝑖𝑅,其优化后的表达式为

𝑣′𝑖𝑅=

𝑎− sgn(𝑠′ − 𝑠)

max(𝑠,𝑠′)∑
𝑘=min(𝑠,𝑠′)+1

𝑥𝑘(𝜇̄𝑖𝑘 − 𝜇
𝑖𝑘
)

𝑏− sgn(𝑠′ − 𝑠)

max(𝑠,𝑠′)∑
𝑘=min(𝑠,𝑠′)+1

(𝜇̄𝑖𝑘 − 𝜇
𝑖𝑘
)

. (9)
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EIT2FCM算法步骤与 IT2FCM相同, 只是在迭

代中采用第 2.1节的方法初始化聚类中心, 而降型过

程采用第 2.2节的优化方法进行计算.

3 实实实验验验分分分析析析

本文分别对 FCM、EFCM(采用本文初始化方法

的FCM算法)、IT2FCM和提出的EIT2FCM进行对

比, 通过记录其运行时间和迭代次数来验证算法

的有效性.

3.1 随随随机机机数数数据据据比比比较较较

选取不同样本量的随机数据进行实验, 取𝑁 =

100 : 10 000,间隔 100,特征数取 3. 4种算法对每个样

本𝑁进行了 100次蒙特卡洛实验,对 100次实验结果

取均值,各算法迭代次数与运行时间如图 2所示.
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图 2 不同样本量下各算法迭代次数和运行时间比较

3.2 UCI数数数据据据比比比较较较

为了验证算法的有效性, 选取UCI数据库中较

常用的真实数据 Iris和Wine进行实验分析. Iris和

Wine分别为 4个和 13个特征数的数据,图 3和图 4为

100次实验记录的算法迭代次数和运行时间对比.

考虑有𝑀个特征的样本𝑁 ,单次 FCM算法所需

的运算量为𝑀𝑁2, 单次 IT2FCM运算量为 2𝑀𝑁2 +

𝑀𝑁(𝑁 − 1) + 𝑇𝑁2,其中各项分别表示两次FCM运
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算、一次数据排序和一次降型运算, 𝑇 为KM降型算

法所需迭代次数. 由于样本量𝑁常为较大值, 𝑁2 ≫
𝑁≫𝑀 ,单次 IT2FCM运算量可近似为 3𝑀𝑁2+𝑇𝑁2.

本文算法由于对降型过程进行了优化,降型所需运算

量由𝑇𝑁2降为𝑁+𝑇 (𝑠′−𝑠)2.考虑𝑁2 ≫ 𝑁 ≫ 𝑠′−𝑠,

单次EIT2FCM运算量可近似为 3𝑀𝑁2. 若 IT2FCM

算法通过𝑅次迭代收敛,则其总运算量为 3𝑅𝑀𝑁2 +

𝑅𝑇𝑁2. 本文采用了初始化聚类中心的方法,由图 2∼
图 4可见, EIT2FCM较 IT2FCM迭代次数平均减少约

40%, 因此EIT2FCM运算总量可记为 0.6𝑅(3𝑀𝑁2),

近似于 2𝑅𝑀𝑁2. 图 2和图 4的运行时间对比验证了

EIT2FCM的运算效率明显优于 IT2FCM.

4 结结结 论论论

FCM算法是图像处理、模式识别、计算机视觉

等多领域广泛应用的经典算法,然而其一型模糊隶属

度函数无法处理聚类中存在的各种不确定性信息.区

间二型模糊理论的引入使算法处理不确定性的能力

增强, 但是相应地算法复杂度增加, 使得区间二型模

糊聚类算法的推广应用受到制约.

为了提高区间二型聚类算法的运算效率, 本文

提出了一种增强型区间二型模糊𝐶均值聚类算法

EIT2FCM.针对传统模糊聚类算法随机初始化聚类中

心导致算法迭代次数增加,提出了一种加权平均初始

化方法,通过初始化聚类中心有效提高了算法的收敛

速度.另外, 由于区间二型模糊集在处理中需要特殊

的降型过程,不可避免地增加了区间二型算法的复杂

度,通过参考EKM算法对传统的降型步骤进行优化,

缩短了降型运算的时间. 实验结果显示, EIT2FCM有

效提高了运算效率,较 IT2FCM具有更快的收敛速度.
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