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摘 要: 提出一种相似矩阵迭代修正并聚类算法,分为偏振定理的谱分离数据和球极平面逆投影的几何分离数据两

步.首先将数据谱分解,得到低维距离矩阵;然后投影到双随机矩阵,隐式进行一次球极平面逆投影,几何对称分离数

据;最后解算投影后坐标,得到新相似矩阵. 实验在人工合成数据和自然数据上进行,结果表明所提出算法修正了数

据的相似度,并获得了正确的聚类个数,对尺度参数变化有较强的鲁棒性,聚类性能比修正前有较大提升.
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Abstract: A method of iterative spectral clustering based on the inverse stereographic projection is proposed. The proposed

method contains two steps for data clustering, one by the polarization theorem as the spectral clustering, the other by the

inverse stereographic projection. Firstly, the affinity matrix of input data is eigen-decomposed, leading to the embedding

of data in a low-dimensional space. The Euclidean distance matrix of the embedded data is then projected to its nearest

doubly stochastic matrix. This approach is shown as a critical step to implicitly call the inverse stereographic projection that

maps data into a hyper sphere. The last step is to solve the center and the scale factor of the hyper sphere. Experiments

on the challenging synthetic data and the Iris and Wine data sets demonstrate the successful use of the proposed method in

modifying the affinity matrix, and the modified affinity matrix can obtain better clustering results than the original one.
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0 引引引 言言言

聚类算法是模式识别领域的研究热点. 基于数

据凸球形分布假设的传统聚类方法,如 𝑘-均值算法、

EM算法等,当凸性难以保证时,这些算法可能落入局

部最优,导致聚类效果下降. 为此,学术界不断提出更

多的聚类算法, 其中, 以规范割 (NCut)[1]为代表的谱

聚类算法, 被深入研究并广泛应用于数据挖掘[2]、文

本识别[3]等. 谱聚类算法的性能对于聚类个数和核方

程参数 (如常见的高斯核的方差)较为敏感,这要求用

户拥有对数据更多的先验知识. 越来越多的研究致力

于赋以算法更强的自适应能力,减少对用户的依赖.

谱聚类算法的理论基础是图谱分割理论,通过特

征分解获得数据类别划分的全局最优解. Dhillon等[4]

证明了谱聚类与核 𝑘-均值聚类代价函数的统一性,并

将谱聚类问题利用核 𝑘-均值算法加以求解,解决了大

数据计算问题. Alzate等[5]证明了多种谱聚类算法可

以在加权核主成分分析框架下描述,并采用最小二乘

支持向量机解决多类划分和 out-of-sample问题.这类

算法要求类别个数为已知,但实际中往往难以获得对

该值的先验知识,影响算法的适用范围.另一方面,对

聚类使用的特征向量进行选择或修正也是研究热点.

Xiang等[6]研究了相似矩阵的单一特征向量对数据类

别划分的影响,以数据相关性为指标,选择区分能力

最优的特征向量,其寻优过程通过期望最大化算法对

模型迭代运算实现, 该方法建立在混合高斯模型上,

对于特征向量的非高斯性有待研究.在文献 [6]的基
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础上, Zhao等[7]采用熵指标取代相关性度量重要性,

选取最优的特征向量聚类数据. Rebagliati等[8]进一步

通过选择多于类别数的特征向量,实现有冗余的特征

向量聚类. 除了迭代选取特征向量的方法,还可以迭

代修正相似矩阵,实现谱聚类. Lin等[9]采用数学上快

速求解矩阵主特征值的思想,将相似矩阵幂次迭代后,

寻找若干主特征向量,并利用其线性组合聚类. Brand

等[10]提出了利用偏振定理迭代谱分解数据. 这类谱

聚类算法对原始输入的相似矩阵比较敏感[11],对于变

化的参数 (如高斯核参数𝜎),聚类的稳定性有待提高.

本文构造了一种新的迭代谱聚类算法,以增强聚

类算法对数据相似矩阵的鲁棒性,并给出了该算法的

几何解释. 具体而言,迭代分为 3步,首先根据偏振定

理, 采用数据相似矩阵的低秩近似代替原矩阵, 获得

数据的低维嵌入, 即传统的谱分离方法; 然后计算低

维数据的距离矩阵,并映射到与其最接近的双随机矩

阵,该过程实际上是对数据进行一次受几何对称条件

约束的球极平面逆投影,再次分离数据;最后,解算数

据所在超球的中心和半径参数,将双随机阵转化为相

似阵,供下次迭代使用. 通过实验在合成数据集上验

证了所提出方法寻找正确聚类个数的能力,并通过多

组𝜎输入参数实验,检验了算法对𝜎的鲁棒性.在 Iris

数据集和Wine数据集上与多种聚类算法进行比较,

验证了所提出算法的性能.

本文所提出算法继承文献 [10]的框架,也采用谱

分离数据并投影到双随机矩阵的思路 (与基于随机游

走解释的投影到随机矩阵的方法有所区别). 与文献

[10]采用对角线归零的相似矩阵投影不同,本文利用

数据的欧氏距离矩阵计算双随机矩阵,并解算投影后

超球上数据的坐标,从而使谱分离和几何分离操作能

够循环迭代.本文的主要贡献在于指出上述投影过程

隐式地将低维数据按球极平面逆投影原则映射到高

维超球上,并利用该性质对数据按几何对称原则进行

分离.

1 球球球极极极平平平面面面逆逆逆投投投影影影迭迭迭代代代谱谱谱聚聚聚类类类算算算法法法流流流程程程

首先给出所提算法的流程,详细解释将在后面逐

渐展开. 与一般习惯不同,本文涉及到的欧氏距离矩

阵𝐸为距离平方矩阵 (在不产生歧义的前提下, 仍简

称为距离矩阵),元素 𝑒𝑖𝑗 = ∣∣𝑃𝑖−𝑃𝑗 ∣∣2.其中: 𝑃 为欧氏

空间中数据的坐标.相似矩阵𝐴采用高斯核,其元素

𝑎𝑖𝑗 = exp(−∣∣𝑃𝑖 − 𝑃𝑗 ∣∣2/𝜎2).

算法的输入为数据坐标𝑃 ,输出为修正后近似理

想的相似矩阵. 具体步骤如下.

Step 1: 计算𝑃 的欧氏距离矩阵𝐸.

Step 2: 将距离矩阵𝐸核映射到相似矩阵𝐴,核函

数选高斯核,尺度参数为𝜎 (初次迭代后使用𝜎𝑆).

Step 3: 对相似矩阵𝐴作特征分解, 𝐴 = 𝑉 Λ𝑉 T,

取特征向量矩阵前 𝑑行 (𝑑随迭代严格递减)作为数据

低维坐标𝑋𝑑,计算𝑋𝑑的距离矩阵𝐸𝑑.

Step 4: 将𝐸𝑑投影到其最近的双随机矩阵𝐵𝑑.

Step 5: 由𝐵𝑑解算数据所在超球的球心 𝑧和半径

𝑟, 经球极平面逆投影, 得到数据在超球上的坐标

𝑋𝑑+1,进而得到其距离矩阵.

Step 6: 重复Step 2∼Step 5,直至 Step 2中相似矩

阵的谱间隙大于阈值或 𝑑 < 1.

算法大致可分为两部分,即应用偏振定理对数据

进行谱分离 (Step 2和Step 3)和利用球极平面逆投影

对数据几何分离 (Step 4和 Step 5).

2 谱谱谱分分分离离离数数数据据据

利用图谱理论进行数据分离并聚类是谱聚类算

法的基础. 本文算法中,首先对相似矩阵𝐴特征分解,

即𝐴 = 𝑉 Λ𝑉 T, 其中特征值所在对角矩阵Λ按降序

排列. 记𝑋 ≜ Λ1/2𝑉 T, 并记𝑋前 𝑑行为𝑋𝑑, 当以𝑋𝑑

重构相似矩阵, 即𝐴𝑑 ≜ 𝑋T
𝑑 𝑋𝑑时, 𝐴𝑑是原相似阵𝐴

最优的秩 𝑑近似 (𝐹 范数意义下). 在文献 [10]中, “谱

分解—–截断—–重构矩阵”的过程已深入研究, 并证

明,随着 𝑑不断减小, 𝑋𝑑中两两列向量夹角的余弦平

方之和为严格递增 (偏振定理). 直观而言, 随着 𝑑减

小, 原本纠缠在一起的数据 (夹角π/2附近, 余弦接

近 0)经以上步骤分离或聚拢 (夹角∈ {0,π}, 余弦接

近 1),从而实现聚类、分离数据. 另一方面,在单位圆

上,由于有 corr(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝑥T
𝑖 𝑥𝑗 = cos 𝜃𝑖𝑗 ,即数据相关

性与向量夹角余弦值相等,余弦平方和的增加事实上

也意味着总相关性的增加. 以上过程实际上是对数据

进行一次多维尺度映射 (MDS)[12], 𝑋𝑑便是原始数据

在低维空间中的最优嵌入. 这种利用谱分离对数据进

行划分的方法在很多领域得以应用[1,4-10], 本文也将

此作为首步数据分离操作, 并将𝑋𝑑作为数据在 𝑑维

空间的坐标.

根据矩阵摄动理论, 谱分离得到的低秩相似矩

阵𝐴𝑑可用来判断数据聚类是否显著.由Davis-Kahan

定理[13]可知, 对于理想数据, 即同类数据相似度为 1,

异类为 0的数据, 记其归一化拉普拉斯矩阵为𝐿, 扰

动后的矩阵为 𝐿̃ = 𝐿 + 𝐻 , 𝐻为扰动阵.记𝐿的特征

值 𝛾1 ⩽ 𝛾2 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝛾𝑛(𝑛为数据个数)对应特征向量

𝑢𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝐿̃的特征值 𝛾1 ⩽ 𝛾2 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝛾𝑛对

应特征向量𝑢𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛). 对于指定正数 𝑙,记谱

间隙 𝛿𝑙 = 𝛾𝑙+1 − 𝛾𝑙,由𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑙张成的空间为𝑈

= span{𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑙}, 𝑢̃1, 𝑢̃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢̃𝑙张成的空间为

𝑈̃ ,则𝑈与 𝑈̃的距离上限为
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𝑑(𝑈, 𝑈̃) ⩽ ∣∣𝐻∣∣/𝛿𝑙, (1)

其中 ∣∣ ▪ ∣∣为𝐹 范数. 式 (1)表明,谱间隙 𝛿𝑙越大,扰动

后特征向量张成的子空间与理想数据的子空间的距

离上限越小, 更易于聚类. 本文使用𝐴𝑑的归一化拉

普拉斯矩阵𝐿𝐴𝑑
计算谱间隙.将𝐿𝐴𝑑

的特征值升序排

列, 检查相邻两特征值之差, 若接近 1则认为数据聚

类显著, 停止迭代. 由于𝐿𝐴𝑑
的特征值在 [0, 1]内, 谱

间隙接近 1表明间隙两边特征值分别接近 0或 1, 与

理想数据类似. 小于 2的类别数对于聚类而言无意义,

因此本文的谱间隙由 𝛿2 = 𝛾3 − 𝛾2开始,并不计算 𝛿1.

3 几几几何何何分分分离离离数数数据据据

对于 𝑑维空间中数据𝑋𝑑的距离矩阵𝐸𝑑,采用文

献 [14]的快速迭代方法, 将𝐸𝑑投影到其最近的双随

机矩阵𝐵𝑑,即𝐵𝑑 = 𝐶𝑑𝐸𝑑𝐶𝑑,其中𝐶𝑑为对角阵. 本节

将说明,该过程实际上是隐式地进行一次球极平面逆

投影,从而进一步分离数据.

3.1 球球球极极极平平平面面面逆逆逆投投投影影影分分分离离离数数数据据据

球极平面投影是地理学常用的投影方法之一,该

投影从球北极点出发, 引一条过球面点𝛼的直线, 并

与某个与赤道平行的平面相交于点𝐴, 则点𝐴是点

𝛼的球极平面投影,相反的过程称为球极平面逆投影.

球极平面投影与球面上点的欧氏距离矩阵及其

对应的双随机矩阵有密切关系[15]. 根据文献 [15]的

定理 7, 对于 𝑑维空间中若干点𝑋𝑑的欧氏距离矩阵

𝐸𝑑, 记其最近的双随机矩阵为𝐵𝑑, 则在 𝑑 + 1维空间

中存在一个球𝑆𝑑+1(𝑧, 𝑟) (球心 [𝑧, 𝑟], 𝑧为 𝑑 × 1向量,

𝑟为半径,标量),记𝑋𝑑在这个球上的球极平面逆投影

点𝑋𝑑+1的距离矩阵为𝐸𝑑+1,同时满足: 1)𝐸𝑑+1与𝐵𝑑

相差一个标量因子,即𝐸𝑑+1 = 𝑘𝐵𝑑, 𝑘为标量; 2)球上

逆投影点𝑋𝑑+1的质心为球心,即 [𝑧, 𝑟] = 𝑋𝑑+1.

上述定理中, 球心为球面逆投影点质心这一性

质,可视为对数据进行一次几何分离. 对于类别数为 2

且元素个数相同的理想数据,球面上逆投影点对称分

布于球心两侧,类间夹角最大 (𝜋),类内最小 (0);含噪

的数据,夹角会因噪音而扰动;数据个数不同的类,夹

角会在理想情况的基础上相应扩散,但整体的分离性

仍得保存. 球面逆投影后,两类数据间的夹角较大,易

于分割. 可见,投影到双随机矩阵的过程依据几何对

称要求分离数据,本文利用该性质,在谱分离数据后,

再次进行数据的几何分离.

由于超球参数 [𝑧, 𝑟]未知, 𝐵𝑑 = 𝐶𝑑𝐸𝑑𝐶𝑑的运算

可以视为隐式地应用逆投影.为了形成循环迭代,需

要将距离矩阵转为相似矩阵,即需要解算超球的参数.

3.2 超超超球球球参参参数数数求求求解解解

双随机矩阵𝐵𝑑是球面上点的距离矩阵 (相差一

个因子),需要将其转化为相似矩阵,从而降维并谱分

离数据. 一个直观的思路是直接将距离矩阵转化为

相似矩阵,即相似矩阵元素 𝑎𝑖𝑗 = exp(−𝑏𝑖𝑗/𝜎
2
𝑆).其中:

𝜎𝑆为某个尺度参数, 𝑏𝑖𝑗为𝐵𝑑中对应元素.但是由于

𝑏𝑖𝑗 = 𝑘−1∣∣𝑋𝑑+1(𝑖) − 𝑋𝑑+1(𝑗)∣∣2, 其中𝑋𝑑+1(𝑖)为第 𝑖

个数据在 𝑑+ 1维空间中的坐标,有

𝑎𝑖𝑗 = [exp(−∣∣𝑋𝑑+1(𝑖)−𝑋𝑑+1(𝑗)∣∣2/𝜎2
𝑆)]

𝑘−1

,

即相似矩阵元素 𝑎𝑖𝑗被指数缩放了常数因子 𝑘−1, 造

成失真. 为此, 本文在得到𝐵𝑑 = 𝐶𝑑𝐸𝑑𝐶𝑑后, 利用文

献 [15]的定理 4、定理 6和引理 3,进一步解算超球参

数 [𝑧, 𝑟]和常数因子 𝑘, 以得到数据在球面上真实坐

标𝑋𝑑+1.

在 𝑑 + 1空间的𝑥𝑑+1 = 0平面上, 首先将坐标

原点平移到 𝑧,使超球的球心为 [0, 𝑟] (此时 𝑧和 𝑟仍未

知). 由文献 [15]的定理 6易得

∣∣𝑋𝑑(𝑖)− 𝑧∣∣2 =
4𝑟2

𝑘1/2𝐶𝑖𝑖
− 4𝑟2, (2)

其中𝐶𝑖𝑖为𝐶对角线上第 𝑖个元素.令 𝑟𝐵 =(1/2𝑛)1/2,

数据个数𝑛已知,由文献 [15]的引理 3和定理 4有 𝑟 =

𝑘1/2𝑟𝐵 ,代入式 (2)得到

∣∣𝑋𝑑(𝑖)− 𝑧∣∣2 =
4𝑘1/2𝑟2𝐵

𝐶𝑖𝑖
− 4𝑘𝑟2𝐵 . (3)

式 (3)为多元四次方程组,含有𝑛个方程和 𝑑 + 1

个未知量 (𝑧的 𝑑个未知量和标量 𝑘, 一般𝑛 ≫ 𝑑). 显

然, 方程组的精确解不易获得, 因此采用 dogleg信赖

域方法求数值解,其核心是采用 dogleg[16]沿分段线性

路径搜索近似解. 得到 [𝑧, 𝑟]和 𝑘后,通过球极平面逆

投影可立即得到𝑋𝑑+1, 计算𝑋𝑑+1的距离矩阵, 重复

本文算法,直至满足条件退出.

本文再次使用高斯核将𝑋𝑑+1的距离矩阵转化

为相似矩阵.与原始输入数据不同,此时的数据分布

于超球上, 可以利用这一先验知识构造高斯核参数

𝜎𝑆 . 参数由超球半径给出, 𝜎𝑆 = π𝑟/𝑡,其中 𝑡是人为指

定的常数因子. 通过简单计算可得,若希望第 𝑖个数据

与第 𝑗个数据之间相似度为 𝑎𝑖𝑗 , 则其夹角相应为 𝜃𝑖𝑗

= arccos(1 + π2 log 𝑎𝑖𝑗/2𝑡
2). 此时,相似度仅与夹角有

关, 从而避免了估计尺度参数, 降低了用户对数据缩

放尺度先验知识的要求.

4 实实实验验验分分分析析析

为了验证本文算法的有效性, 在多组数据上进

行实验. 首先在人工合成数据上运行本文算法,给定

初始相似矩阵后, 实验将验证所提出算法是否终止

于正确的类别个数和聚类效果.为了验证本文算法对

高斯核𝜎参数的敏感性,在一组不同𝜎上检验聚类结

果,最后在自然数据上验证聚类效果,并与其他几种

聚类方法进行比较. 需要指出的是,聚类算法大多对
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高斯核𝜎参数选取敏感[11], 本节不予讨论.较为常用

的𝜎参数选取方法有两种: 1)指定一个全局通用的常

量𝜎, 这需要用户对数据有较强的先验知识; 2)文献

[11]的方法, 记数据 𝑖到其第𝐾近邻的距离为𝜎𝑖, 则

数据 𝑖与数据 𝑗互相的高斯核参数为𝜎2
𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝜎𝑗 , 额

外的时间开销和𝐾值的选取是这类方法的问题. 本

文实验采用全局通用𝜎, 其值由用户给出, 高斯核参

数𝜎𝑆由 𝑡指定,实验中取 𝑡 = 4,这是一个相对宽松的

设定, 此时相似度大于 0.9的数据夹角在 14.6∘(角度

制)以内.

谱间隙阈值是本文算法的关键参数,虽然理论上

该值为 1,但考虑到实际数据的扰动,其取值往往远小

于 1. 一般而言, 谱间隙达到 0.3时, 相似矩阵的聚类

性比较显著,若不加说明, 则实验所取的值为 0.3. 算

法另一个退出条件由 𝑑控制, 𝑑指定了数据所在维数,

因此最小取 1,而谱分离要求 𝑑每次迭代严格递减. 若

𝑑 = 1时谱间隙仍未达到退出阈值,则算法结束,且没

有找到符合条件的聚类. 一般而言,可以通过改变高

斯核𝜎参数的选取,再次迭代寻找聚类. 𝑑的初值并无

严格要求,用户可估计类别个数上限并上浮若干作为

初值,若不加说明,实验取 𝑑 = 6为初值.

传统的NCut采用 𝑘-均值法聚类特征向量,初始

中心选择和空类处理对结果影响较大.为了直观比较

相似矩阵优劣, 本文采用文献 [5]的方法对修正后的

相似矩阵进行聚类. 输入为迭代后相似矩阵𝐴𝑑和算

法得到的类别个数 𝑙, 输出为聚类结果. 对于𝐴𝑑的归

一化拉普拉斯矩阵𝐿𝐴𝑑
, 首先二值化𝐿𝐴𝑑

最小的 𝑙个

特征向量, 并以特征向量的每一行表示一个数据; 然

后选取所有数据中出现次数最多的 𝑙个 (𝑙为类别个

数)二值组合为各类中心,其他数据,按照到各中心的

Hamming距离最近原则,归属各类.直观而言,该方法

是变形的最近邻法, 出现次数最多保证了所在类的

代表性, 而二值化大幅减少了数据可能的取值 (共 2𝑙

种),并使数据间距的度量离散化.

4.1 迭迭迭代代代聚聚聚类类类实实实验验验

本实验在一组人工合成数据集上检验所提出算

法的性能. 图 1显示了一组数据实验过程中, 相似矩

阵迭代变化的情况. 图 1(a)为输入数据, 不同色点对

应不同类别,且数据按照类别顺序排列 (该数据理想

的相似矩阵为对角分块矩阵,块内为 1,块间为 0). 图

1(b)为𝜎 = 0.5时原始相似矩阵. 图 1(c)∼图 1(e)显示

了迭代过程中 𝑑 = 6, 5, 4下的相似矩阵, 当 𝑑 = 4时,

谱间隙为 0.579, 达到退出条件. 可以看到, 经本文算

法迭代后相似矩阵的聚类性比原始矩阵有较大提高.

图 2为原始相似矩阵、NCut在原始相似矩阵聚

类结果、迭代终止时相似矩阵和本文算法聚类的结

0 1 2
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1

2

(a) !"#$ (b) %&'(σ=0.5

(  ) ) %&'(6 (d) ) %&'(5 (e) ) %&'(4c

图 1 相似矩阵迭代变化
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图 2 迭代聚类结果
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果. NCut在原始相似矩阵聚类时,其聚类个数参数人

为给出.经过迭代,相似矩阵聚合性更加明显,聚类结

果比未迭代有较大提高. 对于第 1组三圈同心圆数据,

迭代前后分别得到这类数据最为常见的两种聚类结

果之一.一般而言, 𝜎决定了聚类更看重数据的全局连

通性 (原始聚类结果)或局部连通性 (迭代聚类结果).

图 2中后一组实验展示了较为有趣的结果,迭代后聚

类将正方形四边上的数据归为新类,而不是像原始聚

类一样,将边与顶点数据归为一类.

4.2 不不不同同同高高高斯斯斯核核核𝜎参参参数数数实实实验验验

为了验证本文方法在不同高斯核𝜎参数下的聚

类鲁棒性, 本实验在一组同心圆数据上, 分别令𝜎为

0.9, 9和 90, 得到原始相似矩阵, 并应用本文算法进

行迭代聚类. 输入数据如图 3(a)所示, 图 3(b), 图 3(g)

和图 3(j)分别是𝜎为 9, 90, 0.9时的原始相似矩阵. 本

实验中, 首次迭代将数据降到秩 6的空间, 即 𝑑 = 6,
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图 3 变化的高斯核参数聚类结果

分别得到图 3(c), 图 3(h)和图 3(k)的相似矩阵. 首次

迭代后, 𝜎 = 90一组实验获得 0.987的谱间隙, 完成

迭代;次轮迭代后另两组实验谱间隙分别达到 0.888

和 0.985,较迭代前聚类程度增加显著,如图 3(d)和图

3(i)所示. 在𝜎 = 9实验中,继续迭代实验,当 𝑑 = 2时

的球极平面逆投影如图 3(e)所示, 进而得到 𝑑 = 1时

的低维数据如图 3(f)所示. 此时, 数据对称分布在圆

两侧,其谱间隙为 1(对应相似矩阵图没有给出).本文

算法在不同𝜎下均找到正确类别个数, 聚类结果见

图 3(a).

4.3 自自自然然然数数数据据据聚聚聚类类类实实实验验验

为了验证算法在自然数据集上的迭代聚类能

力, 在UCI数据库的 Iris数据集和Wine数据集[17]上

运行所提出算法, 并与其他几种聚类方法进行比较.

Iris数据集样本容量 150, 属性 4个. 为了比较迭代前

后聚类效果,采用Adjusted Rand Index (ARI)[5]对聚类

结果与真实类别标注进行比较. ARI值在 [0,1]内变

化, 为 1时表明两类标注完全一致. 由于是与真实标

注计算ARI,实验中ARI越高,性能越优. 传统谱聚类

大多采用 𝑘-均值算法对特征向量作最后的聚类,随机

的初值选取和空类时随机选取新中心,为这些方法引

入了随机性. 当采用本节开头所述聚类方法后,无论

迭代环节或是聚类环节, 均无随机因素在内,结果随

输入惟一确定.

表 1对比了不同𝜎下NCut、模糊核 𝑐均值聚类

(KFCM)[18]、NJW[19]和本文算法在 Iris数据集上的

ARI. 由于NCut、KFCM算法和NJW算法聚类结果

均具有一定随机性, 3类算法的ARI为 10次实验的均

值.实验中,前 3种算法的类别个数由人为输入,本文

算法自适应确定类别个数. 表 1的最后一列显示了迭

代终止时谱间隙的大小.

表 1 Iris数据迭代聚类ARI对比表

NCut KFCM NJW 本文算法 谱间隙

𝜎 = 0.8 0.677 2 0.706 0 0.703 2 0.771 1 0.425 6

𝜎 = 8 0.786 1 0.729 4 0.703 7 0.834 1 0.481 7

𝜎 = 0.08 0.563 8 0.017 4 0.558 9 NaN 0.999 9

在𝜎 = 0.8和𝜎 = 8两组实验中, 本文算法成功

获得了正确的类别个数; 采用迭代后相似矩阵聚类

数据,也获得最高的ARI.当𝜎 = 0.08时,所提出算法

的相似矩阵在首次迭代后其元素多数接近 1,从而前

两个特征值之间的谱间隙为 1, 𝛿1 = 1,剩余的谱间隙

为 0, 𝛿𝑖 = 0, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 即只有 1个类被检出,随着

迭代进行直至 𝑑 = 1,该情况没有得到改善. 由于迭代

过程中谱间隙始终没有超过阈值,算法自动判断迭代

失败,此时更改𝜎重新迭代.当𝜎 = 0.08时,另外 3种

聚类算法结果也不理想.可见,所提出算法在某种程
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度上具有一定“纠错”能力,即𝜎选取不当时,算法可

以自动判断迭代失败,拒绝聚类.

表 2对比了Wine数据集上不同𝜎时各聚类算法

的ARI. Wine数据集样本容量 178,属性 13个.本文算

法在 3组实验中均得到了正确的类别个数;利用迭代

后相似矩阵聚类,本文算法在 3组实验中获得两组最

优的ARI.

(a) !"#$%&σ = 0 8.

(b) !"#$%&σ = 8

(c) .0σ = 0 8!"#$%&

(d) '( #$%&σ = 0 8. )

(e) σ = 8'()#$%&

(f) .0f σ = 0 8'()#$%&

图 4 Iris数据迭代聚类相似矩阵

表 2 Wine数据迭代聚类ARI对比表

NCut KFCM NJW 本文算法 谱间隙

𝜎 = 0.4 0.829 8 0.638 1 0.798 9 0.866 6 0.329 4

𝜎 = 0.7 0.830 1 0.783 4 0.831 1 0.831 9 0.341 7

𝜎 = 1 0.829 8 0.768 8 0.846 4 0.831 8 0.567 2

图 4为 Iris数据在不同𝜎时迭代前后相似矩阵的

变化. 图 4中, 每列从左至右对应的𝜎为 0.8, 8, 0.08,

第 1行是原始相似矩阵,第 2行是迭代终止时的相似

矩阵. 图 4最后一组实验,算法没有找到正确聚类.

图 5为 Iris数据在𝜎 = 0.8时, 迭代前后归一化

拉普拉斯矩阵第 2特征向量和第 3特征向量对比图.

迭代前特征向量的类内方差𝑆𝑤 = 0.387 0, 类间方

差𝑆𝑏 = 0.032 2, 比值为𝑆𝑏/𝑆𝑤 = 0.083 2; 迭代后类

内方差𝑆′
𝑤 = 0.337 7, 类间方差𝑆′

𝑏 = 0.033 2, 比值为

𝑆′
𝑏/𝑆

′
𝑤 = 0.098 3. 迭代后特征向量比迭代前类内数据

更加聚拢,类间分离更远,易于聚类.
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图 5 Iris数据迭代前后特征向量对比

5 结结结 论论论

本文针对多数聚类算法对于数据的相似矩阵较

为敏感的问题,在分析偏振定理和球极平面逆投影几

何性质的基础上,构造了一种迭代修正相似矩阵的算

法. 所提出方法分为谱分离和几何分离两步,对输入

数据迭代分离, 改善聚类结果;利用谱间隙自适应确

定聚类个数,降低了用户对数据先验知识的要求. 该

方法在文献 [10]算法的基础上,指出距离矩阵投影到

双随机矩阵实质上是进行了一次球极平面逆投影,并

利用该逆投影的几何对称性, 对数据进一步分离.为

了获得逆投影后数据的距离矩阵, 给出了球面坐标

求解方法. 通过引入球极平面逆投影,数据的相似矩

阵在迭代后展现出更强的聚类性, 提高了聚类正确
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率.在人工合成数据集和自然数据集上验证了所提出

算法寻找合适的聚类个数的能力和对聚类结果的改

善,实验结果表明修正后相似矩阵的聚类性能得到提

升. 后续工作将围绕大数据集合上算法验证和算法

简化展开,后者主要针对本文算法球极平面参数求解

时,多元高次方程组求解问题加以研究.此外,另一条

可行的路线是放宽𝐵𝑑计算相似矩阵时精度要求, 使

用𝐵𝑑直接估算相似阵.
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