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摘 要: 在不完全市场下,研究基于随机基准的动态均值-方差投资组合选择问题.该问题也可以理解为一个跟踪误

差动态投资组合问题,并将之转化为一个等价的考虑风险调整的期望相对收益最大化问题.利用随机动态规划方法,

给出了最优投资策略和有效前沿的显式表达式. 最后通过实证分析表明了不完全市场和完全市场下最优投资策略和

有效前沿的变化,并对相关结论进行了经济解释.
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Abstract: In an incomplete market, the problem of dynamic mean-variance portfolio selection is investigated based on a

benchmark defined by a stochastic process. The problem is also interpreted as a dynamic tracking-error portfolio selection,

and is transformed as a problem of maximizing the expected relative return considering risk adjusted. Stochastic dynamic

programming method is used to obtain explicit solutions of the optimal strategies and efficient frontier. Finally, an empirical
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0 引引引 言言言

目前,西方金融界已普遍使用基准来评价积极管

理者的业绩,即相对业绩评价方法. 该方法已被投资

管理界和商业银行界所接受和使用,通常投资者预先

给定一个基准投资组合,定期对投资管理者的业绩进

行评价. 因此,积极的投资管理者往往在满足投资者

要求的前提下,尽可能地使自己的投资组合获得更高

的超额收益.基准的选择依赖于投资者的偏好,保守

的投资者趋向于选择固定收入投资方案作为基准,而

积极的投资者趋向于选择随机基准.

为了帮助管理者进行科学的投资决策,许多学者

研究了具有基准的投资组合优化问题. Roll[1]研究了

在给定的期望回报下,极小化跟踪误差TE (组合和基

准回报差异的方差)的投资组合优化问题. Jorion[2]在

此基础上引入了附加方差约束以有效提高积极投

资管理的业绩. 方毅等[3]进一步基于成本、效率、基

准组合的作用、风险偏好等方面进行了深入分析,

并设计了一种更为有效的风险约束机制. Wang[4]和

Muralidhar[5]分别考虑了多基准和多管理者的投资组

合优化问题. Rudolf等[6]研究了极小化跟踪误差的 4

种不同的线性模型. 马永开等[7]将证券收益的多因素

模型引入基于市场基准的投资决策模型,建立了基于

市场基准的多因素证券组合投资决策模型,研究了模

型的解和模型控制参数值的选取问题.高莹等[8]在跟

踪误差投资组合优化模型基础上,考虑投资组合的风

险价值VaR和收益的不确定性,建立了具有VaR约束

的跟踪误差投资组合鲁棒优化模型. Gordon[9]和荣喜

民等[10]分别建立了基于VaR和CVaR风险约束的追

踪误差最小化的指数组合优化模型,有效地控制了组

合的整体风险. Alexandre[11]在追踪误差优化问题中

引入了背景风险. 上述文献均是在静态 (单期)环境下
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讨论的.

正如大多数经纪公司和金融管理者所建议的那

样, 积极的组合投资管理者经常实施动态投资策略,

因此合理定义相关的动态优化规则是组合管理的

中心问题. Tepla[12]研究了具有最小业绩约束的动态

投资组合问题, 业绩约束是投资者的终端财富不小

于随机基准,目标是极大化投资者的效用, 并给出了

HARA类效用函数的最优投资策略. Basak等[13]研究

了含有类似于VaR约束和期望不足约束两种情形的

投资组合问题, 使用的基准是某个确定的值. Gabin

等[14]研究了期望损失效用约束,选用的基准水平与股

票价格成比例. Browne[15-16]考虑了具有随机基准的

多种优化问题,包括极大化投资组合回报击中基准组

合回报的概率和极小化投资者击中基准的期望时间,

并考虑了期望相对财富的效用最大化问题. Zhao[17]在

不完全市场中,将Roll[1]的均值-跟踪误差分析推广到

动态情形,并进行了风险敏感性分析.王亦奇等[18]研

究了灵活收益保证设定下的最优投资策略问题,并在

HJM利率期限结构下,利用鞅方法得到了最优投资策

略的解析解.另外, Li等[19]在独立同分布的假定下,利

用植入技术将多阶段均值-方差模型的投资组合问题

转化为一个能用动态规划处理的问题.许云辉等[20]进

一步研究了基于收益序列相关的多阶段均值-方差模

型. Zhou等[21]利用随机LQ方法研究了连续时间均

值-方差投资组合问题, Li等[22]进一步研究了卖空限

制的情形,对研究连续时间投资组合具有一定的指导

意义. Chui等[23]在均值-方差框架下研究了资产负债

投资组合问题, Xie等[24]将之推广到不完全市场. 刘

海飞等[25]在均值-方差框架下, 考虑了时间序列的时

变性、聚集性与波动性,基于多期滞后随机波动模型,

构建了金融时间序列协同持续条件下的最优资产组

合模型及其参数估计模型.

本文在连续时间不完全金融市场和均值方差框

架下, 构建了带有随机基准的动态均值-方差投资组

合模型,其中基准通过一个布朗运动外生生成. 鉴于

积极的投资者关注相对于基准的投资组合业绩,即考

虑在给定的期望相对财富下,极小化相对财富的方差,

该模型可以解释为一种新的跟踪误差投资组合优化

模型,并将之转换为一个等价的考虑风险调整的期望

相对收益最大化问题.利用随机动态规划方法求解最

优投资策略,并进一步分析了投资组合的前沿边界和

有效前沿.

1 动动动态态态投投投资资资组组组合合合模模模型型型

假设市场上存在𝑛 + 1种资产,所有资产均可在

计划期 [0, 𝑇 ]内连续交易,资产 0为无风险资产,价格

过程服从微分方程

d𝑝0(𝑡) = 𝑝0(𝑡)𝑟(𝑡)d𝑡, 𝑝0(0) = 𝑝0; (1)

其余的为风险资产,价格过程分别服从微分方程

d𝑝𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡)
(
𝑏𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑚∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗(𝑡)d𝐵𝑗(𝑡)
)
,

𝑝𝑖(0) = 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (2)

其中: 𝑟(𝑡) > 0为无风险资产的收益率, 𝑏𝑖(𝑡) > 𝑟(𝑡)为

资产 𝑖的瞬时期望收益率 (漂移项), 𝜎𝑖𝑗(𝑡)为资产 𝑖的

扩散项, 𝐵𝑡 = (𝐵1(𝑡), 𝐵2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑚(𝑡))T为定义在完

全概率空间 (Ω , 𝐹, 𝑃 )上的𝑚维标准布朗运动.记

𝑟𝑡 = 𝑟(𝑡), 𝑏𝑡 = (𝑏1(𝑡), 𝑏2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛(𝑡))T,
𝜎𝑡 = (𝜎𝑖𝑗(𝑡))𝑛×𝑚, 𝑒 = (1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1)T.

令{𝐹𝑡; 0⩽ 𝑡⩽𝑇}为由𝐵产生的𝜎-代数流,假定 𝑟𝑡, 𝑏𝑡,

𝜎𝑡在 [0, 𝑇 ]上是确定 (非随机)的、Lebesgue可测的、

平方可积的有界函数, 𝜎𝑡满足非退化条件𝜎𝑡𝜎
T
𝑡 > 0,

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. 当股票的数目𝑛等于布朗运动的维数𝑚

时,市场是完全的;当𝑛 < 𝑚时,市场是不完全的.

假定投资者初始财富为𝑊0,设𝑥𝑡=(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛(𝑡))
T为在时刻 𝑡投资于风险资产的财富比例,

则投资于无风险资产的财富比例为 1 − 𝑥T
𝑡 𝑒.如果对

于任意的 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],财富过程𝑊𝑡满足

d𝑊𝑡 = 𝑊𝑡{(𝑥T
𝑡 (𝑏𝑡 − 𝑟𝑡𝑒) + 𝑟𝑡)d𝑡+ 𝑥T

𝑡 𝜎𝑡d𝐵𝑡}, (3)

则称该投资策略是自融资的. 令𝐴为可行的自融资投

资策略集.

假定存在一个随机基准,满足如下微分方程:

d𝑍𝑡 = 𝑍𝑡{𝑢𝑡d𝑡+ 𝑣𝑡𝑑𝐵̄𝑡}, 𝑍(0) = 𝑍0. (4)

其中: 𝐵̄𝑡为完全概率空间 (Ω , 𝐹, 𝑃 )上的一维标准布

朗运动; 𝑢𝑡 > 0为基准的瞬时收益率, 𝑣𝑡 ∈ 𝑅𝑛为基

准的扩散项,且𝑢𝑡, 𝑣𝑡为时刻 𝑡的确定函数. 假定 𝐵̄𝑡与

𝐵𝑗
𝑡 存在相关关系, 其相关系数记为 𝜌𝑗𝑡 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑚.令 𝜌𝑡 = (𝜌1𝑡 , 𝜌
2
𝑡 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑚𝑡 )T,又因为 𝜌T𝑡 𝜌𝑡⩽1,所以𝑍𝑡

满足

d𝑍𝑡 = 𝑍𝑡{𝑢𝑡d𝑡+ 𝑣𝑡(𝜌
T
𝑡 d𝐵𝑡 +

√
1− 𝜌T𝑡 𝜌𝑡d𝐵

0
𝑡 )},

𝑍(0) = 𝑍0, (5)

其中𝐵0
𝑡 为完全概率空间 (Ω , 𝐹, 𝑃 )上的一维标准布

朗运动.为了讨论方便,假设𝑍0 = 𝑊0.

注 1 式 (5)包含以下 3种特殊情形: 1)当 𝜌𝑗𝑡 = 0

(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)时, 𝐵̄𝑡与𝐵𝑗
𝑡 不相关, 𝐵̄𝑡等价于𝐵0

𝑡 ; 2)

当 𝜌T𝑡 𝜌𝑡 = 1时, 𝐵̄𝑡可以表示成𝐵1(𝑡), 𝐵2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑚(𝑡)

的线性组合,意味着基准与风险资产具有相同的风险

驱动因子; 3)当𝑚 = 𝑛, 𝜌T𝑡 𝜌𝑡 = 1时,意味着基准所产

生的风险可完全由交易风险资产所对冲.

令𝑉𝑡 = 𝑊𝑡/𝑍𝑡, 则相对财富𝑉𝑡也是一个随机过

程. 记

𝛼𝑡 = 𝑏𝑡 − 𝑟𝑡𝑒− 𝑣𝑡𝜎𝑡𝜌𝑡, 𝛽𝑡 = 𝑟𝑡 − 𝑢𝑡 + 𝑣2𝑡 ,



第 3期 王秀国等: 基于随机基准的动态均值-方差投资组合选择 501

𝛾𝑡 = 𝑣𝑡𝜌𝑡, 𝜉𝑡 = 𝑥T
𝑡 𝛼𝑡 + 𝛽𝑡,

𝛿𝑡 = 𝑥T
𝑡 𝜎𝑡 − 𝛾T

𝑡 , 𝛿
0
𝑡 = 𝑣𝑡

√
1− 𝜌T𝑡 𝜌𝑡,

则由 Ito公式可得

d𝑉𝑡 = 𝑉𝑡{𝜉𝑡d𝑡+ 𝛿𝑡d𝐵𝑡 + 𝛿0𝑡 d𝐵
0
𝑡 },

𝑉0 = 𝑊0/𝑍0 = 1. (6)

积极的投资管理者要对相对于基准的回报和风

险进行综合权衡, 本文在均值方差框架下, 构建动态

投资组合优化问题,即在给定的期望相对终期财富下,

极小化相对终期财富的方差

(P1) min
𝑥∈𝐴

Var(𝑉𝑇 );

s.t. 𝐸(𝑉𝑇 ) = 𝑑. (7)

其中 𝑑为给定的期望相对财富.问题 (P1)可以等价地

表示为

(P1′) min
𝑥∈𝐴

Var(𝑉𝑇 − 1);

s.t. 𝐸(𝑉𝑇 − 1) = 𝑑− 1. (8)

问题 (P1′)也具有较强的经济含义, 可以理解为一种

新的跟踪误差投资组合优化问题, 即在给定的超额

收益 𝑑− 1下,极小化跟踪误差,其中跟踪误差定义为

Var(𝑊𝑇 /𝑍𝑇 − 1),而不是传统的Var(𝑊𝑇 − 𝑍𝑇 ) .

问题 (P1)等价于求解一个极大化风险调整的期

望相对收益问题,即

(P2) max
𝑥∈𝐴

𝐸(𝑉𝑇 )− 1

2𝜆
𝐸(𝑉 2

𝑇 );

s.t. d𝑉𝑡 = 𝑉𝑡{𝜉𝑡d𝑡+ 𝛿𝑡d𝐵𝑡 + 𝛿0𝑡 d𝐵
0
𝑡 }. (9)

其中𝜆 > 0为投资者的风险容忍度,可以根据给定的

期望相对财富 𝑑确定.

2 最最最优优优投投投资资资策策策略略略的的的求求求解解解

问题 (P2)是一个随机动态规划问题, 首先通过

值函数表示出投资于风险资产的最优比例,然后代入

HJB方程, 通过求解偏微分方程得到最优投资策略.

记值函数为

𝐽(𝑉, 𝑡) = max
𝑥∈𝐴

𝐸
[
𝑉𝑇 − 1

2𝜆
𝑉 2
𝑇 ∣𝐹𝑡

]
, (10)

𝐽(𝑉, 𝑡)表示在给定当前信息𝐹𝑡下风险调整的条件期

望相对收益. 假定 𝐽关于 𝑡可微, 关于𝑉 二次连续可

微,则相应的HJB方程为

𝐽𝑡 +max
𝑥∈𝐴

{𝑥T
𝑡 𝛼𝑡𝑉 𝐽𝑉 + ∥𝑥T

𝑡 𝜎𝑡 − 𝛾T
𝑡 ∥

2
𝑉 2𝐽𝑉 𝑉 /2}+

𝛽𝑡𝑉 𝐽𝑉 + (𝛿0𝑡 )
2𝑉 2𝐽𝑉 𝑉 /2 = 0, (11)

边界条件为 𝐽(𝑉, 𝑇 ) = 𝑉𝑇 − 1

2𝜆
𝑉 2
𝑇 .

考虑HJB中的最优化问题

(P3) max
𝑥∈𝐴

𝑥T
𝑡 𝛼𝑡𝑉 𝐽𝑉 + ∥𝑥T

𝑡 𝜎𝑡 − 𝛾T
𝑡 ∥

2
𝑉 2𝐽𝑉 𝑉 /2.

(12)

定理 1 假定 𝐽关于 𝑡可微, 关于𝑉 二次连续可

微, 且 𝐽关于𝑉 是严格凹的 (该假定可以通过最终得

到的值函数验证),则问题 (P3)的最优解为

𝑥∗
𝑡 = − 𝐽𝑉

𝑉 𝐽𝑉 𝑉
(𝜎𝑡𝜎

T
𝑡 )

−1
𝛼𝑡 + (𝜎𝑡𝜎

T
𝑡 )

−1
𝜎𝑡𝛾𝑡 =

𝑎𝑡𝜂𝑡 + (1− 𝑎𝑡)𝜋𝑡. (13)

其中: 𝜂𝑡 = (𝜎𝑡𝜎
T
𝑡 )

−1(𝑏𝑡−𝑟𝑡𝑒)和𝜋𝑡 = (𝜎𝑡𝜎
T
𝑡 )

−1𝜎𝑡𝛾𝑡分

别表示最优增长组合和基准组合, 𝑎𝑡 = − 𝐽𝑉
𝑉 𝐽𝑉 𝑉

.

注 2 Merton称 𝜂𝑡为最优增长组合
[26], Long则

称为本位组合[27]. 最优增长组合在利用鞅理论研究

连续时间投资组合问题时起重要作用[26,28]. 当基准能

被市场完全复制时, 𝜋𝑡便是复制该基准的组合,文中

称为基准组合.

由定理 1可以看出, 最优解𝑥∗
𝑡 是最优增长组合

和基准组合的组合,其中投资于最优增长组合的比例

𝑎𝑡类似于Merton标准效用最大化问题的相对风险厌

恶水平的倒数. 因此,积极的投资管理者的最优投资

策略是投资于无风险资产、最优增长组合 𝜂𝑡和基准

组合𝜋𝑡,可以解释为三基金分离定理.

定理 1的前提是HJB方程可求解,下面讨论HJB

方程解的存在性. 记

𝜃𝑡 =

√
𝛼T
𝑡 (𝜎𝑡𝜎T

𝑡 )
−1

𝛼𝑡, 𝑘𝑡 = 𝛽𝑡 + 𝛼T
𝑡 𝜋𝑡,

𝑚𝑡 = (𝛿0𝑡 )
2 + ∥𝜋T

𝑡 𝜎𝑡 − 𝛾T
𝑡 ∥2.

特别地,当𝑚 = 𝑛, 𝜌T𝑡 𝜌𝑡 = 1时, 𝑚𝑡 = 0. 将最优解 (13)

代入HJB方程得

𝐽𝑡 − 𝐽2
𝑉

2𝐽𝑉 𝑉
𝜃2𝑡 + 𝑘𝑡𝑉 𝐽𝑉 +

1

2
𝑚𝑡𝑉

2𝐽𝑉 𝑉 = 0, (14)

边界条件为 𝐽(𝑉, 𝑇 ) = 𝑉𝑇 − 1

2𝜆
𝑉 2
𝑇 .

定理 2 微分方程 (14)的最优解为

𝐽(𝑉, 𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑉 2 + 𝑔(𝑡)𝑉 + ℎ(𝑡). (15)

其中

𝑓(𝑡) = − 1

2𝜆
e
r 𝑇
𝑡

(𝜃2
𝑠−2𝑘𝑠−𝑚𝑠)d𝑠, (16)

𝑔(𝑡) = e
r 𝑇
𝑡

(𝜃2
𝑠−𝑘𝑠)d𝑠, (17)

ℎ(𝑡) = −𝜆

2

w 𝑇

𝑡
𝜃2𝑢e

r 𝑇
𝑢

𝜃2
𝑠+𝑚𝑠d𝑠d𝑢. (18)

证证证明明明 为了解方程,试探解的形式为

𝐽(𝑉, 𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑉 2 + 𝑔(𝑡)𝑉 + ℎ(𝑡), (19)

则

𝐽𝑡 = 𝑓
′
𝑡𝑉

2 + 𝑔
′
𝑡𝑉 + ℎ

′
𝑡, 𝐽𝑉 = 2𝑓(𝑡)𝑉 + 𝑔(𝑡),

𝐽𝑉 𝑉 = 2𝑓(𝑡).

代入式 (14)得到

𝑓
′
𝑡𝑉

2 + 𝑔
′
𝑡𝑉 + ℎ

′
𝑡 −

(2𝑓(𝑡)𝑉 + 𝑔(𝑡))
2

4𝑓(𝑡)
𝜃2𝑡+

𝑘𝑡𝑉 (2𝑓(𝑡)𝑉 + 𝑔(𝑡)) + 𝑓(𝑡)𝑚𝑡𝑉
2 = 0, (20)
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即

𝑉 2(𝑓
′
𝑡 + (2𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 +𝑚𝑡)𝑓(𝑡))+

𝑉 (𝑔
′
𝑡 + (𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 )𝑔(𝑡)) + ℎ

′
𝑡 −

𝑔2(𝑡)

4𝑓(𝑡)
𝜃2𝑡 = 0, (21)

从而得到 3个常微分方程

𝑓
′
𝑡 + (2𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 +𝑚𝑡)𝑓(𝑡) = 0, 𝑓(𝑇 ) = − 1

2𝜆
, (22)

𝑔
′
𝑡 + (𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 )𝑔(𝑡) = 0, 𝑔(𝑇 ) = 1, (23)

ℎ
′
𝑡 −

𝑔2(𝑡)

4𝑓(𝑡)
𝜃2𝑡 = 0, ℎ(𝑇 ) = 0. (24)

易求这 3个常微分方程的解为式 (16)∼ (18). □

由定理 2可知 𝐽𝑉 𝑉 = 2𝑓(𝑡) < 0,则定理 1中值函

数关于𝑉 严格凹的假定自然成立. 由定理 1和定理 2

易得投资于风险资产的最优比例.

定理 3 投资于风险资产的最优比例为

𝑥∗
𝑡 =

( 𝜆

𝑉𝑡
e−

r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠 − 1
)
(𝜎𝑡𝜎

T
𝑡 )

−1
𝛼𝑡 + 𝜋𝑡 =( 𝜆

𝑉𝑡
e−

r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠 − 1
)
𝜂𝑡 +

(
2− 𝜆

𝑉𝑡
e−

r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠
)
𝜋𝑡.

(25)

注 3 在Merton标准的效用函数最大化问题中,

当市场参数均为常数 (即风险资产的价格变动服从几

何布朗运动)时,展现出定常数比例最优投资策略[26].

由定理 3可知, 即使市场参数都为常数, 投资于风险

资产的最优比例也是关于时间和相对财富的函数.

如前文所述, 最优投资策略符合三基金分离定

理,即由无风险资产、最优增长组合和基准组合构成,

这与文献 [15-17]具有类似的结论.式 (25)中第 2个等

号表示𝑥∗
𝑡 是最优增长组合和基准组合的组合 (比例

分别为 𝑎𝑡 = 𝜆e−
r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠/𝑉𝑡−1, 1−𝑎𝑡),投资于最优

增长组合是为了获得尽可能大的收益,投资于基准组

合是为了保证获得基准组合收益和较小的跟踪误差.

对于某个给定的时刻 𝑡,当前的相对财富水平𝑉𝑡越小

(𝑊𝑡相对于𝑍𝑡越小),或越偏离终期财富目标,为了追

求更高的收益,风险资产中投资于最优增长组合的比

例越大,以使得相对财富水平能越来越接近终期财富

目标;反之,当前的相对财富水平𝑉𝑡越大 (𝑊𝑡相对于

𝑍𝑡越大),则更多投资于基准组合以获取较小的跟踪

误差 (风险).

下面讨论风险容忍度𝜆的确定. 将式 (25)代入

(6)可得

d𝑉𝑡 = {𝜆𝜃2𝑡 e−
r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠 + (𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 )𝑉𝑡}d𝑡+
{(𝜆e−

r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠 − 𝑉𝑡)𝛼
T
𝑡 𝜎𝑡+

𝑉𝑡(𝜋
T
𝑡 𝜎𝑡 − 𝛾T

𝑡 )}d𝐵𝑡 + 𝑉𝑡𝛿
0
𝑡 d𝐵

0
𝑡 ,

𝑉0 = 1. (26)

两边取期望得

d𝐸(𝑉𝑡) = {𝜆𝜃2𝑡 e−
r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠 + (𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 )𝐸(𝑉𝑡)}d𝑡,
𝑉0 = 1. (27)

解非齐次线性常微分方程 (27)得

𝐸(𝑉𝑇 ) = 𝛼+ 𝜆𝛽. (28)

其中

𝛼 = e
r 𝑇
0

(𝑘𝑡−𝜃2
𝑡 )d𝑡,

𝛽 = e−
r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡

w 𝑇

0
𝜃2𝑡 e

r 𝑡
0
𝜃2
𝑠d𝑠e−

r 𝑇
𝑡

𝑚𝑠d𝑠d𝑡.

因此,只要事先给定期望相对财富 𝑑,风险容忍度𝜆便

可以通过下式确定:

𝜆 =
𝑑− 𝛼

𝛽
. (29)

特别地,当𝑚 = 𝑛, 𝜌T𝑡 𝜌𝑡 = 1时,有

𝛽 = 1− e−
r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡, 𝜆 =

𝑑− e
r 𝑇
0

(𝑘𝑡−𝜃2
𝑡 )d𝑡

1− e−
r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡

.

由式 (29)可见,如果给定的期望目标相对财富 𝑑

越大, 则相应的风险容忍度𝜆越大, 根据式 (25)风险

资产中投资于最优增长组合的比例也越大,以便实现

目标收益; 反之, 如果给定的期望目标相对财富 𝑑越

小, 则相应的风险容忍度𝜆越小, 将更多投资于基准

组合以获取较小的跟踪误差 (风险),这与投资实践相

一致.

3 前前前沿沿沿边边边界界界和和和有有有效效效前前前沿沿沿

对𝑉 2
𝑡 应用 Ito公式,结合式 (26)得到

d𝑉 2
𝑡 = {𝜆2𝜃2𝑡 e

−2
r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠+

(2𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 +𝑚2
𝑡 )𝑉

2
𝑡 }d𝑡+

2𝑉𝑡{(𝜆e−
r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠 − 𝑉𝑡)𝛼
T
𝑡 𝜎𝑡+

𝑉𝑡(𝜋
T
𝑡 𝜎𝑡 − 𝛾T

𝑡 )}d𝐵𝑡 + 2𝑉 2
𝑡 𝛿

0
𝑡 d𝐵

0
𝑡 ,

𝑉 2
0 = 1. (30)

两边取期望得

d𝐸(𝑉 2
𝑡 ) = {𝜆2𝜃2𝑡 e

−2
r 𝑇
𝑡

𝑘𝑠+𝑚𝑠d𝑠+

(2𝑘𝑡 − 𝜃2𝑡 +𝑚2
𝑡 )𝐸(𝑉 2

𝑡 )}d𝑡. (31)

解非齐次线性常微分方程 (31)得

𝐸(𝑉 2
𝑇 ) = 𝛾 + 𝜆2𝜁. (32)

其中

𝛾 = e
r 𝑇
0

(2𝑘𝑡−𝜃2
𝑡+𝑚2

𝑡 )d𝑡,

𝜁 = e
r 𝑇
0

(−𝜃2
𝑡+𝑚2

𝑡 )d𝑡
w 𝑇

0
𝜃2𝑡 e

r 𝑡
0
𝜃2
𝑠−𝑚2

𝑠d𝑠e−2
r 𝑇
𝑡

𝑚𝑠d𝑠d𝑡.

特别地,当𝑚 = 𝑛, 𝜌T𝑡 𝜌𝑡 = 1时, 𝜁 = 𝛽 = 1−e−
r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡.

由式 (28)和 (32)计算相对财富的方差为

Var(𝑉𝑇 ) = 𝐸(𝑉 2
𝑇 )− (𝐸(𝑉𝑇 ))

2 =

(𝛾 + 𝜆2𝜁)− (𝛼+ 𝜆𝛽)2. (33)

定理 4 在最优投资策略下,终期相对财富的期

望和方差分别为
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𝐸(𝑉𝑇 ) = 𝛼+ 𝜆𝛽, (34)

Var(𝑉𝑇 ) = (𝛾 + 𝜆2𝜁)− (𝛼+ 𝜆𝛽)2. (35)

由于Var(𝑉𝑇 − 1) = Var(𝑉𝑇 ), 给定期望相对财

富 𝑑下, 由式 (35)计算出的Var(𝑉𝑇 )便是积极的投资

管理者获得超额相对收益 𝑑− 1所要承担的积极风险.

由式 (28)得到𝜆𝛽 = 𝐸(𝑉𝑇 )− 𝛼,代入式 (33)可得到前

沿边界.

定理 5 问题 (P1)的前沿边界为

Var(𝑉𝑇 ) =

𝜁 − 𝛽2

𝛽2

(
𝐸(𝑉𝑇 )− 𝛼𝜁

𝜁 − 𝛽2

)2

+ 𝛾 − 𝜁𝛼2

𝜁 − 𝛽2
. (36)

因此在方差-均值空间里, 投资组合的前沿边界是一

条抛物线,有效前沿是𝐸(𝑉𝑇 ) > 𝛼𝜁/(𝜁 − 𝛽2)部分. 特

别地,当𝑚 = 𝑛, 𝜌T𝑡 𝜌𝑡 = 1时,问题 (P1)的前沿边界为

Var(𝑉𝑇 ) =
e−

r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡

1− e−
r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡

(𝐸(𝑉𝑇 )− e
r 𝑇
0

𝑘𝑡d𝑡)2, (37)

或

𝐸(𝑉𝑇 ) = ±
√

1− e−
r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡

e−
r 𝑇
0

𝜃2
𝑡d𝑡

𝜎(𝑉𝑇 ) + e
r 𝑇
0

𝑘𝑡d𝑡. (38)

此时,在方差-均值空间里,投资组合的前沿边界是一

条以 (0, e
r 𝑇
0

𝑘𝑡d𝑡)为顶点的抛物线,有效前沿是抛物线

的上半支; 在标准差-均值空间里, 前沿边界是以 (0,

e
r 𝑇
0

𝑘𝑡d𝑡)为起点的两条射线,有效前沿是上面的射线,

这与单期经典的均值方差模型的前沿边界和有效前

沿具有类似的形式.

4 实实实证证证分分分析析析

选取上海证券交易所上市的 4支股票: 中国联通

(600050)、羚锐制药 (600285)、信雅达 (600571)、伊利

股份 (600887),并以上证综合指数 (000001)作为基准.

选取从 2010年 6月 1日∼ 2011年 5月 11日所有交易

日的原始数据, 得到 226个日毛对数收益率样本. 根

据数据计算出股票指数的期望收益率和标准差,并进

行年化, 计算出它们之间的相关系数, 进而计算协方

差矩阵,利用Cholesky分解得到波动率矩阵. 取当期

银行一年期定期存款利率为无风险资产年收益率,投

资计划期𝑇 = 1,相关参数的计算结果如下:

𝑟𝑡 = 0.027 5, 𝑏𝑡 = (0.271 1, 0.378 5, 0.506 9, 0.533 6)T,

𝜎𝑡 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.315 5 0 0 0

0.127 6 0.488 6 0 0

0.130 2 0.171 6 0.446 8 0

0.077 6 0.225 0 0.053 4 0.382 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑢𝑡 = 0.217 5, 𝑣𝑡 = 0.247 4,

𝜌𝑡 = (0.620 5, 0.503 7, 0.474 0, 0.267 3)T.

此时市场为完全市场. 假定投资者的期望相对收

益 𝑑 = 1.2,则可由式 (29)得到相应的风险容忍度𝜆 =

1.226 7,由式 (25)计算最优投资策略为

𝑥∗
𝑡 =

(1.226 7
𝑉𝑡

e0.1281(𝑡−1) − 1
)
×

(1.262 8,−0.389, 0.970 3, 1.848 3)T+

(0.307 6, 0.090 5, 0.241 8, 0.173 0)T.

特别地,当 𝑡 = 0时,投资于 4支股票的最优比例为𝑥∗
𝑡

= (0.407 7, 0.059 6, 0.318 7, 0.319 5)T,投资于无风险资

产的最优比例为−0.105 5.

当市场为不完全市场时,考虑收益率比较高的后

3支股票,此时的波动率矩阵为

𝜎𝑡 =

⎡⎢⎣ 0.127 6 0.488 6 0 0

0.130 2 0.171 6 0.446 8 0

0.077 6 0.225 0 0.053 4 0.382 2

⎤⎥⎦ .

假定投资者的期望相对收益 𝑑 = 1.2, 则由式 (29)得

到𝜆 = 1.254 0,由式 (25)计算最优投资策略为

𝑥∗
𝑡 =

(1.254 0
𝑉𝑡

e0.101 6(𝑡−1) − 1
)
×

(−0.259 5, 1.122, 1.869 6)T+

(0.122 0, 0.278 8, 0.178 2)T.

特别地,当 𝑡 = 0时,投资于 3支股票的最优比例为𝑥∗
𝑡

= (0.087 5, 0.427 8, 0.426 6)T,投资于无风险资产的最

优比例为 0.058 1.

图 1和图 2分别为在完全市场和不完全市场情

况下,当 𝑑 = 1.2, 𝑡 = 0.5时,风险资产中投资于最优

增长组合和基准组合的比例 (分别为 𝑎𝑡, 1 − 𝑎𝑡)随相

对财富变化的情况. 可以看出, 𝑉𝑡越小,为了追求更高

的收益,投资于最优增长组合的比例越大,甚至卖空

基准组合;反之, 𝑉𝑡越大,为了保证获得基准组合收益
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图 1 完全市场下投资于最优增长组合和基准组合比例
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图 2 不完全市场下投资于最优增长组合和基准组合比例
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和较小的跟踪误差, 投资于基准组合的比例越大,甚

至卖空最优增长组合.

图 3为完全市场和不完全市场情况下的前沿边

界和有效前沿.可以看出,对于相同的期望相对收益,

如果市场是不完全的, 则投资者将承担更大的风险.

图 4为在不完全市场下当 𝑡 = 0.5时,期望相对收益 𝑑

对于投资策略的影响,其中 𝑎𝑡为风险资产中投资于最

优增长组合的比例.分别取 𝑑 = 1.2, 1.25, 1.3, 此时风

险容忍度𝜆的值分别为 1.254 0, 1.326 7, 1.399 4. 可以

看出,要求的期望相对收益越大,相应的风险容忍度

越大,投资于最优增长组合的比例也越大,以便获取

更高的收益来实现期望目标,同时也要承担更大的风

险 (跟踪误差).
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图 4 𝑑对投资策略的影响

5 结结结 论论论

本文研究了具有随机基准的连续时间均值-方差

投资组合决策问题,该模型可以理解为一种新型动态

跟踪误差投资组合问题.利用随机动态规划方法给出

了最优投资策略的显式表达式, 结果表明, 最优投资

策略符合三基金分离定理,即由无风险资产、最优增

长组合和基准组合构成. 其中: 投资于最优增长组合

是为了获得尽可能大的收益,投资于基准组合是为了

保证获得基准组合收益和较小的跟踪误差. 与Merton

标准的效用函数最大化问题展现出定常数比例最优

投资策略不同,即使市场参数都为常数, 投资于风险

资产的最优比例也是关于时间和相对财富的函数,因

此投资策略更符合投资实践.进一步分析了投资组合

的前沿边界和有效前沿, 发现与经典的单期均值-方

差模型具有类似的形式. 最后通过实证分析对相关结

论进行了说明.
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