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摘 要: 针对机器人混合视觉伺服控制中的摄像机位姿估计问题,分析欧氏单应矩阵的基本性质,提出一种景物平

面法向已知情况下的欧氏单应矩阵快速分解算法. 仿真实验结果表明,所提出的算法实现简单,避免了矩阵奇异值分

解运算和从多组分解结果中确定惟一解的过程,能够较好地满足视觉伺服控制系统的实时性要求.
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A fast homography decomposition algorithm in the case of known normal
to the scene plane
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Abstract: For the purpose of solving pose estimation problem in robot hybrid visual servo applications, the fundamental

properties of Euclidean homography matrix are analyzed, and a fast homography decomposition algorithm in the

case of known normal to the scene plane is proposed. Experimental results show that the proposed algorithm can be

simply implemented, and because of the avoidance of time-consuming singular value decomposition and the process of

distinguishing the unique one from multiple solutions, the algorithm can well meet the real-time requirement of the visual

servo system.
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0 引引引 言言言

单应矩阵的计算和分解在视频图像分析、视觉

测量和视觉伺服, 尤其是混合视觉伺服领域得到了

广泛的应用. 混合视觉伺服 (2-1/2D视觉伺服)最早由

Malis等[1-3]提出,其初衷是为了克服传统基于图像和

基于位置的视觉伺服方法存在的缺点. 混合视觉伺服

需要在线实时计算当前图像特征与期望图像特征间

的单应矩阵𝑯 ,并对其进行分解,以恢复摄像机的相

对位姿, 利用计算和分解结果构造任务函数, 并设计

伺服控制律.因此, 单应矩阵的计算和分解已成为影

响机器人混合视觉伺服控制效果的关键环节.

为了求解单应分解问题, Faugeras等[4]和Zhang

等[5]分别提出了两种不同的高度依赖矩阵奇异值分

解 (SVD)的方法, 两种方法均需分解出八组数学解,

然后通过施加两个物理约束得到最终的两组物理可

实现解. Malis等[6]提出了一种完全避免 SVD的解析

法,该方法能够得到两组物理可实现解之间以及它们

与单应矩阵各元素之间的解析关系,但在确定归一化

单应阵的尺度因子时需要求解复杂的一元三次方程.

此外, Fang等[7]研究了固联于移动机器人上的摄像机

采集到的图像间退化单应阵分解问题,成功地避开了

SVD,得到了惟一解,并将其应用到移动机器人的视

觉导航和定位中. Zhang等[8]在此基础上,提出了一种

退化单应的快速分解法,进一步降低了运算负担. 可

以看出,文献 [4-6]计算复杂耗时,分解结果存在惟二

性,在实际的视觉伺服应用中需要施加额外的先验信

息才能将错误解剔除.文献 [7-8]仅适用于退化单应,

应用场合严重受限.

本文考虑到机器人对平面物体进行视觉伺服定

位和平动跟踪的过程中, 3D景物平面在期望摄像机
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坐标系中的法向 𝑑𝒏保持不变, 且只要机器人在视觉

伺服的初始阶段作两组随机运动, 并采集两幅视图,

即可结合期望视图计算出这一重要特征,通过分析单

应阵的性质, 对 𝑑𝒏已知的情况提出一种单应矩阵快

速分解算法. 通过各类算法耗时比较和混合视觉伺服

仿真实验表明, 所提出算法计算简单快捷, 能够较好

地满足视觉伺服系统的实时性要求.

1 单单单应应应矩矩矩阵阵阵基基基本本本性性性质质质

图 1所示为单应矩阵的射影模型.
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图 1 单应矩阵的射影模型

当前摄像机坐标系和期望摄像机坐标系分别为

{𝐹}和 {𝐹 ∗}, 𝐼𝑚和 𝐼∗𝑚分别为对应两摄像机的像平

面. 两坐标系间的位姿关系描述为

𝐹 T𝐹∗ =

[
R t
0T 1

]
. (1)

记 {𝐹}, {𝐹 ∗}的原点 𝑜, 𝑜∗到目标平面的距离为 𝑑和

𝑑∗, {𝐹}和 {𝐹 ∗}中 3D景物平面𝜋的法向量为 𝑐𝒏和
𝑑𝒏,则𝝅在 {𝐹}和 {𝐹 ∗}中可分别记为 𝑐𝝅 = [𝑐𝒏T, 𝑑]T

和 𝑑𝝅 = [𝑑𝒏T, 𝑑∗]T. 记𝝅上的 3D点𝑷 在像平面 𝐼𝑚,

𝐼∗𝑚上的归一化射影坐标为
𝑐𝒎, 𝑑𝒎, 则满足 𝑐𝒎 =

𝑯𝑑𝒎的欧氏单应为

𝑯 = 𝑹− 𝒕𝑑𝒏T

𝑑∗
. (2)

根据射影重构定理可求得𝑯的逆为

𝑯−1 = 𝑹T
(
𝑰 +

𝒕𝑑𝒏T𝑹T

𝑑∗ − 𝑑𝒏T𝑹T𝒕

)
, (3)

进而得到性质 1.

性质 1 已知景物平面𝝅在 {𝐹 ∗}上为 𝑑𝝅 =

[𝑑𝒏T, 𝑑∗]T,则它在 {𝐹}中为
𝑐𝒏 = 𝑹𝑑𝒏, 𝑑 = 𝑑∗ − 𝑐𝒏T𝒕. (4)

对形如式 (2)的单应𝑯求行列式,得到

det
((

𝑰3×3 − 𝒕𝑐𝒏T

𝑑∗

)
𝑹
)
= 1−

𝑐𝒏T𝒕

𝑑∗
=

𝑑

𝑑∗
,

由此得到性质 2.

性质 2 {𝐹 ∗}和 {𝐹}的原点到景物平面𝝅的距

离 𝑑和 𝑑∗的比率为

𝑟 = 𝑑/𝑑∗ = det(𝑯) > 0. (5)

记 3D景物平面𝝅上点𝑷 在 {𝐹}和 {𝐹 ∗}上的深
度分别为 𝑐𝑍, 𝑑𝑍,则 𝑑𝑍𝑑𝒎, 𝑐𝑍𝑐𝒎分别为𝑷 在 {𝐹 ∗}和

{𝐹}中的 3D点的世界坐标 𝑑𝑷 , 𝑐𝑷 ,因其位于𝝅上,必

满足 𝑑𝒏T𝑑𝑷 + 𝑑∗ = 0和 𝑐𝒏T𝑐𝑷 + 𝑑 = 0. 令𝑯左乘
𝑑𝑷 ,得

𝑯𝑑𝑷 = 𝑹𝑑𝑷 − 𝒕
𝑑𝒏T𝑑𝑷

𝑑∗
= 𝑹𝑑𝑷 + 𝒕 = 𝑐𝑷 ,

由此得到性质 3.

性质 3 平面𝝅上 3D点𝑷 在 {𝐹}和 {𝐹 ∗}中的
深度 𝑐𝑍和 𝑑𝑍的比率为

𝜌 =
𝑐𝑍
𝑑𝑍

=
∥𝑯𝑑𝒎∥2
∥𝑐𝒎∥2

. (6)

记 [𝒂]×为列矢量𝒂张成的反对称矩阵,则有如下

性质成立.

性质 4 对于单应阵𝑯 ,有

[𝑑𝒏]×𝑯T = [𝑑𝒏]×𝑹T. (7)

2 单单单应应应矩矩矩阵阵阵计计计算算算与与与分分分解解解

2.1 单单单应应应矩矩矩阵阵阵计计计算算算

由性质 3可知，第 𝑖个图像点的当前和归一化射

影坐标满足

𝑐𝒎𝑖 = 𝜎𝑖𝑯
𝑑𝒎𝑖, (8)

其中𝜎𝑖 =
𝑑𝑍𝑖/

𝑐𝑍𝑖. 令𝑯被缩放因子𝛼单位化为𝑯 ′,

使𝑯 ′的𝐹 -范数为 1,有

𝑯 ′ = 𝛼𝑯, ∥𝑯 ′∥𝐹 = 1. (9)

将式 (9)代入 (8),得
𝑐𝒎𝑖 =

𝜎𝑖

𝛼
𝑯 ′𝑑𝒎𝑖. (10)

记𝑯 ′的第 𝑗行为𝒉′𝑗T, 𝑐𝒎𝑖 = (𝑐𝑥𝑖,
𝑐𝑦𝑖, 1), 等式 (10)

左右两端作矢量叉乘,可以消去未知尺度因子,有⎡⎢⎣ 0T −𝑑𝒎T
𝑖

𝑐𝑦𝑖
𝑑𝒎T

𝑖

𝑑𝒎T
𝑖 0T −𝑐𝑥𝑖

𝑑𝒎T
𝑖

−𝑐𝑦𝑖
𝑑𝒎T

𝑖
𝑐𝑥𝑖

𝑑𝒎T
𝑖 0T

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝒉′1

𝒉′2

𝒉′3

⎤⎥⎦ =

𝑨𝑖𝒉
′ = 0, (11)

其中系数矩阵𝑨𝑖 ∈ 𝑅3×9. 可知, 最少在已知 4组共

面匹配点的归一化射影坐标 {𝑐𝒎𝑖 ↔ 𝑑𝒎𝑖}(𝑖 = 1, 2,

3, 4)时可构造矩阵𝑨 = [ 𝑨T
1 𝑨T

2 𝑨T
3 𝑨T

4 ]T, 满足

∥𝒉′∥2 = 1条件的𝒉′即为方阵𝑨T𝑨最小特征值对应

的单位特征矢量. 至此,求得了满足𝐹 -范数为 1约束

的单应阵𝑯 ′, 结合性质 2, 可进一步约束至 det(𝑯 ′)

> 0,则𝑯与𝑯 ′间仅相差一个大于零的尺度因子𝛼.

2.2 单单单应应应矩矩矩阵阵阵分分分解解解

由式 (7)和 (9)可得
1

𝛼
[𝑑𝒏]×𝑯 ′T = [𝑑𝒏]×𝑹T. (12)

记𝑹𝑘,𝜃是以单位矢量𝒌为转轴旋转 𝜃形成的旋转矩

阵,根据旋转变换通式,有

𝑹𝑘,𝜃 = cos 𝜃𝑰3×3 + sin 𝜃[𝒌]× + (1− cos 𝜃)𝒌𝒌T. (13)

记 𝒆3 = [ 0 0 1 ]T,选择转轴和转角分别为
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𝒌1 =
𝑑𝒏× 𝒆3

∥𝑑𝒏× 𝒆3∥2
, 𝜃1 = arccos 𝑑𝒏T𝒆3. (14)

按照式 (13)构造旋转矩阵𝑹𝑘1,𝜃1 ,得到

𝑹𝑘1,𝜃1
𝑑𝒏 = 𝒆3. (15)

将𝒏 = 𝑹T
𝑘1,𝜃1

𝒆3代入式 (12), 并根据Nanson公

式 [𝑨𝑡]×𝑨 = 𝑨−T[𝒕]×得到

1

𝛼

⎡⎢⎣ 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦𝑹𝑘1,𝜃1𝑯
′T =

⎡⎢⎣ 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦𝑹𝑘1,𝜃1𝑹
T.

(16)

式 (16)表明, 𝑹𝑘1,𝜃1
𝑯 ′T/𝛼和𝑹𝑘1,𝜃1

𝑹T的前两

行相等,且两行为正交单位向量. 记

𝑹𝑘1,𝜃1𝑯
′T = [𝒓1 𝒓2 𝒄]T, (17)

尺度因子𝛼可以确定为

𝛼 =
∥𝒓1∥2 + ∥𝒓2∥2

2
, (18)

则有

𝑹 =
[ 1
𝛼
𝒓1

1

𝛼
𝒓2

1

𝛼2
(𝒓1 × 𝒓2)

]
𝑹𝑘1,𝜃1 , (19)

𝒕

𝑑∗
=

(
𝑹− 1

𝛼
𝑯 ′

)
𝑑𝒏. (20)

由以上分解过程可知,本文所提出的算法计算简

单,且始终没有用到 SVD.

3 混混混合合合视视视觉觉觉伺伺伺服服服控控控制制制策策策略略略

由式 (8)可知

(𝑯 − 𝑰3×3)
𝑑𝒎 =

𝑐𝑷 − 𝑑𝑷
𝑑𝒁

. (21)

记 𝒆𝑣 = (𝑯 − 𝑰3×3)
𝑑𝒎 ,根据刚体运动学模型可求得

其变化率与摄像机运动速度𝑽𝑐 = [𝒗T
𝑐 𝝎T

𝑐 ]
T间的关

系为

𝒆̇𝑣 =
𝑐𝑷̇
𝑑𝑍

=
[
− 1

𝑑𝑍
𝑰3×3 [𝒆𝑣 +

𝑑𝒎]×
]
𝑽𝑐. (22)

显然, 𝒆𝑣由图像特征构造,可用于控制摄像机的平移.

另一方面,利用式 (23)可求得𝑹的等效转轴𝒖和等效

转角 𝜃分别为

cos 𝜃 =
trace(𝑹)− 1

2
,

sin 𝜃 = ±1

2
∥𝑹−𝑹T∥2, [𝒖]× =

𝑹−𝑹T

2 sin 𝜃
. (23)

构造矢量 𝒆𝜔 = −𝒖𝜃控制摄像机旋转部分,记

𝑱𝜔 =
(
𝑰3×3 − 𝜃

2
[𝒖]× +

(
1− sinc𝜃

sinc2
𝜃

2

)
[𝒖]2×

)
, (24)

其中 sinc𝜃 = sin 𝜃/𝜃,则其微分为

𝒆̇𝜔 = [0 𝑱𝜔]𝑽𝑐. (25)

构造任务函数 𝒆 = [𝒆T𝑣 𝒆T𝜔 ]
T, 并令其指数收敛

𝒆̇ = −𝜆𝒆,则摄像机的控制输入可取为

𝑽𝑐 = −𝜆

[
−𝑑𝑍𝑰3×3

𝑑𝑍[𝒆𝑣 +
𝑑𝒎]×𝑱

−1
𝜔

0 𝑱−1
𝜔

]
𝒆, (26)

展开得

𝝎𝑐 = −𝜆𝑱−1
𝜔 𝒆𝜔,

𝒗𝑐 = −𝜆𝑑𝑍(−𝒆𝑣 + [𝒆𝑣 +
𝑑𝒎]×𝑱

−1
𝜔 𝒆𝜔). (27)

式 (27)中存在保持不变的未知量 𝑑𝑍, 其取值对

系统稳定性的影响较小,仅影响摄像机平移分量的收

敛速度.

4 实实实验验验分分分析析析

图 2为 3D景物平面的两幅视图, 图 2(a)为对应

期望摄像机坐标系 {𝐹 ∗}的期望视图, 图 2(b)为对应

当前摄像机坐标系 {𝐹}的当前视图.

(a) !"#$ (b) #$%&

图 2 3D景物平面视图

表 1为利用本文分解算法和几种经典算法对图

2两幅视图的单应进行分解的耗时统计.参数设置如

下: 主频 2.93 GHz的 Intel Core 2 Duo, 内存 2 G, 计算

软件为Matlab R2007a. 为了减小CPU时间片轮转对

结果的影响,在每次测量时均令程序循环执行 10 000

次,共测量 10次,取其平均值作为最终结果.

表 1 各种分解方法耗时比较

算 法 单应分解/s 惟一解确定/s 合计/s

文献 [4]方法 5.385 5 1.653 2 7.038 7

文献 [5]方法 5.417 8 1.653 2 7.071 0

文献 [6]方法 1.623 9 0.029 1 1.653 0

本文方法 0.865 8 0 0.8658

由表 1可见, 本文方法耗时最少, 且无需利用先

验知识对错误的分解结果进行剔除.在 {𝐹 ∗}中 𝑑𝒏 =

[−0.053 3 − 0.123 4 − 0.990 9]T的情况下,由本文提

出的算法求得的摄像机位姿为

𝐹𝑻𝐹∗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.901 6 0.016 8 0.432 3 −0.605 5

−0.309 8 0.722 5 0.618 1 −0.474 7

−0.301 9 −0.691 2 0.656 6 0.638 8

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

根据上述分解结果设计混合视觉伺服仿真实

验, 对第 3节提出的控制律进行验证, 建立的Matlab

Simulink模型如图 3所示. 在混合视觉伺服控制律的

作用下,摄像机的运动速度𝑽𝑐如图 4所示. 摄像机在

3D笛卡尔坐标空间中的运动轨迹如图 5所示.

由图 3∼图 5可见,摄像机在笛卡尔空间中的运

动轨迹为一条二次曲线,且在运动过程中摄像机的光

轴始终朝向目标物体,这保证了视觉伺服过程中目标

物不会脱离摄像机视野.
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图 3 混合视觉伺服控制系统 Simulink仿真模型
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图 4 摄像机运动速度
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图 5 摄像机在笛卡尔空间中的运动轨迹

5 结结结 论论论

本文对景物平面法向已知情况下的欧氏单应矩

阵分解问题进行了研究.通过分析欧氏单应阵的性质,

提出了一种快速的单应分解算法. 实验结果表明,所

提出算法实现简单, 运行快速,特别适用于机器人对

平面物体进行混合视觉伺服定位或平动跟踪的场合.

本文算法的关键是需要已知景物平面在期望摄

像机坐标系中的法向量,当其估计值与真值之间存在

较大误差时,会对分解结果的精度产生影响.因此,如

何定量分析平面法向的误差传播规律便成为今后工

作中需要解决的问题.
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