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摘 要: 提出基函数叠加与粒子群优化 (PSO)相结合的振动抑制轨迹规划方法. 首先推导了各关节变量与模态坐标

的关系,采用正弦-梯形函数作为基函数构造各关节的角速度,其中基函数的系数和幅值为待定参数;然后将末端振

动最小化轨迹规划转换为待定参数的优化问题,并采用 PSO算法获得待定参数的最优值;最后以双杆刚柔混合机械

臂为例开展仿真研究.仿真结果表明,所提出的方法大大减小了机械臂末端的残留振动.
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Abstract: A trajectory planning method of combing the basis functions superposition and particle swarm optimization is

proposed to suppress the vibration. Firstly, the relationship between the state variables of each joint and the modal coordinates

of the flexible body is derived. Then, sinusoidal-trapezoidal functions are used as basis functions to construct joint angular

velocities. The coefficients and amplitudes of the basis functions are considered as the parameters of the joint rate functions

to be determined. Then, the vibration minimized trajectory planning problem is transformed into an optimization problem

of the unknown parameters. And the PSO algorithm is utilized to search the optimal parameters. Finally, a two-link rigid-

flexible hybrid manipulator is taken as the example and simulation study is performed. Simulation results show that the

proposed method largely reduces the residual vibration of the end-effector.

Key words: flexible manipulator；space manipulator；rigid-flexible manipulator；vibration suppression；particle swarm
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0 引引引 言言言

抑制柔性机械臂的振动可以从“轨迹规划”和“运

动控制”两方面入手. 以往的研究主要集中在“运动

控制”方面, 通过反馈控制和 /或前馈控制进行振动

抑制. Sabatini等[1]将压电陶瓷覆盖于柔性体表面作

为传感器和执行机构, 进行柔性体的振动抑制; 邱

志成等[2]和余跃庆等[3]分别采用喷气与压电陶瓷相

结合的方法和模糊PID的方法进行主动振动抑制;

Mohamed等[4]将输入成形技术应用于振动抑制,对单

柔性杆的振动抑制进行了研究; Lee等[5]利用改进的

输入成形技术对双柔性杆的振动抑制进行了研究;张

袅娜等[6]提出了基于积分流形和奇异摄动理论的振

动抑制控制方法. 在轨迹规划方面, Park[7]利用傅里

叶级数和多项式函数进行路径规划; Kojiama等[8]对

刚柔双杆机械臂的两关节角速度进行优化; 吴立成

等[9]利用准均匀B样条曲线对双杆刚柔机械臂的运

动进行规划; Akira[10]和Abe[11]分别采用三次样条曲

线和神经网络的方法规划与柔性杆相连关节的角位

移; Liao等[12]利用高斯伪谱算法与直接打靶法组成的

混合优化法对自由基座柔性冗余机械臂进行运动规

划;郭军等[13]提出基函数叠加的方法来规划关节角加

速度,以减小臂杆的振动,提高末端的定位精度.
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从振动抑制效果看,规划加速度是最直接、有效

的手段 (因为加速度与驱动力直接对应),但由于规划

的数据将作为关节控制器的输入 (对于 PD控制,轨迹

规划算法需要提供期望的关节角和角速度,需要将期

望的加速度分别进行一次和两次积分后才能得到期

望的关节角速度和角度), 采用数值控制时会产生累

积误差,降低末端定位精度.为此,本文提出了基函数

叠加与粒子群优化 (PSO)相结合的方法,以规划关节

的角速度,大大降低积分误差. 另外,粒子群优化的方

法与遗传算法及其他优化方法相比,只需调整很少的

参数,收敛效率更高.

1 刚刚刚柔柔柔混混混合合合机机机械械械臂臂臂建建建模模模

空间机械臂由多个连杆及作为其基座的航天器

平台组成. 在机械臂的多个连杆中,有些是短而粗的

部分 (如转接杆),可忽略其柔性而当成刚性臂杆处理;

有些则是细而长的部分,其柔性不可忽略.因此,实际

的空间机械臂是同时包含刚性臂杆和柔性臂杆的混

合机械臂. 本文以一刚性杆与一柔性杆组成的刚-柔

混合双杆机械臂为例,研究振动抑制的轨迹规划方法.

该机械臂的组成如图 1所示.
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图 1 双杆柔性机械臂坐标系

图 1中: 基座为空间站;连杆 1与基座相连,为刚

性杆,杆长为 𝑙1;连杆 2为柔性杆,无变形条件下的杆

长为 𝑙2; 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0为基座坐标系, 𝑧0轴垂直于纸面向

外; 杆件 1、杆件 2的固连坐标系分别记为 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1、

𝑜2𝑥2𝑦2𝑧2,其𝑥轴沿相应连杆的轴线方向, 𝑧轴垂直于

纸面向外; 𝜃1、𝜃2分别为由𝑥0绕 𝑧0到𝑥1、𝑥2的角度.

机械臂末端𝑃 在基座坐标系𝑥0𝑜0𝑦0中的坐标记

为 (𝑥𝑝, 𝑦𝑝),其振动位移 (即挠度)记为𝑤𝑝.该机械臂工

作于太空环境,故不考虑重力的作用. 另外,该机械臂

的基座为空间站, 其质量远远大于空间机械臂部分,

可忽略机械臂运动对基座产生的影响.

1.1 机机机械械械臂臂臂运运运动动动学学学

柔性臂杆上任意一点在基座坐标系𝑥0𝑜0𝑦0中的

位置𝑹为

𝑹 = 𝒓𝑙1 +𝑨(𝜃2)𝒓. (1)

其中: 𝒓𝑙1为杆 1末端在基座坐标系中的位置向量,

𝒓为柔性杆上任意一点在其固连坐标系𝑥2𝑜2𝑦2中的

位置向量, 𝑨(𝜃2)为杆 2的浮动坐标系到基座坐标系

的转换矩阵,有如下表达式:

𝑨(𝜃2) =

[
𝑐2 −𝑠2

𝑠2 𝑐2

]
, (2)

这里 𝑐2、𝑠2分别为 cos 𝜃2和 sin 𝜃2.

利用假设模态法对柔性体进行离散,位置𝑥处在

𝑡时刻的横向变形量𝑤可表示为

𝑤 =

𝑁∑
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥)𝑎𝑖(𝑡). (3)

其中: 𝑁为模态振型的阶数, 𝜑𝑖(𝑥)为第 𝑖阶模态振型,

𝑎𝑖(𝑡)为相应的模态坐标.

悬臂梁的振型函数[14]表示为

𝜑𝑖 = cos(𝛽𝑖𝑥)− cosh(𝛽𝑖𝑥)+

𝛼𝑖(sin(𝛽𝑖𝑥)− sinh(𝛽𝑖𝑥)). (4)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; 𝛽𝑖满足 𝛽1𝑙2 = 1.875, 𝛽2𝑙2 =

4.694, ⋅ ⋅ ⋅ ; 𝛼𝑖由下式计算得到:

𝛼𝑖 =
sin(𝛽𝑖𝑙2)− sinh(𝛽𝑖𝑙2)

cos(𝛽𝑖𝑙2) + cosh(𝛽𝑖𝑙2)
. (5)

综合以上各式,得到柔性体上任意一点的位置在

基座坐标系中的具体表达式为

𝑹 =

[
𝑙1𝑐1 + 𝑥𝑐2 − 𝑤𝑠2

𝑙1𝑠1 + 𝑥𝑠2 + 𝑤𝑐2

]
. (6)

其中: 𝑐1、𝑠1分别为 cos 𝜃1和 sin 𝜃1, 𝑤为柔性杆的横向

变形. 取悬臂梁的前两阶振型 (即𝑁 = 2),有

𝑤 = 𝑎1(𝑡)𝜑1(𝑥) + 𝑎2(𝑡)𝜑2(𝑥). (7)

将 𝑎𝑖(𝑡), 𝜑𝑖(𝑡)简写为 𝑎𝑖, 𝜑𝑖.分别对式 (6)和 (7)求

导,有

𝑹̇ =

[
−𝜃1𝑙1𝑠1 − 𝜃2(𝑥𝑠2 + 𝑤𝑐2)− 𝑤̇𝑠2

𝜃1𝑙1𝑐1 + 𝜃2(𝑥𝑐2 − 𝑤𝑠2) + 𝑤̇𝑐2

]
, (8)

𝑤̇ = 𝑎̇1𝜑1 + 𝑎̇2𝜑2. (9)

选取系统的广义坐标为 𝒒 = [𝜃1 𝜃2 𝑎1 𝑎2]
T,则

系统的广义速度为

𝒒̇ = [𝜃1 𝜃2 𝑎̇1 𝑎̇2]
T.

1.2 刚刚刚柔柔柔混混混合合合机机机械械械臂臂臂动动动力力力学学学建建建模模模

机械臂的总动能为

𝑇 =
1

2
𝐽1𝜃

2
1 +

1

2
𝜌𝐴

w 𝑙2

0
𝑹̇T𝑹̇d𝑥 =

1

2
𝒒̇T𝑴𝒒̇. (10)

其中: 𝐽1为杆 1绕铰接端的转动惯量, 𝜌为杆 2的密
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度, 𝐴为杆 2的横截面积, 𝑴为广义质量矩阵.

由于不计重力的作用,机械臂的势能仅为柔性杆

弯曲而储存的弹性势能,表示如下:

𝑈 =
1

2
𝐸𝐼

w l2

0

(∂2𝑤

∂𝑥2

)2

𝑑𝑥 =
1

2
𝒒T𝑲𝒒. (11)

其中: 𝐸为柔性杆 2的杨氏弹性模量, 𝐼为截面对中性

轴的惯性矩, 𝑲为广义刚度矩阵.

将由式 (10)和 (11)求得的动能和势能代入拉格

朗日方程,得到刚-柔双杆机械臂的动力学方程为

𝑴𝒒 + 𝑴̇𝒒̇ − ∂𝑇

∂𝒒
+𝑲𝒒 = 𝑸. (12)

其中广义外力根据虚功原理得到,有

𝛿𝑤 =

𝑁∑
𝑖=1

𝜏𝑖𝛿𝜃𝑖 = (𝜏1 − 𝜏2)𝛿𝜃1 + 𝜏2𝛿𝜃2. (13)

因此, 𝑸 = [𝜏1−𝜏2 𝜏2 0 0]T, 𝜏1和 𝜏2分别为关节 1和

关节 2的驱动力矩.

2 基基基于于于PSO算算算法法法的的的振振振动动动抑抑抑制制制轨轨轨迹迹迹规规规划划划
振动抑制的目的是使机械臂末端的振动位移趋

近于 0,即图 1中的𝑤𝑝 → 0. 由式 (7)得到

𝑤𝑝(𝑡) = 𝑎1(𝑡)𝜑1(𝑙2) + 𝑎2(𝑡)𝜑2(𝑙2). (14)

本文提出基函数叠加与 PSO优化相结合的轨迹

规划方法,主要步骤如下.

Step 1: 根据刚-柔混合机械臂的动力学方程, 推

导关节运动与柔性体振动之间的关系;

Step 2:利用基函数法构造合理的关节轨迹函数,

以其中的待定参数作为待优化的变量,将轨迹规划问

题转化为待定参数的优化问题;

Step 3:根据关节运动与柔性体振动的关系,构造

采用基函数法后的振动最小目标函数;

Step 4:利用 PSO算法进行寻优计算,得到使目标

函数最小的最优参数, 将该参数代入关节轨迹函数,

即可得到期望的关节轨迹.

上述步骤实际分为基于基函数叠加的关节轨迹

参数化和基于 PSO的参数优化两大部分,下面将进行

详细介绍.

2.1 基基基于于于基基基函函函数数数叠叠叠加加加的的的关关关节节节轨轨轨迹迹迹参参参数数数化化化

2.1.1 关关关节节节运运运动动动与与与结结结构构构振振振动动动的的的关关关系系系

将方程 (12)写为矩阵形式, 并由其后两行的关

系,可得[
𝑚33 𝑚34

𝑚43 𝑚44

][
𝑎̈1

𝑎̈2

]
+

[
𝐶3(𝑞, 𝑞)

𝐶4(𝑞, 𝑞)

]
+[

𝑘33 𝑘34

𝑘43 𝑘44

][
𝑎1

𝑎2

]
=

−
[
𝑚31 𝑚32

𝑚41 𝑚42

][
𝜃1

𝜃2

]
. (15)

式 (15)建立了关节运动与模态坐标之间的关系,

对其进行求解可得出机械臂关节轨迹对机械臂结构

振动影响的情况. 同样地, 利用式 (15)所建立的关系

可以规划出对柔性结构振动有抑制作用的关节轨迹.

2.1.2 基基基于于于基基基函函函数数数叠叠叠加加加的的的运运运动动动规规规划划划

梯形函数被广泛地应用于机械臂关节角速度的

规划, 但与之对应的角加速度曲线出现跳变,不利于

末端振动的抑制.正弦-梯形函数[13]具备梯形函数和

正弦函数的优点, 将其作为速度规划的基函数, 可避

免加速度突变的问题. 其定义域为 (0, 𝑇 ), 值域为 (0,

1),类似于梯形曲线,函数分为上升段、匀速段和下降

段. 其表达式为

𝑆(𝑡) =⎧⎨⎩

1

2

(
1− cos

(π𝑡
𝑇1

))
, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇1;

1, 𝑇1 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 − 𝑇2;

1

2

(
1 + cos

(π(𝑡− (𝑇 − 𝑇1))

𝑇1

))
, 𝑇 − 𝑇2 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

(16)

该函数的一阶导数连续,并且起点和终点的取值

均为 0. 为了简化,令基函数上升段和下降段的时间相

等,并将匀速度时间 𝑐作为可调参数,则

𝑇1 = (𝑇 − 𝑐) /2, 𝑇2 = (𝑇 + 𝑐) /2. (17)

该基函数的曲线如图 2所示. 对于指定函数 𝑓(𝑡),

可采用如下的方式叠加得到:

𝑓(𝑡) = 𝑏1𝑆1(𝑐1, 𝑡) +

2∑
𝑖=1

𝑏2𝑖𝑆2𝑖(𝑐2, 𝑡) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝑘∑

𝑖=1

𝑏𝑘𝑖𝑆𝑘𝑖(𝑐𝑘, 𝑡) + ⋅ ⋅ ⋅ , 0 ⩽ 𝑏𝑘𝑖 ⩽ 1. (18)

其中: 𝑆1(𝑡)的作用域为 (0, 𝑇 ); 𝑆𝑘𝑖(𝑡)定义域为 (𝑇𝑘𝑖1,

𝑇𝑘𝑖2), 且满足𝑇𝑘𝑖2 − 𝑇𝑘𝑖1 = 𝑇/𝑘, 𝑘为基函数的阶数,

是大于 0的整数; 𝑏𝑘𝑖为其第 𝑘阶第 𝑖个子函数的叠加

系数; 𝑐𝑘为第 𝑘阶基函数平稳段的绝对时间.

0 T
1
=

2

T c-

T
2
=

2

T c+
T

c

图 2 基函数曲线

2.1.3 关关关节节节角角角速速速度度度参参参数数数化化化

上节讨论了利用正弦-梯形函数的叠加得到给定

函数 𝑓(𝑡)的方法, 该方法可用于构造刚-柔混合机械

臂各关节的速度函数. 由于关节 1、关节 2所连杆件分
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别为刚性杆件和柔性杆件,这里分别采用 2阶和 3阶

级数来规划关节 1和关节 2的角速度,即

𝜃1𝑑(𝑡) = 𝑏11𝑆11(𝑐11, 𝑡) +

2∑
𝑖=1

𝑏12𝑖𝑆12𝑖(𝑐12, 𝑡). (19)

𝜃2𝑑(𝑡) = 𝑏21𝑆21(𝑐21, 𝑡) +

2∑
𝑖=1

𝑏22𝑖𝑆22𝑖(𝑐22, 𝑡)+

3∑
𝑖=1

𝑏23𝑖𝑆23𝑖(𝑐23, 𝑡). (20)

其中: 𝜃1𝑑(𝑡)、𝜃2𝑑(𝑡)为关节 1、关节 2角速度的规划值

(即控制器的期望值, 下标 𝑑代表 desired), 𝑏11、𝑏121、

𝑏122、𝑐11、𝑐12为关节 1角速度函数的待定参数, 𝑏21、

𝑏221、𝑏222、𝑏231、𝑏232、𝑏233、𝑐21、𝑐22、𝑐23为关节 2角速

度函数的待定参数.为方便讨论,将这些待定参数组

合一起,表示为

𝝀 = [𝑏11, 𝑏121, 𝑏122, 𝑐11, 𝑐12, 𝑏21, 𝑏221, 𝑏222,

𝑏231, 𝑏232, 𝑏233, 𝑐21, 𝑐22, 𝑐23] ∈ 𝑹14. (21)

当𝝀给定后, 关节 1、关节 2的运动轨迹即确定

了. 因此,采用基函数后,各关节轨迹规划的问题便转

换为确定上述参数的问题.

2.2 基基基于于于PSO的的的参参参数数数优优优化化化

2.2.1 目目目标标标函函函数数数的的的构构构造造造

以关节空间点到点轨迹规划为例, 关节 1、关节

2的初始和终止条件为

𝜃1(0) = 𝜃10, 𝜃2(0) = 𝜃20;

𝜃1(𝑡𝑓 ) = 𝜃1𝑓 , 𝜃2(𝑡𝑓 ) = 𝜃2𝑓 ;

𝜃1(0) = 𝜃2(0) = 𝜃1(𝑡𝑓 ) = 𝜃2(𝑡𝑓 ) = 0. (22)

其中: 𝑡𝑓为机械臂的运动时间, 𝜃10、𝜃1𝑓与 𝜃20、𝜃2𝑓分

别为关节 1、关节 2的初始、终止角度.

另一方面, 式 (15)建立了机械臂末端振动 (由模

态坐标确定)与关节轨迹的关系.由于关节 1和关节 2

的角速度由式 (19)和 (20)确定,可导出模态坐标与关

节运动之间的关系.因此, 柔性杆末端的振动可通过

待定参数𝝀来描述. 由式 (3)可得

𝑤𝑝(𝑡,𝝀) =

𝑁∑
𝑖=1

𝜙𝑖(𝑥)𝑎𝑖(𝑡,𝝀). (23)

采用式 (19)和 (20)构造关节的角速度,除了需要

满足式 (22)的条件外,还需要使机械臂运动过程中产

生的末端振动最小. 因此,确定待定参数的问题可转

换为参数的寻优问题, 结合式 (22)和 (23), 构造如下

目标函数:

𝑐(𝝀) =
𝑤𝑝max(𝝀)

𝑘𝑤𝑝
+

𝑒𝜃1(𝑡𝑓 ,𝝀)

𝑘𝜃1
+

𝑒𝜃2(𝑡𝑓 ,𝝀)

𝑘𝜃2
, (24)

其中𝑤𝑝max(𝝀)为 0 ∼ 𝑡𝑓时段内在待定参数𝝀下的末

端最大振动位移,即

𝑤𝑝max(𝝀) =

max
0⩽𝑡⩽𝑡𝑓

∣𝑎1(𝑡,𝝀)𝜙1(𝑙2) + 𝑎2(𝑡,𝝀)𝜙2(𝑙2)∣. (25)

另外,式 (24)中的 𝑒𝜃1(𝑡𝑓 ,𝝀)、𝑒𝜃2(𝑡𝑓 ,𝝀)分别为待

定参数下关节1、关节 2角度终值与期望终止角度的

误差,即

𝑒𝜃1(𝑡𝑓 ,𝝀) = ∣𝜃1(𝑡𝑓 ,𝝀)− 𝜃1𝑓 ∣,
𝑒𝜃2(𝑡𝑓 ,𝝀) = ∣𝜃2(𝑡𝑓 ,𝝀)− 𝜃2𝑓 ∣. (26)

由式 (24)可知, 目标函数包括 3部分: 𝑤𝑝max(𝝀)

反映了振动最小化的目标; 𝑒𝜃1(𝑡𝑓 ,𝝀)、𝑒𝜃2(𝑡𝑓 ,𝝀)用于

满足终止时刻的条件,即式 (22); 𝑘𝑤𝑝、𝑘𝜃1、𝑘𝜃2为加权

系数, 使不同量纲的物理量经过加权后能进行叠加.

一般由误差容许范围来设定加权系数, 若最大允许

的末端振动位移为𝑤𝑝 limit, 终止时刻关节角 1、关节

角 2最大容许误差为 𝜃1 limit、𝜃2 limit,则可令⎧⎨⎩
𝑘𝑤𝑝 = 𝑤𝑝 limit,

𝑘𝜃1 = 𝜃𝑒1 limit,

𝑘𝜃2 = 𝜃𝑒2 limit.

(27)

将式 (27)代入 (24),可得目标函数为

𝑐(𝝀) =
𝑤𝑝max(𝝀)

𝑤𝑝 limit
+

𝑒𝜃1(𝑡𝑓 ,𝝀)

𝜃𝑒1 limit
+

𝑒𝜃2(𝑡𝑓 ,𝝀)

𝜃𝑒2 limit
. (28)

优化的目的是使目标函数 (28)最小,只要 𝑐(𝝀) ⩽
1, 即可保证𝑤𝑝max(𝝀)、𝑒𝜃1(𝑡𝑓 ,𝝀)、𝑒𝜃2(𝑡𝑓 ,𝝀)在容许

范围内.

2.2.2 基基基于于于PSO的的的参参参数数数优优优化化化流流流程程程

PSO算法是由Kennedy等[15]提出的源于对鸟群

觅食行为的研究.与遗传算法相比, PSO算法更加简

单、容易实现,能够记忆个体最优和全局最优信息,并

且所需调整的参数较少, 因而获得了广泛应用[16-17].

每个个体称为一个“粒子”,由自己和同伴的飞行经验

调整自己的位置,它表示问题的一个潜在解, 可作为

𝐷维空间中的一个点.

目标函数 (28)建立后, 可采用 PSO算法优化其

中的待定参数. 首先,第 𝑖个微粒定义为

𝒙𝑖 = 𝝀𝑖 ∈ 𝑹14. (29)

基于 PSO进行参数优化的详细步骤如下.

Step 1: 令 𝑘 = 1, 在解空间内随机初始化𝑀个

𝐷维 (本问题中𝐷 = 14)的粒子和对应的粒子飞行速

度分别为 {𝒙𝑘
1 , 𝒙

𝑘
2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑘

𝑀}, {𝒗𝑘
1 , 𝒗

𝑘
2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒗𝑘

𝑀}.

Step 2:将每个粒子的位置坐标代入速度曲线中

各对应的参数,由式 (15)计算按当前参数规划时柔性

结构的模态坐标, 再由式 (23)得到末端的挠度, 继而

根据式 (28)计算每个粒子的适应度值

𝐹𝑖(𝑘) = 𝑐(𝒙𝑘
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑴 . (30)
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Step 3:当 𝑘 = 1时,局部最优值等于全局最优值,

同时可确定局部最优位置和全局最优位置,即⎧⎨⎩𝐹𝑖 best = 𝐹𝑔 best,

𝑷𝑖 = 𝑷𝑔.
(31)

当 𝑘 > 1时,新的局部最优值为新一代种群中的最小

值,即

𝐹𝑖 best =

⎧⎨⎩𝐹𝑖(𝑘), 𝐹𝑖(𝑘) < 𝐹𝑖 best;

𝐹𝑖 best, otherwise.
(32)

𝑷𝑖 =

⎧⎨⎩𝒙𝑘
𝑖 , 𝐹𝑖(𝑘) < 𝐹𝑖 best;

𝑷𝑖, otherwise.
(33)

Step 4:当 𝑘 > 1时, 全局最优值为所有 𝑘代种群

中的最小值,即

𝐹𝑔 best =⎧⎨⎩ min 𝐹1⩽𝑖⩽𝑀 (𝑘), min 𝐹1⩽𝑖⩽𝑀 (𝑘) < 𝐹𝑔 best;

𝐹𝑔 best, otherwise.

(34)

𝑷𝑔 =

⎧⎨⎩𝒙𝑘
𝑖 min, min 𝐹1⩽𝑖⩽𝑀 (𝑘) < 𝐹𝑔 best;

𝑷𝑔, otherwise.
(35)

其中𝒙𝑘
𝑖 min为第 𝑘次迭代中的全局最优位置.

Step 5:对粒子的位置和飞行速度进行更新,即

𝑣𝑘+1
𝑖𝑑 = 𝜔𝑣𝑘𝑖𝑑 + 𝑝1𝑟1(𝑝

𝑘
𝑖𝑑 − 𝑥𝑘

𝑖𝑑) + 𝑝2𝑟2(𝑝
𝑘
𝑔𝑑 − 𝑥𝑘

𝑖𝑑),

𝑥𝑘+1
𝑖𝑑 = 𝑥𝑘

𝑖𝑑 + 𝑣𝑘+1
𝑖𝑑 . (36)

Step 6:继续执行循环,直到找到符合条件的最优

值或者达到设置的最大迭代次数𝑁max.

3 仿仿仿真真真研研研究究究

3.1 仿仿仿真真真条条条件件件

刚柔混合机械臂的参数如下: 臂杆长度 𝑙1 =

1.3m, 𝑙2 = 1.3m;臂杆线密度为 𝜌𝐴 = 3.74 kg/m;柔性

臂抗弯刚度为𝐸𝐼 = 23.625 kg⋅m2. 为了体现所提方

法对于振动抑制的效果,设计了一个较短时间内运动

较长距离的情况, 以使残留振动效应更加明显, 具体

描述如下: 仿真时间为 5 s,机械臂两个关节在前 2 s内

从 [0∘, 0∘]运动到 [14.32∘, 28.65∘], 后 3 s则用于研究

残留振动的情况. 其他参数分别为: 𝑁max = 1650,

𝑤𝑝 limit = 0.002m, 𝜃𝑒1 limit = 𝜃𝑒2 limit = 0.5∘.

另外, 为比较本文所提方法对于振动抑制的效

果,采用常规的 5次多项式规划作为参照,即

𝜃𝑖 = 𝑎0 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2𝑡
2 + 𝑎3𝑡

3 + 𝑎4𝑡
4 + 𝑎5𝑡

5 , 𝑖 = 1, 2.

3.2 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析

基于 PSO方法寻优过程中指标函数的变化如图

3所示. 从图中可见指标函数一直连续单调递减,只要

还没到达最优值,寻优还会一直继续 (曲线继续递减),

10
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图 3 最优指标函数的变化曲线 (迭代到 1 650代)

直到满足算法停止条件 (如迭代次数达到𝑁max). 实

际上,当迭代至 1 000步时,目标函数值已经小于 1,满

足优化条件 (即末端振动、终止时刻的关节角等在容

许误差范围内), 而在 1 250步时已达到最优值 𝑐∗, 后

续迭代过程中目标函数值保持不变.利用 PSO算法优

化的待定参数为

𝝀∗ = [𝑏∗11, 𝑏
∗
121, 𝑏

∗
122, 𝑐

∗
11, 𝑐

∗
12, 𝑏

∗
21, 𝑏

∗
221,

𝑏∗222, 𝑏
∗
231, 𝑏

∗
232, 𝑏

∗
233, 𝑐

∗
21, 𝑐

∗
22, 𝑐

∗
23].

其中

𝑏∗11 = 0.001 7, 𝑏∗121 = 0.148 7,

𝑏∗122 = 0.276 2, 𝑐∗11 = 1.005 2,

𝑐∗12 = 0.165 0, 𝑏∗21 = 0.000 8,

𝑏∗221 = 0.161 0, 𝑏∗222 = 0.051 2,

𝑏∗231 = 0, 𝑏∗232 = 0.803 6,

𝑏∗233 = 0.069 5, 𝑐∗21 = 1.288 4,

𝑐∗22 = 0.404 2, 𝑐∗23 = 0.134 3. (37)

相应的最优目标函数为

𝑐∗ = 𝑐(𝝀∗) = 0.015 7.
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图 4 末端位移和柔性挠曲线
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将优化后的待定参数 (37)代入式 (19)和 (20),即

得到了关节 1、关节 2的速度函数,对函数分别进行一

次微分和积分可得到关节的角加速度和角度函数.

基于 PSO算法和常规方法 (上述的 5次多项式)

所得轨迹所引起的末端振动和柔性杆的挠曲变形

如图 4所示.其中图 4(a)为末端点𝑃 在基坐标系中纵

坐标 𝑦𝑝的变化曲线,图 4(b)为末端挠度𝑤𝑝的变化曲

线. 从仿真结果可以看出, 常规方法所规划的关节

轨迹使机械臂末端的残余振动 (𝑡 > 2 s)幅值范围为

[−0.075m, 0.075m], 而采用 PSO与基函数相结合的

方法,末端残余振动范围仅为 [−0.000 5m, 0.000 5m],

大大减小了振动的幅值,有效地抑制了振动,即柔性

臂杆本身的挠曲变形和机械臂末端的振动均得到了
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图 5 关节角加速度曲线
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图 6 不同运动时间的关节角加速度比较

有效的抑制.

图 5的仿真结果表明所规划的关节角加速度的

幅值和抖动频率较大, 这是由于机械臂本身运动时

间 (𝑡𝑓 = 2 s)短所造成的.实际应用中,可通过拉长机

械臂的运动时间、降低加速度的幅值加以解决. 图 6

为机械臂运动 2 s和 3 s时采用PSO优化的结果比较,

可见角加速度峰值明显减小.

4 结结结 论论论

本文提出了基函数叠加与粒子群优化算法相结

合的振动抑制方法. 与常规的基于多项式的轨迹规划

方法相比,本文提出的方法大大减小了机械臂末端的

振动,提高了定位精度.同时,对于更复杂的多杆刚柔

混合机械臂, 此方法依旧有效, 较之双杆刚柔混合机

械臂,更复杂的情况主要是杆件更多、柔性模态更多.

而只要能推导出模态坐标与关节角、角速度、角加速

度之间的关系,就可以继续利用本方法. 实际上,除了

正弦-梯形函数可作为基函数外, 还有其他类型的基

函数,只要能将关节角速度表示为基函数叠加的形式

即可.未来将研究不同基函数下振动抑制的轨迹规划

问题.另一方面, 本文建立的目标函数中包含了机械

臂的惯性参数和模态参数 (用到了理想模型),实际中

有时很难获得其准确的值.本文从原理上验证了方法

的有效性, 但对于参数误差客观存在的情况, 可以采

用参数辨识、自适应控制等方法提高精度,即将“轨迹

规划”与“运动控制”进行完美结合, 这亦是未来的研

究方向.
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