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摘 要: 万维网的高速发展需要在网络内部构建部署相应的网络监测系统,但由于耗资巨大,在设计网络监测系统

时,网络节点部署初期往往不能一次性监测完所有的边,只能选择有限的网络节点以监测少部分的边,再逐渐增加部

署新的网络监测节点. 在占线理论与竞争策略的基础上,研究网络监测系统网络节点序列占线优化部署问题,给出一

个竞争算法,证明了该算法具有常数竞争比,该竞争比结果优于已有的结果.
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Abstract: With the rapid development of the world wide web, the network monitoring systems need to be built within the

network, but due to huge cost, when the network monitoring system is designed, all of the edges can not be monitored at

one time. Instead only a limited number of network nodes can be chosen to monitor a small part of the edge, and later the

deployment of a new network monitoring node is increased. Based on the online theory, the online vertex covering problem

is studied. A competitive algorithm is presented with a constant competitive ratio. The performance of the competitive ratio

is better than the existed result.
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0 引引引 言言言

随着万维网的快速发展和网络用户的快速增长,

网络流量逐渐增大. 为了向客户提供更好的服务质

量, 网络服务提供商需要不断地建设和升级网络.与

此同时,提供商也需要在网络内部构建一个面向全局

的网络监测系统,该监测系统可以用来测量如链路流

量等性能指标,实时地获取网络的性能数据, 进而加

强全局网络性能.考虑网络监测系统部署的最基本问

题:如果在某个顶点上部署了监测器, 并且认为它可

以监测 (或服务)到与其相连接的边,则称该边被该顶

点所覆盖 (Covering). 同时,假设各顶点具有一定的非

负权重 (例如可以表示为部署该监测点的初始建设费

用等),如果问题是如何以最小的代价 (即选取一个最

小权重和的顶点子集)来监测服务网络上所有的边,

则这个问题为著名的顶点覆盖问题 (Vertex Covering

Problem),目前已经证明该问题是NP-hard的[1-2].

目前, 测量 Internet甚至仅测量 ISP主干网络的

网络性能数据都需要花费相当大的代价. 在全局各个

节点部署测量设备需要消耗相当多的人力和物力,而

且安装在网络设备上的测量设备和工具也会占用物

理空间和系统资源. 因此,在设计全局网络监测系统

时, 既需要监测尽可能多的网络信息,又需要尽量减

少系统的部署代价和维护代价,并且监测设备一旦建

好,最好不被删去或移动.由于资金限制等因素的存

在,实际监测节点部署决策过程本质上是一个长期的

建设部署过程.在初始阶段不能一次监测完所有的边,
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只能选择有限的监测节点监测少部分的边,随着限制

因素的放松再逐渐增加部署新的监测节点. 此外,还

要求已经部署好的网络监测节点不能被删除.针对上

述问题, 可以考虑用占线算法和竞争策略[3-5]的相关

理论来建立模型并进行研究. 利用该理论建立的模

型输出是一个待部署的网络监测节点序列, 算法需

要保证该序列的每一个 𝑘元前序 (要求至少覆盖 𝑘条

边)的费用, 都与相应的只需覆盖至少 𝑘条边的最优

解费用非常接近.对于每一个 𝑘,这 2个数值间的比值

就衡量了该 𝑘元前序的优劣,因此将该序列的竞争比

定义为该序列中所有前序所计算的比值中的最大者.

这样竞争比便可度量序列间的优劣,显然竞争比越小

越好.

上述利用占线理论来研究分阶段建设网络监测

节点部署序列的模型被称为占线顶点覆盖问题, 该

模型是网络监测系统部署问题的一个基本问题. 对

于该问题, 已证明除非𝑃 = NP, 否则该竞争比小于

1.360 7是不可能的, 并且除非唯一博弈假设成立, 否

则该问题不存在竞争比小于 2的多项式时间竞争算

法[4]. 文献[4]进一步给出了结构性下界 1.618. 文献[6]

给出了竞争比为 4𝑐的竞争算法,其中 𝑐为 𝑘 -顶点覆盖

问题的近似比.本文将对这一问题进行研究,给出一

个常数竞争比的竞争算法,该竞争比结果将优于以往

的结果.

1 占占占线线线顶顶顶点点点覆覆覆盖盖盖问问问题题题的的的定定定义义义

本文所有的讨论均基于如下基本定义:给定无向

图𝐺 = (𝑉,𝐸)为拟部署网络监测节点的拓扑网络. 其

中: 𝑉 为顶点的集合, 𝑛 = ∣𝑉 ∣; 𝐸为边的集合.为了去

除平凡的情况,该图不存在孤立顶点,且在顶点𝑉 上

存在一个正的权重函数𝑤 : 𝑉 → 𝑅+. 单位权重表示

𝑤 ≡ 1,顶点 𝑣的度表示与该顶点相关联的边数,记为

deg(𝑣).

定义 1 给定顶点集𝑆 ⊆ 𝑉 , 如果 ∀𝑒 ∈ 𝐸, 至少

有一个端点在𝑆中,则称𝑆是一个顶点覆盖.

定义 2 顶点集𝑆 ⊆ 𝑉 的权重定义为该子集中

所有元素的权重之和,即𝑤(𝑆) =
∑
𝑥∈𝑆

𝑤(𝑥).

顶点覆盖问题的目标是: 寻求一个顶点集𝑉 的

子集𝑆 ⊆ 𝑉 , 使得它在能覆盖所有边的全部顶点子

集合中, 𝑤(𝑆)值最小[1]. 相应地, 定义 𝑘 -顶点覆盖问

题[2](也称为部分顶点覆盖问题)的目标是: 对于给定

的需要至少覆盖的边的个数 𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ ∣𝐸∣, 寻求一
个顶点集𝑉 的子集𝑆 ⊆ 𝑉 ,使得它在能至少覆盖 𝑘条

边的所有顶点子集合中, 𝑤(𝑆)值最小. 𝑘 -顶点覆盖问

题是标准顶点覆盖问题的推广,因此也是NP-hard的.

目前,针对该问题的最优的近似算法所达到的近似比

为 2[2].

占线顶点覆盖问题的数学描述如下[4-6]: 寻求

子集序列𝐹𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐸∣),使得𝐹𝑖为 𝑖 -顶点覆盖

问题的一个可行解, 即其至少覆盖了 𝑖条边. 其中:

𝐹1 ⊆ 𝐹2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ 𝐹∣𝐸∣ ⊆ 𝑉 , 𝑤(𝐹𝑖) ⩽ 𝛼 × opt𝑖,

opt𝑖为 𝑖 -顶点覆盖问题的最优解费用, 𝛼为与问题

无关的常数,称为竞争比,且𝛼越小越好.该竞争比表

明了在最坏的情况下,所给出的网络监测节点部署序

列的每个阶段的费用,都在相应阶段最优解费用的竞

争比倍数以内,因此可以保证给出的节点部署序列在

每个阶段都非常接近最优解.

对于这个问题, 最简单的想法是利用贪婪的思

想: 1)选取当前图中具有最小势 (如权重与对应顶点

的度的比值)的顶点; 2)删去与该顶点关联的边,在剩

下的图中再选取具有最小势的顶点; 3)重复步骤1)和

步骤2). 但即使是针对单位权重的顶点覆盖问题,也

存在反例表明上述贪婪算法不能得到常数近似比[7],

故贪婪算法针对占线顶点覆盖问题不能得到常数竞

争比. 同时,贪婪算法的反例也表明,在优化决策各阶

段部署网络监测节点位置的方案时,应综合考虑到未

来可能出现的各种情况.

2 竞竞竞争争争算算算法法法设设设计计计与与与分分分析析析

2.1 定定定义义义及及及性性性质质质

定义 3 对于任意给定的顶点覆盖问题输入,定

义

Δ =
max
𝑥∈𝑉

𝑤(𝑥)

min
𝑥∈𝑉

𝑤(𝑥)
> 0

为输入空间中的最大相对权重,则Δ在输入空间给定

后为常数.

引理 1 opt∣𝐸∣ ⩽
⌈𝑛
2

⌉
Δopt1, 其中: 𝑛 = ∣𝑉 ∣, 函

数 ⌈𝑥⌉表示对数值𝑥上取整.

证证证明明明 设给定顶点集合𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛},且

{𝑣1}可使 1 -顶点覆盖问题达到最优. 由于假设给定

的图不存在孤立的顶点, 𝑣1必定是所有顶点中权重最

小的顶点,即 opt1 = 𝑤(𝑣1) = min
𝑥∈𝑉

𝑤(𝑥). 此外, 𝑉 中必

存在
⌈𝑛
2

⌉
个顶点覆盖了所有的边, 记该顶点集合为

𝑆. 故有

opt∣𝐸∣ ⩽ 𝑤(𝑆) =
∑
𝑥∈𝑆

𝑤(𝑥) ⩽⌈𝑛
2

⌉
Δmin

𝑥∈𝑉
𝑤(𝑥) =

⌈𝑛
2

⌉
Δopt1. □

2.2 竞竞竞争争争算算算法法法设设设计计计及及及时时时间间间复复复杂杂杂度度度分分分析析析

本文设计的竞争算法如下.

输入:无向图𝐺 = (𝑉,𝐸),函数𝑤 : 𝑉 → 𝑅+;

输出: 顶点子集序列𝐹𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐸∣), 使𝐹𝑖

至少覆盖 𝑖条边,且有𝐹1 ⊆ 𝐹2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ 𝐹∣𝐸∣ ⊆ 𝑉 .
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Step 1:初始化. 令 𝑖 = 1, 𝑘 = 1, 𝑇 (𝑘) = 1.

Step 2: 输出 1 -顶点覆盖问题的最优解𝑥𝑎, 即权

重最小的顶点 (如果存在多个最优解, 则取度数最大

的顶点). 输出𝐹1 = 𝐹2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐹deg(𝑥𝑎) = {𝑥𝑎}. 如果

𝐹1能够覆盖所有的边, 则继续输出𝐹deg(𝑥𝑎)+1 =

𝐹deg(𝑥𝑎)+2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐹∣𝐸∣ = 𝐹1,否则执行Step 3.

Step 3: 𝑘 = 𝑘 + 1. 寻求最大下标 𝑖,使得𝑤(𝐹 ∗
𝑖 ) ⩽

𝑞𝑘−1𝑤(𝐹 ∗
1 ). 其中: 参数 𝑞 > 1在下文证明中确定, 𝐹 ∗

𝑖

是 𝑖 -顶点覆盖问题的近似比为 𝑐的近似解,记𝑇 (𝑘) =

𝑖.

Step 4:如果𝑇 (𝑘−1) = 𝑇 (𝑘),则转到Step 3;否则

有𝑇 (𝑘 − 1) < 𝑇 (𝑘),对 𝑡 = 𝑇 (𝑘 − 1) + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 (𝑘),输
出𝐹𝑡 = 𝐹𝑇 (𝑘−1) ∪ 𝐹 ∗

𝑇 (𝑘).

Step 5: 如果𝑇 (𝑘) = ∣𝐸∣, 则算法停止; 否则转到

Step 3.

上述算法的思想类似于文献[5]等所设计的竞争

算法. 但与之不同的是,由于这里涉及的基本问题是

顶点覆盖问题,根据覆盖问题的特点, 可以直接利用

已有覆盖问题的解构造出新阶段下的问题的解,并限

制新增加的费用, 同时也有利于估计算法的竞争比

的度量. 由上述算法的构造过程可知,算法的输出满

足: 1)𝐹1 ⊆ 𝐹2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ 𝐹∣𝐸∣; 2)𝐹𝑗至少覆盖了 𝑗条边,

∀𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐸∣. 此外,算法的时间受制于 Step 3,并

进而受制于寻求最大下标 𝑖所需的时间. 由于可以采

用预处理的方式 (即对每一个 𝑖产生所有的 𝑐 -近似解,

进而利用二分搜索得到满足条件的最大的下标 𝑖),算

法的时间复杂度即受制于产生近似解𝐹 ∗
𝑖 所需的耗

费时间. 故如果此时允许使用非多项式时间,则可令

𝑐 = 1; 否则根据现有的近似算法,可以令 𝑐 = 2[2],算

法的总时间耗费为多项式时间. 由上述分析可得如下

的定理.

定理 1 算法是一个多项式时间竞争算法.

2.3 算算算法法法竞竞竞争争争比比比度度度量量量

引理 2 对于 ∀𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐸∣},有如下不等式

成立:

𝑤(𝐹𝑗 ) ⩽
𝑙=𝑘,𝑇 (𝑘−1)<𝑗⩽𝑇 (𝑘)∑

𝑙=1

𝑤(𝐹 ∗
𝑇 (𝑙)).

证证证明明明 ∀𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐸∣}, 由算法 Step 4可知,

若 𝑗 = 𝑇 (𝑘),则有

𝑤(𝐹𝑗) = 𝑤(𝐹𝑇 (𝑘)) = 𝑤
( 𝑘∪

𝑙=1

𝐹 ∗
𝑇 (𝑙)

)
⩽

𝑘∑
𝑙=1

𝑤(𝐹 ∗
𝑇 (𝑙));

若 𝑗 ∕= 𝑇 (𝑘),则存在 𝑘,使得

𝑇 (𝑘 − 1) < 𝑗 < 𝑇 (𝑘),

𝑤(𝐹𝑗) = 𝑤(𝐹𝑇 (𝑘)) ⩽
𝑙=𝑘∑
𝑙=1

𝑤(𝐹 ∗
𝑇 (𝑙)). □

定理 2 令 𝑞 = 1 +

√
1− 1

/(
𝑐
⌈𝑛
2

⌉
Δ
)

, 算法得

到的集合序列 {𝐹1, 𝐹2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹∣𝐸∣}满足
𝑤(𝐹𝑗) ⩽ 𝛼 ⋅ opt𝑗 ,

其中

𝛼 = 2
(
1 +

√
1− 1

/(
𝑐
⌈𝑛
2

⌉
Δ
))

𝑐,

即算法的竞争比为𝛼.

证证证明明明 首先注意到𝐹1, 𝐹2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹deg(𝑥𝑎)只输出

了 1个顶点, 因此是最优的, 下面的讨论中可以忽略

这种特殊情况.

由引理 2可知, ∀𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐸∣},设𝑇 (𝑘−1) <

𝑗 ⩽ 𝑇 (𝑘),则有

𝑤(𝐹𝑗 ) ⩽
𝑙=𝑘∑
𝑙=1

𝑤(𝐹 ∗
𝑇 (𝑙)).

由 Step 3可得𝑤(𝐹 ∗
𝑙 ) ⩽ 𝑞𝑙−1𝑤(𝐹 ∗

1 ),因此

𝑤(𝐹𝑗) ⩽
𝑙=𝑘∑
𝑙=1

𝑞𝑙−1𝑤(𝐹 ∗
1 ) =

𝑞𝑘 − 1

𝑞 − 1
𝑤(𝐹 ∗

1 ).

由于𝑇 (𝑘)为满足𝑤(𝐹 ∗
𝑙 ) ⩽ 𝑞𝑘−1𝑤(𝐹 ∗

1 )的最大下

标,而𝑇 (𝑘 − 1) < 𝑗 ⩽ 𝑇 (𝑘),则有

𝑤(𝐹 ∗
𝑗 ) ⩾ 𝑞𝑘−2𝑤(𝐹 ∗

1 ).

故有

𝑤(𝐹𝑗) ⩽
𝑞𝑘 − 1

(𝑞𝑘−2)(𝑞 − 1)
𝑤(𝐹 ∗

𝑗 ) ⩽
𝑞𝑘 − 1

(𝑞𝑘−2)(𝑞 − 1)
𝑐 ⋅ opt𝑗 .

由此可知,本文只需考察如下函数的上界:

𝑓(𝑞) =
𝑞𝑘 − 1

(𝑞𝑘−2)(𝑞 − 1)
=

𝑞2

𝑞 − 1
− 1

𝑞𝑘−2(𝑞 − 1)
.

设最大的 𝑘值为 𝑘max,即𝑇 (𝑘max) ⩽ ∣𝐸∣,则有
𝑤(𝐹 ∗

𝑇 (𝑘max)
) ⩾ 𝑞𝑘max−2𝑤(𝐹 ∗

1 ),

𝑤(𝐹 ∗
𝑇 (𝑘max)

) ⩽ 𝑤(𝐹 ∗
∣𝐸∣) ⩽ 𝑐 ⋅ opt∣𝐸∣,

从而由引理 1可得

𝑞𝑘max−2 ⩽ 𝑐
⌈𝑛
2

⌉
Δ.

由 𝑞 > 1, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑘max可得

𝑓(𝑞) ⩽ 𝑞2

𝑞 − 1
− 1

𝑐
⌈𝑛
2

⌉
Δ(𝑞 − 1)

.

对该上界求解最小值可以得到, 当 𝑞 = 𝑞∗ = 1 +√
1− 1

/(
𝑐
⌈𝑛
2

⌉
Δ
)
时, 最小值为 2𝑞∗, 即算法的竞争

比为 2
(
1 +

√
1− 1

/(
𝑐
⌈𝑛
2

⌉
Δ
))

𝑐. □

推论 1 本文设计的算法在多项式时间内具有

的常数竞争比至多为 4
(
1 +

√
1− 1

/(
2
⌈𝑛
2

⌉
Δ
))

, 在

非多项式时间内具有的常数竞争比至多为 2
(
1 +√

1− 1
/(⌈𝑛

2

⌉
Δ
))

.

特别地,对于单位权重的占线顶点覆盖问题,所

有的权重均相同,即Δ = 1,由此可得推论 2.
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推论 2 对于单位权重的占线顶点覆盖问题,

算法在多项式时间内具有的常数竞争比为 4
(
1 +√

1− 1
/(

2
⌈𝑛
2

⌉))
,非多项式时间内具有的常数竞争

比为 2
(
1 +

√
1− 1

/(⌈𝑛
2

⌉))
.

3 算算算例例例分分分析析析

下面通过算例验证算法的有效性. 这里对贪婪算

法不能得到单位权重下的顶点覆盖问题常数近似比

的反例[7]进行分析,如图 1所示 (原始反例为图 1的推

广).
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图 1 算例分析

该例子共有 19个顶点, 27条边. 容易验证顶点覆

盖问题的最优解为 {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6},且有

opt1 = ⋅ ⋅ ⋅ = opt5 = 1, opt6 = ⋅ ⋅ ⋅ = opt10 = 2,

opt11 = ⋅ ⋅ ⋅ = opt15 = 3, opt16 = ⋅ ⋅ ⋅ = opt20 = 4,

opt21 = ⋅ ⋅ ⋅ = opt25 = 5, opt26 = opt27 = 6.

为了简单起见,本文只考虑 𝑐 = 1的情形. 在算法

的初始阶段,初始化 𝑖 = 1, 𝑘 = 1, 𝑇 (1) = 1,输出 {𝑎7,
𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4}中的任意一个顶点.为了便于分析,假设

输出为最坏情形: 输出不是顶点覆盖问题最优解中的

任一顶点, 即输出为𝐹1 = 𝐹2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐹5 = {𝑎7}. 由

于 𝑎7不能覆盖所有的边,需执行 Step 3. 这里令 𝑞 = 2,

寻求最大的下标 𝑖, 使得𝑤(𝐹 ∗
𝑖 ) ⩽ 2𝑤(𝐹 ∗

1 ) = 2, 求得

𝑖 = 10,则𝑇 (2) = 10. 在Step 4中,计算𝐹 ∗
10,最优解为

{𝑎7, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4}中的任意 2个点, 同样假设此时输

出为最坏情形: 假设该顶点为 𝑏1, 𝑏2(不是 𝑎7的任意

2个点),此时算法输出𝐹6 = 𝐹7 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐹10 = {𝑎7, 𝑏1,
𝑏2}. 在 Step 5中, 由于𝑇 (2) ∕= 27, 转到 Step 3, 此时 𝑘

= 3, 寻求使𝑤(𝐹 ∗
𝑖 ) ⩽ 4最大的下标 𝑖, 输出 𝑖 = 20,

𝑇 (3) = 20. 在 Step 4中,计算𝐹 ∗
20,最优解为 {𝑎7, 𝑏1, 𝑏2,

𝑏3, 𝑏4}中的任意 4个点,假设输出为𝐹 ∗
20 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3,

𝑏4}, 此时算法输出为𝐹11 = 𝐹12 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐹20 = {𝑎7,
𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4}. 在Step 5中, 检验𝑇 (3) ∕= 27, 再次转到

Step 3, 此时 𝑘 = 4, 寻求使𝑤(𝐹 ∗
𝑖 ) ⩽ 8最大的下标 𝑖,

输出 𝑖 = 27, 𝑇 (4) = 27. 在算法的 Step 4中,计算𝐹 ∗
27,

输出为 {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6}, 此时算法输出为𝐹21 =

𝐹22 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐹27 = {𝑎7, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6},算法结束.

因此算法针对此特例的输出为

{𝐹𝑖∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 27} ={
{𝑎7}︸︷︷︸

𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,5

, {𝑎7, 𝑏1, 𝑏2}︸ ︷︷ ︸
𝑖=6,7,⋅⋅⋅ ,10

, {𝑎7, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4}︸ ︷︷ ︸
𝑖=11,12,⋅⋅⋅ ,20

,

{𝑎7, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6}︸ ︷︷ ︸
𝑖=21,22,⋅⋅⋅ ,27

}
.

经验证, 竞争比为 5/3 ⩽ 1.667. 事实上, 本文已

经证明 (推论 2), 设计的算法在最坏情况下竞争比最

多为 2(1 +
√

1− 1/10) ⩽ 3.898.

4 结结结 论论论

本文在占线理论和竞争策略的基础上,研究了网

络监测节点序列部署问题.基于问题的基本结构特点,

考虑了占线顶点覆盖问题,设计了常数竞争算法并证

明了竞争比. 在未来的研究中,一方面可以考虑如何

结合网络监测系统问题特点设计出更优的竞争策略

以改进竞争比; 另一方面, 可以考虑如何将相关网络

监测系统的更多实际因素融入到模型中以增加模型

的指导性.
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