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摘 要: 基于一致性算法, 在有向通讯拓扑下, 研究存在状态约束的多航天器系统分布式有限时间姿态协同跟踪控

制问题. 在仅有部分跟随航天器可以获取领航航天器状态, 并且跟随航天器之间存在不完全信息交互的情形下, 设计

了分布式快速终端滑模面, 提出了不依赖于模型的分布式有限时间姿态协同跟踪控制律. 根据有限时间Lyapunov稳

定性定理, 证明了系统的状态在有限时间内收敛于领航航天器状态的小邻域内. 最后通过仿真算例验证了所提出算

法的有效性.
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Abstract: Based on the consensus algorithm, a distributed finite-time attitude coordinated tracking control is proposed

for multiple spacecraft systems with state constraint under the directed communication topology. A model-independent

distributed finite-time attitude coordinated control algorithm is proposed by using the fast terminal sliding mode in the case

that the leader spacecraft may only be available to a part of the follower spacecraft and/or with an incomplete information

exchange among the follower spacecraft. The proposed control algorithm can guarantee that the follower spacecraft attitudes

and angular velocities converge to a neighborhood of the leader spacecraft state in finite time based on the finite time

Lyapunov theory. Simulation results show the effectiveness and feasibility of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

在航天控制领域, 为了实现对目标的快速跟踪,

往往需要追踪航天器能在有限时间内达到跟踪目标

或者星载载荷指向目标, 并对目标进行干扰或者攻击,

因此研究航天器有限时间姿态控制有着重要的军事

意义和科学意义. 随着Bhat等人对有限时间齐次性理

论[1]和有限时间Lyapunov稳定性理论[2]的提出和完

善, 连续有限时间控制得到了迅速的发展.

基于多智能体一致性理论, 多航天器系统分布式

姿态协同引起了广大学者的关注. 多数文献所研究的

是多航天器系统的渐近稳定特性, 然而对于工程实际

中的航天器系统而言, 一般需要在有限时间内达到期

望的状态. 有限时间控制具有很好的鲁棒性和抗干扰

性. 有关多智能体 (航天器也可看作智能体)系统的有

限时间一致性控制问题[3-8], 已经引起了一些学者的

关注.

Cortés[3]提出了一类基于符号梯度函数的非连续

控制算法, 解决了无向连通拓扑结构下多智能体系统

的有限时间一致性问题. Xiao等[4]在有向且强连通拓

扑下给出控制协议, 解决了多智能体系统有限时间一
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致性控制问题. 佘莹莹等[5]提出了基于一类连续非线

性函数的有限时间一致性算法, 并且考虑了通讯时滞

的影响. Meng等[6]研究了存在多个领航航天器的有

限时间姿态协同控制问题, 提出的控制律使得跟随航

天器在有限时间内收敛于多领航航天器所形成的凸

包内. Zhou等[7]提出了带有分数幂项的有限时间控制

律, 在航天器间的通信拓扑为无向连通的情形下, 并

且至少有一个跟随航天器对期望参考状态可知时, 各

航天器有限时间收敛于期望状态. 高岱等[8]提出了无

需绝对角速度和相对角速度测量的多航天器分布式

有限时间姿态协同控制算法.

考虑到多航天器系统的特点, 比如某些跟随航天

器不可获取领航航天器的状态, 跟随航天器间仅可获

取其邻居航天器的信息等, 这些特点都为多航天器

有限时间协同控制带来了一定的挑战. 此外, 尽管有

限时间控制在多智能体系统协同控制中已有较好的

研究成果, 但主要是针对一阶积分系统或者二阶积分

系统. 由于非线性系统的特殊性, 上述结果不能直接

扩展到多航天器的有限时间协同控制问题中. 文献

[6-8]虽然研究了多航天器的有限时间协同控制, 但航

天器间的通讯拓扑图为无向的, 不具有一般性. 因此

本文致力于研究在更具一般性的有向通讯拓扑下, 多

航天器系统的有限时间协同控制问题.

1 预预预备备备知知知识识识

1.1 图图图 论论论

考虑以有向通讯拓扑图来描述各航天器之间的

信息获取关系. 关于图论的更多知识, 可阅读相关参

考文献[9]. 有向通讯拓扑 𝑔由若干个顶点 𝑣和若干个

边 𝜀组成. 顶点 𝑣𝑖 表示第 𝑖个航天器, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

边 (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)表示航天器 𝑗能够获取航天器 𝑖的信息,

𝑣𝑖 为父节点, 𝑣𝑗 为子节点. 定义𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑛×𝑛 表示

有向图的加权邻接矩阵. 如果 (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖)∈ 𝜀, 则 𝑎𝑖𝑗 > 0,

反之, 𝑎𝑖𝑗 = 0. 有向路径是指有向图中边的一个序列.

如果有向图中任意两个不同的顶点 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 都存在路

径, 则称有向图 𝑔是强连通的.强连通分支是有向图的

一个极大的强连通诱导子图, 图的任何顶点都处在某

个强连通分支中. 如果有向图中含有一个没有父节点

的特殊顶点 (称之为根节点), 除了此根节点外, 其余

每个节点均有且仅有一个父节点, 并且存在根节点到

其余任何节点的路径, 则称该有向图为有向树. 有向

生成树为包含该有向图全部节点的有向树. 如果有向

图包含一个有向生成树的子图, 则称该有向图具有有

向生成树. 定义有向图 𝑔的Laplacian矩阵为

𝐿 = 𝐷 −𝐴,

其中: 𝐷 = diag(𝑑1, 𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛), 𝑑𝑖 =
𝑛∑

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 . 对有向

图而言, 𝐿一般是不对称的.

引理 1[10] 有向图 𝑔的Laplacian矩阵𝐿仅有一

个零特征值当且仅当 𝑔具有有向生成树.

引理 2[11] 如果有向图 𝑔是强连通的, 则存在一

个正向量 𝝃 = [𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑛]T, 满足 𝝃T𝐿 = 0. 特别地,

对于 ∀𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 如果 𝝃满足
𝑛∑

𝑖=1

𝜉𝑖 = 1, 则矩阵

L̃ =
1

2
(Ξ𝐿 + 𝐿TΞ ), Ξ = diag(𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑛)是对称

半正定的.

引理 3[12] 假设 𝑔是强连通的, 向量 𝝃满足 𝝃T𝐿

= 0, 则矩阵 diag(𝝃)𝐿+𝐿Tdiag(𝝃)是半正定的, 0是其

代数简单的特征值, 1是相应的特征向量.

引理 4[12] 对于任意非负列向量 𝒃 = [𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑏𝑛]

T, 如果 𝒃 ∕= 0且图 𝑔是无向连通的, 则𝐿 + diag(𝒃)

是对称正定的.

1.2 航航航天天天器器器运运运动动动模模模型型型

采用修正罗德里格参数 (MRPs)来描述航天器姿

态运动, 则第 𝑖个航天器的姿态运动学和动力学方程

分别为

𝝈̇𝑖 = 𝐺(𝝈𝑖)𝝎𝑖, (1a)

𝐽𝑖𝝎̇𝑖 = −𝑆(𝝎𝑖)𝐽𝑖𝝎𝑖 + 𝝉𝑖 + 𝝉𝑑𝑖. (1b)

其中: 𝝈𝑖 为第 𝑖个航天器姿态, 𝝎𝑖 为第 𝑖个航天器本

体坐标系相对于地心惯性坐标系的角速度在本体

系中的投影, 𝐽𝑖 为正定对称的航天器转动惯量阵,

𝑆(𝝎𝑖)为𝝎𝑖 的 3× 3斜对称矩阵, 𝝉𝑖 为作用于第 𝑖个航

天器上的控制输入, 且有

𝐺(𝝈𝑖) =
1

2

[1− ∥𝝈𝑖∥2
2

𝐼3 + 𝑆(𝝈𝑖) + 𝝈𝑖𝝈
T
𝑖

]
,

对于向量而言, ∥ ⋅ ∥表示向量的 2范数, 𝐺(𝝈𝑖)满

足如下性质:

det(𝐺(𝝈𝑖)) =
(1 + 𝝈2

𝑖 )
3

4
∕= 0, (2a)

𝐺T(𝝈𝑖)𝐺(𝝈𝑖) =
(1 + 𝝈2

𝑖

4

)2

𝐼3. (2b)

1.3 稳稳稳定定定性性性理理理论论论及及及引引引理理理

引理 5[13] 考虑非线性系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 若存在

正定连续的函数𝑉 (𝑥) : 𝑈 → 𝑅, 满足 𝑉̇ (𝑥)+𝜆1𝑉 (𝑥)+

𝜆2𝑉
𝛼(𝑥) ⩽ 0, 其中𝜆1 > 0, 𝜆2 > 0, 𝛼 ∈ (0, 1), 则系统

的原点也是有限时间稳定的, 且有限到达时间满足

𝑇 ⩽ 1

𝜆1(1− 𝛼)
ln
𝜆1𝑉

1−𝛼(𝑥0) + 𝜆2

𝜆2
.

引理 6[14] 考虑非线性系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 假设

存在连续函数𝑉 (𝑥), 常数𝜆 > 0, 0 < 𝛼 < 1, 且 0 <

𝛽 < ∞, 使得 𝑉̇ (𝑥) ⩽ −𝜆𝑉 𝛼(𝑥) + 𝛽成立, 则系统是实

际有限时间稳定的 (PFS), 且系统状态在有限时间内
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收敛于如下紧集:

lim
𝑡→𝑇

𝑥 ∈
(
𝑉 𝛼(𝑥) ⩽ 𝛽

(1− 𝜃)𝜆

)
,

其中 0 < 𝜃 ⩽ 1, 有限到达时间为

𝑇 ⩽ 𝑉 1−𝛼(𝑥(0))

𝜆𝜃(1− 𝛼)
.

引理 7[13] 对于任意给定的矢量𝒙 = [𝑥1, 𝑥2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T, 𝑛 ⩾ 1, 如果 0 < 𝑝 < 2, 则有不等式 ∥𝒙∥𝑝 ⩽

𝑛∑
𝑖=1

∣𝑥𝑖∣𝑝 成立.

引理 8[15] 任意𝑥𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 如果 ∃ 0
< 𝑏 ⩽ 1, 则有不等式 (∣𝑥1∣ + ∣𝑥2∣ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣𝑥𝑛∣)𝑏 ⩽
∣𝑥1∣𝑏 + ∣𝑥2∣𝑏 + ⋅ ⋅ ⋅+ ∣𝑥𝑛∣𝑏 成立.

引 理 9[13] d∣𝑥𝑖∣𝛼+1

d𝑡
= (𝛼 + 1)sig(𝑥𝑖)

𝛼𝑥̇𝑖,

d[sig(𝑥)𝛼+1]

d𝑡
= (𝛼+ 1)∣𝑥∣𝛼𝑥̇. 其中: 𝑥, 𝛼 ∈ 𝑅, sig(𝑥) =

∣𝑥∣sgn(𝑥).
2 分分分布布布式式式有有有限限限时时时间间间姿姿姿态态态协协协同同同跟跟跟踪踪踪控控控制制制

2.1 问问问题题题描描描述述述

在仅有部分跟随航天器能够获取领航航天器状

态, 并且跟随航天器间存在不完全的信息交互的情形

下, 设计仅利用自身信息和邻居信息的分布式有限时

间协同姿态跟踪控制律, 使得各跟随航天器在有限时

间内跟踪上静态领航航天器.

记有向图 𝑔表示跟随航天器与领航航天器之间

的通讯拓扑. 假定领航航天器不能获取跟随航天器的

状态信息, 即 (𝑣𝑖, 𝑣0) /∈ 𝜀, ∀𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则 𝑎0𝑖 = 0,

并且仅有一部分跟随航天器可获取领航航天器的状

态. 如果跟随航天器可以获得领航航天器的状态, 则

𝑎𝑖0 > 0, 否则 𝑎𝑖0 = 0. 领航航天器到所有跟随航天器

都有有向路径, 则称有向图 𝑔具有有向生成树. 注意

到有向图 𝑔的Laplacian矩阵为

𝐿̄ =

[
𝐻 −𝑎𝑖0

0T
𝑛 0

]
,

其中𝐻 = 𝐿 + diag(𝑎10, 𝑎20, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛0). 由引理 1和

Gersgorin圆盘定理可知, 𝐻的所有特征值均具有正

实部.

2.2 控控控制制制律律律设设设计计计

定义第 𝑖个跟随航天器的一致性误差为

𝒒𝑖 =

𝑛∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗(𝝈𝑖 − 𝝈𝑗). (3)

其中: 下标“ 0 ”表示领航航天器, 𝑎𝑖𝑗 表示航天器之间

的信息获取关系, 𝑛表示航天器的个数. 结合一致性

误差, 设计如下快速终端滑模面:

𝒔𝑖 = 𝝎𝑖 +𝐺T(𝝈𝑖)[𝑘1𝒒𝑖 + 𝑘2sig(𝒒𝑖)𝑟]. (4)

其中: 0 < 𝑟 < 1, 𝑘1 和 𝑘2 为大于零的常数, sig(𝒒𝑖)𝑟 =

[sgn(𝑞𝑖1)∣𝑞𝑖1∣𝑟, sgn(𝑞𝑖2)∣𝑞𝑖2∣𝑟, sgn(𝑞𝑖3)∣𝑞𝑖3∣𝑟]T.

将式 (3)和 (4)表示为向量的形式, 则有

𝒒 = (𝐻 ⊗ 𝐼3)[𝝈 − (1𝑛 ⊗ 𝝈0)],

𝒔 = 𝝎 +𝐺T(𝝈)[𝑘1𝒒 + 𝑘2sig(𝒒)𝑟]. (5)

其中: 𝒒, 𝝈, 𝝎分别为 𝒒𝑖, 𝝈𝑖, 𝝎𝑖 拼成的列向量, 𝐺T(𝝈)

= diag(𝐺T(𝝈1), 𝐺
T(𝝈2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺T(𝝈𝑛)), 1𝑛 为全 1的列

向量, “⊗”表示Kronecker积, sig(𝒒)𝑟 = [sig(𝒒1)
𝑟T,

sig(𝒒2)
𝑟T, ⋅ ⋅ ⋅ , sig(𝒒𝑛)𝑟T]T.

针对第 𝑖个跟随航天器, 提出如下分布式有限时

间协同控制律:

𝝉𝑖 = −𝜂𝒔𝑖 − 𝜍sig(𝒔𝑖)
𝑟 − 𝜇𝐽∗

𝑖 ∥𝝎𝑖∥fsat(𝒔𝑖). (6)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝜂, 𝜍 > 0, 由设计者给定; 定义航

天器惯量矩阵的诱导范数 ∥𝐽𝑖∥ =
√

𝜆max(𝐽T
𝑖 𝐽𝑖), 其

中𝜆max(⋅)为矩阵的最大特征值, 选取 𝐽∗
𝑖 ⩾ ∥𝐽𝑖∥为航

天器转动惯量矩阵诱导范数的上界; 𝜇可表示为

𝜇 =∥𝑆(𝐺T(𝝈)[𝑘1𝒒 + 𝑘2sig(𝒒)
𝑟])+

𝑘1𝐺
T(𝝈)(𝐻 ⊗ 𝐼3)𝐺(𝝈)+

𝑘2𝑟𝐺
T(𝝈)diag(∣𝒒∣𝑟−1)(𝐻 ⊗ 𝐼3)𝐺(𝝈)−

𝑆T([𝑘1𝒒 + 𝑘2sig(𝒒)
𝑟])𝐺(𝝈)∥+

3

2
∥𝝈∥∥𝐺(𝝈)[𝑘1𝒒 + 𝑘2sig(𝒒)

𝑟]∥.
注意到当 𝒒𝑖 = 0时, 表达式 ∣𝒒𝑖∣𝑟−1 将趋于无穷, 为了

确保𝜇的有界性, 定义当 𝒒𝑖 = 0时, 表达式 ∣𝒒𝑖∣𝑟−1 也

等于 0, 从而避免了奇异的发生. fsat可表示为

fsat
(𝒔𝑖
𝜙

)
=

⎧⎨⎩
∣𝒔𝑖∣𝜌

∣𝒔𝑖∣𝜌 + 𝜙
sgn(𝒔𝑖), ∥𝒔𝑖∥ ⩽ 𝜙;

sgn(𝒔𝑖), ∥𝒔𝑖∥ > 𝜙.

其中: sgn(𝒔𝑖) = [sgn(𝑠𝑖1), sgn(𝑠𝑖2), sgn(𝑠𝑖3)]
T, 0 < 𝜌

< 1.

综上分析, 针对多航天器有限时间姿态协同控制

问题, 给出如下定理.

定定定理理理 1 假设领航航天器为静态的, 应用分布

式有限时间姿态协同控制律 (6), 如果有向图 𝑔具有有

向生成树, 则对于 ∀𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 存在有限时间𝑇 ,

当 𝑡 ⩾ 𝑇 时, 各跟随航天器的状态在有限时间内到达

领航航天器状态的小邻域内.

证证证明明明 根据引理 5和引理 6, 分两步分析系统在

控制律 (6)作用下的有限时间稳定性.

1) 首先证明在控制律 (6)作用下, 跟随航天器的

状态能够在有限时间内到达滑模面的小邻域内. 选取

如下候选Lyapunov函数:

𝑉0 =
1

2
𝒔T𝐽𝒔, (7)

其中 𝐽 = diag(𝐽1, 𝐽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽𝑛). 对𝑉0 求导可得
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𝑉̇0 =

𝒔T[𝐽𝝎̇ + 𝑘1𝐽𝐺
T(𝝈)𝒒̇ + 𝑘2𝑟𝐽𝐺

T(𝝈)diag(∣𝒒∣𝑟−1)𝒒̇+

𝐽𝐺̇T(𝝈)[𝑘1𝒒 + 𝑘2sig(𝒒)
𝑟]]. (8)

其中: diag(∣𝒒𝑖∣𝑟−1) = diag(∣𝑞𝑖1∣𝑟−1, ∣𝑞𝑖2∣𝑟−1, ∣𝑞𝑖3∣𝑟−1),

diag(∣𝒒∣𝑟−1) = diag[diag(∣𝒒1∣𝑟−1), ⋅ ⋅ ⋅ ,diag(∣𝒒𝑛∣𝑟−1)].

结合式 (1b)和 (5), 并整理式 (8)可得

𝑉̇0 =𝒔T
{
− 𝑆(𝝎)𝐽𝝎 + 𝑘1𝐽𝐺

T(𝝈)(𝐻 ⊗ 𝐼3)𝐺(𝝈)𝝎+

𝑘2𝑟𝐽𝐺
T(𝝈)diag(∣𝒒∣𝑟−1)(𝐻 ⊗ 𝐼3)𝐺(𝝈)𝝎+

1

2
𝐽 [−𝝈T[𝐺(𝝈)𝝎]𝐼3 + 𝑆[𝐺(𝝈)𝝎] +𝐺(𝝈)𝝎𝝈T+

𝝈𝝎T𝐺T(𝝈)]T[𝑘1𝒒 + 𝑘2sig(𝒒)
𝑟]
}
+ 𝒔T𝝉 . (9)

其中: 𝝉 为 𝝉𝑖 拼成的列向量; 𝑆(𝒍) = diag[𝑆(𝒍1), 𝑆(𝒍2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆(𝒍𝑛)], 𝒍为 𝒍𝑖 拼成的列向量, 𝒍𝑖 泛指𝑆(⋅)括号中

三维向量; 注意到𝝎 = −𝐺T(𝝈)[𝑘1𝒒 + 𝑘2sig(𝒒)
𝑟] +

𝒔和 𝒔T𝑆(𝒔) = 0, 将其代入式 (9), 并整理可得

𝑉̇0 ⩽ 𝜇∥𝒔∥ ⋅ ∥𝐽∥ ⋅ ∥𝝎∥+ 𝒔T𝝉 . (10)

结合引理 7, 当 ∥𝒔𝑖∥ > 𝜙时, 将分布式控制律 (6)

代入式 (10)可得

𝑉̇0 ⩽ 𝜇∥𝒔∥ ⋅ ∥𝐽∥ ⋅ ∥𝝎∥ − 𝜂𝒔T𝒔− 𝜍𝒔Tsig(𝒔)𝑟−

𝜇

𝑛∑
𝑖=1

𝐽∗
𝑖 ∥𝝎𝑖∥𝒔T𝑖 sgn(𝒔𝑖) ⩽

− 𝜂𝒔T𝒔− 𝜍𝒔Tsig(𝒔)𝑟. (11)

注意到 𝐽 对称正定, 则有如下不等式:
1

2
𝐽min∥𝒔∥2 ⩽ 𝑉0 ⩽ 1

2
𝐽max∥𝒔∥2,

其中 𝐽max 和 𝐽min 分别为 𝐽 的最大、最小特征值. 结合

引理 8, 进一步整理式 (11)可得

𝑉̇0 ⩽ − 𝜂∥𝒔∥2 − 𝜍

𝑛∑
𝑖=1

3∑
𝑚=3

∣𝑠𝑖𝑚∣𝑟+1 ⩽

− 2𝜂

𝐽max
𝑉0 − 2(𝑟+1)/2𝜍

𝐽
(𝑟+1)/2
max

𝑉
𝑟+1
2

0 . (12)

由引理 5可知, 闭环系统 (1a)和 (1b)的轨迹在有

限时间内收敛于边界层内. 当系统状态轨迹在边界层

内, 即 ∥𝒔𝑖∥ < 𝜙时, 将控制律 (6)代入式 (10), 并整理

可得

𝑉̇0 ⩽ 𝜇∥𝒔∥ ⋅ ∥𝐽∥ ⋅ ∥𝝎∥ − 𝜂𝒔T𝒔− 𝜍𝒔Tsig(𝒔)𝑟−

𝜇

𝑛∑
𝑖=1

𝐽∗
𝑖 ∥𝝎𝑖∥𝒔T𝑖

∣𝒔𝑖∣𝜌
∣𝒔𝑖∣𝜌 + 𝜙

sgn(𝒔𝑖). (13)

实际上, 在边界层内总存在一个小的正数, 使得

𝜚 ⩽ ∣𝒔𝑖∣𝜌
∣𝒔𝑖∣𝜌 + 𝜙

成立, 且 𝜚 < 1, 则有

𝑉̇0 ⩽

− 𝜂𝒔T𝒔− 𝜍𝒔Tsgn(𝒔)𝑟 + 𝜇∥𝒔∥ ⋅ ∥𝝎∥(∥𝐽∥ − 𝜚𝐽∗
min),

(14)

其中 𝐽∗
min = min{𝐽∗

𝑖 }.

系统状态在边界层内, 因此 𝒔是有界的, 进一步

可得𝝎也是有界的, 即 ∥𝒔∥ ⩽ 𝑐1, ∥𝝎∥ ⩽ 𝑐2. 这里选择

∥𝐽𝑖∥ ⩽ 𝐽∗
𝑖 ⩽ ∥𝐽𝑖∥

𝜚
, 则 𝐽∗

min ⩽ ∥𝐽𝑖∥
𝜚

, 因此可知 0 ⩽
∥𝐽∥ − 𝜚𝐽∗

min ⩽ 𝑐3. 结合式 (12), 并整理式 (14)可得

𝑉̇0 ⩽ − 2𝜂

𝐽max
𝑉0 − 2

(𝑟+1)
2 𝜍

𝐽
(𝑟+1)

2
max

𝑉
𝑟+1
2

0 + 𝑐0, (15)

其中 𝑐0 = 𝜇𝑐1𝑐2𝑐3. 定义 𝑏1 =
2𝜂

𝐽max
, 𝑏2 = 2

𝑟+1
2 𝜍/𝐽

𝑟+1
2

max ,

则式 (15)可重写为如下 2种形式:

𝑉̇0 ⩽ −
(
𝑏1 − 𝑐0

𝑉0

)
𝑉0 − 𝑏2𝑉

𝑟+1
2

0 , (16)

𝑉̇0 ⩽ −𝑏1𝑉0 −
(
𝑏2 − 𝑐0

𝑉
𝑟+1
2

0

)
𝑉

𝑟+1
2

0 . (17)

由式 (16)可得, 如果 𝑏1 − 𝑐0/𝑉0 > 0, 则由引理 5可知,

系统终端滑模面有限时间内到达区域

∥𝒔∥ ⩽
√

𝐽max𝑐0
𝐽min𝜂

= Ω1. (18)

由式 (17)可得, 如果 𝑏2 − 𝑐0
𝑉

𝑟+1/2
0

> 0, 则同样由引

理 5可知, 系统终端滑模面有限时间内到达区域

∥𝒔∥ ⩽

√(𝑐0
𝜍

) 2
𝑟+1 𝐽max

𝐽min
= Ω2. (19)

综上可知, 闭环系统 (1a)和 (1b)的状态在有限

时间内收敛于终端滑模面的小邻域内, 即区域 ∥𝒔∥
⩽ Ω 内, 其中Ω = min{Ω1,Ω2}.

2) 证明系统轨迹将沿着近似滑模面有限时间内

收敛于领航航天器状态的邻域内. 假设各航天器间的

通讯拓扑为强连通的, 选取Lyapunov函数为

𝑉1 =
1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝜉𝑖

3∑
𝑚=1

𝑞2𝑖𝑚. (20)

对式 (20)求导可得

𝑉̇1 = 𝒒̇T(diag(𝝃)⊗ 𝐼3)𝒒 =

𝝎T𝐺T(𝝈)(𝐻Tdiag(𝝃)⊗ 𝐼3)𝒒. (21)

结合𝝎、引理 2、引理 3、引理 4、引理 7、引理 8、

性质 (2a)和性质 (2b), 对式 (21)整理可得

𝑉̇1 ⩽−
( 𝜆min𝑘1
8max𝑖{𝜉𝑖} − 𝑎𝜆𝐸

2max𝑖{𝜉𝑖}
)
𝑉1+

𝜆𝐸

4𝑎
∥𝒔∥2 − 2

𝑟−7
2 𝜆min𝑘2

max𝑖{𝜉𝑖} 𝑟+1
2

𝑉
𝑟+1
2

1 . (22)

其中: 𝜆min 为对称正定矩阵
1

2
(diag(𝝃)𝐻+𝐻Tdiag(𝝃))

的最小特征值; 𝑎为任意的正常数; 𝜆𝐸 为矩阵

𝐻Tdiag(𝝃) ⊗ 𝐼3 的诱导范数, 这里注意到𝐻的所有

特征根具有正实部, 因此𝐻Tdiag(𝝃)的全部特征根也

具有正实部. 选择合适的 𝑘1, 保证
𝑘1𝜆min

2
− 𝑎𝜆𝐸 > 0.

上述已证明 ∥𝒔∥ ⩽ Ω , 将其代入式 (22)可得

𝑉̇1 ⩽ −𝜆2𝑉
𝑟+1
2

1 +
𝜆𝐸

4𝑎
Ω2, (23)
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其中𝜆2 =
2

𝑟−7
2 𝜆min𝑘2

max𝑖{𝜉𝑖} 𝑟+1
2

.

根据引理 (6), 系统的一致性误差 𝒒在有限时间

内到达包含系统平衡点在内的小紧集内, 即

lim
𝑡→𝑇

𝒒(𝑡) ∈
(
∥𝒒∥ ⩽

√
1

min𝑖{𝜉𝑖}
( 𝜆𝐸Ω

2

4𝑎(1− 𝜃0)𝜆2

) 1
𝑟+1

)
,

(24)

其中 0 < 𝜃0 ⩽ 1.

上述证明了在各航天器间的通讯拓扑为强联通

的情形下, 系统状态在有限时间收敛. 接下来分析在

各跟随航天器间的有向通讯拓扑具有有向生成树的

情形下系统状态的有限时间收敛特性.

对一般的有向通讯拓扑图而言, 它是由若干个

强连通分支组成的, 并且单个航天器也可以看作一

个强连通分支. 对于一个包含领航航天器的强连通

分支, 它们的状态不受其他航天器的影响, 因此该强

连通分支中的各航天器的状态在有限时间内与领

航航天器达到一致, 随后这些航天器的状态是时不

变的, 对于其他航天器而言, 状态达到一致的几个

航天器可以看作一个整体, 作为新的领航航天器, 与

此整体相连通的跟随航天器在有限时间内与此新

领航航天器的状态达到一致. 以此类推, 在有向通讯

拓扑下各跟随航天器的状态在有限时间内跟踪领航

航天器的状态. 因此可知, 在一般有向通讯拓扑下,

存在时间𝑇 , 使得一致性误差 𝒒收敛于零的小邻域

内. 由式 (5)可知, 𝝈𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)也收敛于领航航

天器状态𝝈0 的小邻域内. 由 ∥𝒔∥ ⩽ Ω 和式 (5)可知,

𝝎𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)也收敛于领航航天器状态的小邻

域内. 因此, 所设计的控制律使得编队中的各跟随航

天器状态在有限的时间内收敛于领航航天器状态的

小邻域内. □

3 仿仿仿真真真分分分析析析

本小节中对所设计的分布式有限时间协同跟踪

控制律 (6)的有效性进行仿真验证. 以 6个跟随航天

器飞行为例, 跟随航天器与领航航天器间的通讯拓扑

关系如图 1所示.

3 2 1

0

456

图 1 跟随航天器与领航航天器通讯拓扑

由于篇幅的限制, 这里省略各跟随航天器的初

始参数. 控制器参数选取为 𝑟 = 𝜌 = 0.8, 𝑘1 = 20,

𝑘2 = 2, 𝜂 = 8, 𝜍 = 4, 𝐽∗ = 1.8, 𝜙 = 0.05. 给定领

航航天器的状态 (期望状态)为 𝝈0 = [0.1, 0,−0.1]T,

𝝎0 = [0, 0, 0]Trad/s. 跟随航天器 1、3、5 的姿态和角

速度随时间的变化曲线如图 2所示. 图中纵坐标标注

中变量的上角标代表滚动、俯仰和偏航 3个分量, 下

角标为跟踪航天器的标号, 下同.
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图 2 跟随航天器 1、3、5姿态和角速度变化曲线

由图 2可知, 跟随航天器状态能够在有限时间内

达到领航航天器的状态.

跟随航天器1、3、5 所需控制力矩和航天器快速

终端滑模面变化曲线如图 3所示.
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图 3 跟随航天器 1、3、5所需控制力矩和滑模面变化曲线

由图 3可知, 由于分布式有限时间协同控制律

(6)没有考虑执行机构输出受限问题, 仿真初始阶段

所需要的力矩比较大, 系统的状态也在很短的时间内

到达近似滑模面.

为了说明所设计快速终端滑模面的优越性, 根

据 𝑘1 和 𝑘2 的不同取值, 给出当滑模面选择为线性

滑模面 𝒔𝑖 = Ω 𝑖 + 𝑘1𝒒𝑖 和终端滑模面 𝒔𝑖 = Ω 𝑖 +

𝑘2sig(𝒒𝑖)
𝑟 时, 跟随航天器一致性误差 ∥𝒒∥随时间的

变化曲线如图 4所示.
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图 4 跟随航天器一致性误差 ∥𝑞∥变化曲线

由图 4仿真曲线可以看出, 基于快速终端滑模面

的有限时间姿态协同控制算法的收敛速度更快.

4 结结结 论论论

本文主要研究了在有向通讯拓扑下, 跟随航天器

对领航航天器姿态的有限时间协同跟踪问题. 考虑静

态的领航航天器, 只要有向通讯拓扑图 𝑔具有有向生

成树, 则所提出的分布式有限时间姿态控制律便能保

证各跟随航天器在有限时间内收敛于领航航天器状

态的小邻域内. 将来的工作主要考虑领航航天器为动

态情形和信息时延、执行机构受限情形下的有限时间

协同跟踪控制.
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