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摘 要: 研究一类非线性不确定系统的生存性问题.基于支撑函数,给出了此系统在凸紧集下可生存的充要条件.当

生存域为多面体时,分别针对多面体和的形式和交的形式给出了系统生存的充分条件.最后给出的算例表明了所提

出方法的有效性,同时表明所得结果实际上给出了某类切换系统的生存性条件.
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Abstract: The problem of viability for a class of nonlinear uncertain systems is studied. A sufficient and necessary condition

of viability for the convex compact set under this system via support functions is presented. When the viable set is a polytope,

sufficient conditions for the sum form and intersection form of the polytope are given to determine the viability. Finally, a

numerical example is presented to illustrate the result, and the example shows that the main result also gives a condition of

viability for a kind of switched systems.
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0 引引引 言言言

生存性问题是目前控制理论中最热门的研究课

题之一.生存性判别研究无论在理论上还是在实际应

用中都具有很大的意义和挑战性[1-4]. 所谓控制系统

的生存性是指如果系统的初始值在某一区域内,则其

整个轨迹都在此区域内. 虽然Aubin[5]给出了一般意

义上的判断生存性的方法,但此方法过于笼统和抽象,

并不能具体地计算和应用. 因此,目前大量的工作都

集中在对一些具体的区域和控制系统给出生存性的

判断条件[6-8], 尤其对线性系统的生存性研究取得了

很好的结果.但是这些关于生存性的判断方法往往需

要对生存区域边界上的每个点都进行一次判断,从而

计算量非常大. 以上研究都是针对连续动力系统的,

对于离散系统和不确定系统的生存性研究较为少见.

与连续系统一样,离散系统的生存性研究在控制理论

研究上有着非常重要的位置[9-10].

本文对一类较为一般的离散非线性不确定系统

进行了生存性的研究,给出了此系统在凸紧集下可生

存的充要条件.当生存域为多面体时, 只要判断多面

体顶点的生存性就能完成整个系统生存性的判断,从

而不用判断生存域边界上每一点的生存性,由此极大

地减少了计算量,使得生存性的判断成为可行. 另外,

所给出的系统实际上可以看成一种切换系统,因此所

得结果也适用于此类切换系统.

1 预预预备备备知知知识识识

为了研究方便, 先给出一些记号和定义[11-12].

设 𝑓(𝑥)为𝑅𝑚到𝑅𝑛上的函数, 则 [𝑓(𝑥)]𝑖表示 𝑓(𝑥)的

第 𝑖个分量. 设𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅𝑛, max{𝑢, 𝑣} = (max(𝑢1, 𝑣1),

⋅ ⋅ ⋅ ,max(𝑢𝑛, 𝑣𝑛))
T, 其中𝑢𝑖, 𝑣𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)是向

量𝑢, 𝑣的分量.设向量 𝑐 ∈ 𝑅𝑛, 则定义 𝑎+ = 𝑎+(𝑐) =

{𝑗∣𝑐𝑗 ⩾ 0}和 𝑎− = 𝑎−(𝑐) = {𝑗∣𝑐𝑗 < 0}.

定定定义义义 1 设𝑆为𝑅𝑛上的凸集, 𝑓(𝑥)为定义于
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𝑆到𝑅上的函数,如果对于任意𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆, 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1,

有

𝑓(𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2) ⩽ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥2),

则称 𝑓(𝑥)为𝑆上的凸函数.

可将定义 1中凸函数作如下推广:

设 𝑓(𝑥)是𝑅𝑛 → 𝑅𝑚的函数, 𝑓(𝑥)是凸函数是

指 [𝑓(𝑥)]𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)都是凸函数.

定定定义义义 2 𝑅𝑛中有限点集 {𝑎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚}的凸包为
如下集合: { 𝑚∑

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑖∣𝜆𝑖 ⩾ 0,

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1
}
,

记作 co{𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚}.

定定定义义义 3 集合𝐴,𝐵的Minkowski和定义为

𝐴⊕𝐵 = {𝑥+ 𝑦∣𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵}.
定定定义义义 4 设𝑆 ⊆ 𝑅𝑛为非空凸紧集,称函数

𝜎∗
𝑆(𝑥) = max

𝑠∈𝑆
𝑠T𝑥

为𝑆的支撑函数.

定定定义义义 5 设 𝑓(𝑥)为𝑅𝑛上的凸函数, 𝑓(𝑥)在𝑥点

的次微分 ∂𝑓(𝑥)定义如下:

∂𝑓(𝑥) = {𝜉 ∈ 𝑅𝑛∣𝑓(𝑦) ⩾ 𝑓(𝑥) + 𝜉T(𝑦 − 𝑥),∀𝑦 ∈ 𝑅𝑛}.
次微分可以看作是梯度的推广, 当 𝑓(𝑥)在𝑥点

可微时,次微分便退化为梯度.

定定定义义义 6 某系统在闭集𝐾下可生存指的是对于

初始点𝑥0 ∈ 𝐾,系统的轨迹都落在集合𝐾中.

Aubin等给出了如下的生存条件:

引引引理理理 1 考虑集值映射𝐹 : 𝑅 → 2𝑅
𝑛

,差分包含

𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝐹 (𝑥(𝑘))在闭集𝐾下可生存的充要条件是

𝐹 (𝑥)
∩

𝐾 ∕= ∅, ∀𝑥 ∈ 𝐾.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下的离散系统:

𝑥(𝑘 + 1) = max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) + 𝑤. (1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑋 ⊆ 𝑅𝑛是系统当前的状态, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊆
𝑅𝑚是控制向量, 𝑤 ∈ 𝑊 ⊆ 𝑅𝑛是有界的干扰. 式 (1)

中的 𝑓𝑖, 𝑔𝑖 : 𝑋 × 𝑈 → 𝑅𝑛为凸函数. 设

ℎ(𝑥(𝑘), 𝑢) = max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)),

𝐹 (𝑥(𝑘)) = {ℎ(𝑥(𝑘), 𝑢)∣𝑢 ∈ 𝑈},
可将式 (1)写成差分包含形式

𝑥(𝑘 + 1) ∈ {𝐹 (𝑥(𝑘))⊕𝑊}, (2)

所以在下面的描述中,系统 (2)可生存与系统 (1)可生

存是等价的.

注注注 1 关于系统 (1), 等式右边如果不考虑干扰,

则是一类较为广泛的非光滑函数, 在较好的条件下,

可以逼近连续函数. 因此,系统 (1)可用来描述大量的

现实世界中的动力系统.

为了研究方便,给出如下的假设.

假假假设设设 1 𝑋 ⊆ 𝑅𝑛, 𝑈 ⊆ 𝑅𝑚, 𝑊 ⊆ 𝑅𝑛是闭凸并

包含原点在其内部的集合,并要求𝑊 是有界的.

假假假设设设 2 max
1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(0, 0) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(0, 0)
}

= 0

和

𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(0, 0) = 0.

定定定义义义 7 在假设 1和假设 2成立的条件下,给出

如下函数:

𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑘) =∑
𝑘∈𝑎+

𝑐𝑘

([
max

1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}]

𝑘
− (𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉2𝑘

)
+

∑
𝑘∈𝑎−

𝑐𝑘

(
(𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉1𝑘 −

[ 𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
]
𝑘

)
.

其中

𝜉1𝑘 ∈ ∂
[

𝑚
max
𝑖=1

{
𝑓𝑖(0, 0) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(0, 0)
}]

𝑘
,

𝜉2𝑘 ∈ ∂
[ 𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(0, 0)
]
𝑘
.

3 非非非线线线性性性不不不确确确定定定系系系统统统的的的生生生存存存性性性

考虑系统 (1)在凸紧集下的生存性条件.为了研

究方便, 在系统 (1)中先不考虑干扰𝑤, 当存在干扰

𝑤时,其结果是类似的.

𝑥(𝑘 + 1) = max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) (3)

的差分包含形式为

𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝐹 (𝑥(𝑘)). (4)

在给出主要结果之前,先给出如下定理.

定定定理理理 1 定义 7中的𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐)关于 (𝑥(𝑘), 𝑢)

∈ 𝑋 × 𝑈是凸函数.

证证证明明明 由𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐)的定义可知,它是由有限

个凸函数相加和有限个凸函数取最大所形成的函数,

因此也是凸函数. 2
定定定理理理 2 在假设 1和假设 2成立的条件下,对于

任意的 𝑐 ∈ 𝑅𝑛,有

𝑐T max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) ⩽

𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐).

证证证明明明 首先将 max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)−𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢))作

如下改写. 因为



第 5期 陈 征等: 一类不确定离散系统的生存性判别 869

𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢) =

𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)−
𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢),

所以

max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) =

max
1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}
−

𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢).

显然,函数 max
1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}
和

𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)是凸函数. 由次微分的定义,有

(𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉1𝑘 ⩽[
max

1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}]

𝑘
,

(𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉2𝑘 ⩽
[ 𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
]
𝑘
.

由此,如果 𝑘 ∈ 𝑎+,则

𝑐𝑘((𝑥(𝑘)
T, 𝑢T)𝜉2𝑘 −

𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)) ⩽ 0;

如果 𝑘 ∈ 𝑎−,则

𝑐𝑘

([
max

1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}]

𝑘
− (𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉1𝑘

)
⩽ 0.

有

𝑐T max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢))−𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐) =

𝑛∑
𝑘=1

𝑐𝑘

([
max

1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}]

𝑘
−

[ 𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
]
𝑘

)
−

∑
𝑘∈𝑎+

𝑐𝑘

([
max

1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}]

𝑘
− (𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉2𝑘

)
−

∑
𝑘∈𝑎−

𝑐𝑘

(
(𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉1𝑘 −

[ 𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
]
𝑘

)
=

∑
𝑘∈𝑎+

𝑐𝑘

(
(𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉2𝑘 −

[ 𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
]
𝑘
+

∑
𝑘∈𝑎−

𝑐𝑘

([
max

1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}]

𝑘
− (𝑥(𝑘)T, 𝑢T)𝜉1𝑘

)
⩽ 0,

所以有

𝑐T max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) ⩽

𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐).

由此定理得证. 2
注注注 2 因为 𝑓𝑖, 𝑔𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)是凸函数, 所

以 ∂[𝑓𝑖(0, 0)]𝑘, ∂[𝑔𝑖(0, 0)]𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛存在. 由此,记

𝐼𝑘(𝑥) ={
𝑖∣
[

max
1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}]

𝑘
=

[
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
]
𝑘

}
,

有

∂
[

max
1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(0, 0) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(0, 0)
}]

𝑘
=

co
{∪

∂
[
𝑓𝑖(0, 0) +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(0, 0)
]
𝑘
∣𝑖 ∈ 𝐼𝑘(𝑥)} =

co
{∪(

∂[𝑓𝑖(0, 0)]𝑘 +

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

∂[𝑔𝑗(0, 0)]𝑘

)
∣𝑖 ∈ 𝐼𝑘(𝑥)

}
,

其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 计算
𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)在原点的次

微分,有 ∂
[ 𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(0, 0)
]
𝑘
=

𝑚∑
𝑗=1

∂[𝑔𝑗(0, 0)]𝑘. 所以函数

max
1⩽𝑖⩽𝑚

{
𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)+

𝑚∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑔𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢)
}
和

𝑚∑
𝑗=1

𝑔𝑗(𝑥(𝑘),

𝑢)的次微分是可以通过计算𝑓𝑖, 𝑔𝑖的次微分得到. 下面

将给出本文的主要结果.

定定定理理理 3 在假设 1和假设 2成立的条件下,差分

包含 (2)在凸紧集𝑄下可生存的充要条件是存在一

个𝑢 ∈ 𝑈 ,使得

𝑐T( max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) + 𝑤) ⩽

𝜎∗
𝑄(𝑐)− 𝜎∗

𝑊 (𝑐), ∀𝑥 ∈ 𝑄,∀𝑐 ∈ 𝑅𝑛.

证证证明明明 由引理 1, 差分包含 (2)在𝑄下可生存的

充要条件是存在𝑢 ∈ 𝑈 ,使得

max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) + 𝑤 ∈ 𝑄,

∀𝑥 ∈ 𝑄, ∀𝑤 ∈ 𝑊. (5)

因𝑄是凸紧集,所以式 (5)等价于

𝑐T( max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) + 𝑤) ⩽ 𝜎∗
𝑄(𝑐),

∀𝑥 ∈ 𝑄,∀𝑤 ∈ 𝑊,∀𝑐 ∈ 𝑅𝑛. (6)

式 (6)又等价于
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𝑐T( max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢))) ⩽

𝜎∗
𝑄(𝑐)− sup

𝑤∈𝑊
𝑐T𝑤,

进一步等价于

𝑐T( max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) + 𝑤) ⩽

𝜎∗
𝑄(𝑐)− 𝜎∗

𝑊 (𝑐).

由此定理得证. 2
定理 3给出了差分包含 (2)在凸紧集𝑄下可生存

的充要条件.此条件中有支撑函数的计算,一般情况

是可以计算的, 但需要检验无穷多个点. 而当凸紧

集𝑄为有界多面体时,只需要检验有限多个点是否生

存. 下面的定理描述了此特殊情况.

给出如下形式的有界多面体:

𝑃 = co{𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑙},
其中 𝑎𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙)是𝑛维向量.

定定定理理理 4 在假设 1和假设 2成立的条件下,对于

多面体𝑃 = co{𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑙}, 如果在点 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑎𝑙处存在𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑎) ∈ 𝑈 ,使得

𝐻(𝑎𝑖, 𝑢𝑖, 𝑐) ⩽ 𝜎∗
𝑃 (𝑐), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙

成立,则差分包含 (4)在多面体𝑃 下是可生存的. 其中

𝑐是任意常向量.

证证证明明明 由于𝑃 是多面体,对于𝑥 ∈ 𝑃 可以表示成

𝑥(𝑘) =

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑎𝑗 , 0 ⩽ 𝜆𝑗 ⩽ 1,

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗 = 1. 其对应的控

制𝑢定义为𝑢 =

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑢𝑗 . 由定理 2,得

𝑐T( max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢))) ⩽ 𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐),

而

𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐) = 𝐻
( 𝑙∑

𝑗=1

𝜆𝑗𝑎𝑗 ,

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑢𝑗 , 𝑐
)
.

又由定理 1,得

𝐻
( 𝑙∑

𝑗=1

𝜆𝑗𝑎𝑗 ,

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑢𝑗 , 𝑐
)
⩽

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝐻(𝑎𝑗 , 𝑢𝑗 , 𝑐) ⩽
𝑙∑

𝑗=1

𝜆𝑗𝜎
∗
𝑃 (𝑐).

综上,有

𝑐T( max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢))) ⩽ 𝜎∗
𝑃 (𝑐).

所以由定理 3, 差分包含 (4)在多面体𝑃 下是可生存

的. 2
如果考虑有干扰的不确定系统 (1), 则可以得到

类似定理 4的结果.下面给出此定理.

定定定理理理 5 在假设 1和假设 2成立的条件下,对于

多面体𝑃 = co{𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑙}, 如果在点 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑎𝑙处存在𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑎) ∈ 𝑈 ,使得

𝐻(𝑎𝑖, 𝑢𝑖, 𝑐) ⩽ 𝜎∗
𝑃 (𝑐)− 𝜎∗

𝑊 (𝑐), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙
成立, 则差分包含 (2)在多面体𝑃 下是可生存的, 其

中 𝑐是任意常向量.

证证证明明明 由于𝑃 是多面体,对于𝑥 ∈ 𝑃 可以表示成

𝑥(𝑘) =

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑎𝑗 , 0 ⩽ 𝜆𝑗 ⩽ 1,

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗 = 1. 其对应的控

制𝑢定义为𝑢 =

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑢𝑗 .

𝑐T( max
1⩽𝑖⩽𝑚

(𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)− 𝑔𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢)) ⩽

𝐻(𝑥(𝑘), 𝑢, 𝑐) = 𝐻
( 𝑙∑

𝑗=1

𝜆𝑗𝑎𝑗 ,

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑢𝑗 , 𝑐
)
⩽

𝑙∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝐻(𝑎𝑗 , 𝑢𝑗 , 𝑐) ⩽
𝑙∑

𝑗=1

𝜆𝑗(𝜎
∗
𝑃 (𝑐)− 𝜎∗

𝑊 (𝑐)) =

𝜎∗
𝑃 (𝑐)− 𝜎∗

𝑊 (𝑐).

所以由定理 3, 差分包含 (2)在多面体𝑃 下是可生存

的. 2
定理 4和定理 5中的多面体以凸包的形式给出,

多面体也可以由若干个超平面的交的形式给出.这两

种形式可以相互转化,具体见文献 [13].

下面给出如下的多面体交的形式:

𝑃 ′ = {𝑥∣𝑐𝑖𝑥 ⩽ 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝}. (7)

其中: 𝑐𝑖是向量, 𝑑𝑖是常数.

由支撑函数的定义可得

𝑥 ∈ 𝑃 ′ ⇔ 𝑐𝑖𝑥 ⩽ 𝑑𝑖 = 𝜎∗
𝑃 (𝑐

T
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.

所以当多面体为式 (7)的形式时, 支撑函数取值只要

考虑有限个值,即点 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.

下面考虑如下的多面体: 𝑃 ′ = {𝑥∣𝑐𝑖𝑥 ⩽ 1, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝},给出如下两个推论,分别对应了定理 4和

定理 5.

推推推论论论 1 在假设 1和假设 2成立的条件下,对于

多面体𝑃 ′ = {𝑥∣𝑐𝑖𝑥 ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝}, 设其顶点

为 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑙, 如果在点 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑙处存在𝑢𝑖 =

𝑢𝑖(𝑎𝑖) ∈ 𝑈 ,使得

𝐻(𝑎𝑖, 𝑢𝑖, 𝑐
T
𝑗 ) ⩽ 1, (8)

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝
成立,则差分包含 (4)在多面体𝑃 ′下是可生存的.

证明与定理 4类似,此处省略.

推推推论论论 2 在假设 1和假设 2成立的条件下,对于

多面体𝑃 ′ = {𝑥∣𝑐𝑖𝑥 ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝}, 设其顶点

为 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑙, 如果在点 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑙处存在𝑢𝑖 =

𝑢𝑖(𝑎𝑖) ∈ 𝑈 ,使得
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𝐻(𝑎𝑖, 𝑢𝑖, 𝑐
T
𝑗 ) ⩽ 1− 𝜎∗

𝑊 (𝑐T𝑗 ), (9)

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝
成立,则差分包含 (2)在多面体𝑃 ′下是可生存的.

证明与定理 5类似,此处省略.

注注注 3 对于推论 1中条件 (8),只需计算𝐻(𝑎𝑖, 𝑢𝑖,

𝑐T𝑗 ),观察其值是否小于 1即可,因此很容易判断整个

多面体区域的生存性. 推论 2中的条件 (9)的判断与

条件 (8)相比较, 需要计算支撑函数𝜎∗
𝑊 (𝑐T𝑗 ), 而此支

撑函数的计算可以转化为如下的优化问题:

max 𝑐𝑗𝑥;

s.t. 𝑥 ∈ 𝑊, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝,
由𝑊 的凸紧性可以求出最优解. 推论 1和推论 2的优

点在于判断生存性时,只要作有限次判断即可.另外,

根据上面的讨论,每次判断只要进行一次简单的比较

或运算.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

下面给出算例来说明本文方法的有效性. 取

𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0

0 1

−1 0

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

于是𝐻𝑥 ⩽ 1表示以点 (1, 1)T, (−1, 1)T, (−1,−1)T和 (1,

−1)T为顶点的正方形区域.取

𝑥(𝑘 + 1) =

max
{[

−0.9 0

0 −0.8

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢,[

−0.7 0

0 −0.5

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢
}
,

为了方便,取𝑢 = 0. 由式 (8)经过简单的计算可知上

述系统是可生存的.

如果取初始点为𝑃1 = (0.9, 0.9)T, 即初始点取

在第 I象限, 可得到图 1所示的轨迹. 𝑃1在第 I象限

用实点表示, 根据所给的系统计算出第 2点𝑃2在第

III象限, 并用空心的点表示. 然后继续得到第 I象限

的𝑃3和第 III象限的𝑃4,如此一直进行下去得到系统

的轨迹图. 按照上面的规律,状态点在第 I象限和第III
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图 1 生存性示意图 (a)

象限交替出现, 并且第 I象限用实点表示, 第 III象限

用空心的点表示. 可见初始点取在第 I象限时,系统是

可生存的.

如果初始点取在第 II象限, 设𝑄1 = (−0.85,

0.9)T, 得到如图 2所示的轨迹. 图 2中的点还是依此

在第 II象限和第 IV象限出现. 由此可知,初始点取在

第 II象限时,系统是可生存的.
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图 2 生存性示意图 (b)

如果初始点取第 III象限的𝑀1=(−0.85,−0.9)T,

得到如图 3所示的轨迹. 图 3中的点依此在第 III象限

和第 I象限出现. 可见初始点取在第 III象限时, 系统

是可生存的.
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图 3 生存性示意图 (c)

初始点取第 IV象限的𝑁1 = (0.85,−0.9)T, 得到

如图 4所示的轨迹. 图 4中的点依此在第 IV象限和

第 II象限出现. 可见初始点取在第 IV象限时,系统是

可生存的.
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图 4 生存性示意图 (d)

注注注 4 实际上,本节中给出的例子可以用如下系

统表示:
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𝑥(𝑘 + 1) =

⎧⎨⎩

[
−0.7 0

0 −0.5

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢,

0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1;[
−0.9 0

0 −0.5

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢,

− 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 0, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1;[
−0.9 0

0 −0.8

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢,

− 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 0, − 1 ⩽ 𝑦 ⩽ 0;[
−0.7 0

0 −0.8

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢,

0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, − 1 ⩽ 𝑦 ⩽ 0.

(10)

系统 (10)实际是一个离散的切换系统,其子系统

𝑥(𝑘 + 1) =

[
−0.7 0

0 −0.5

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢;

𝑥(𝑘 + 1) =

[
−0.9 0

0 −0.5

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢;

𝑥(𝑘 + 1) =

[
−0.9 0

0 −0.8

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢;

𝑥(𝑘 + 1) =

[
−0.7 0

0 −0.8

]
𝑥(𝑘) +

[
1

0

]
𝑢.

其切换规则依赖于系统的状态所在的象限,即平面上

的 4个象限.

综上,可以知道本文的主要结果实际上也给出了

切换系统的生存条件.如果例子中的函数取为非线性

的,则可以讨论更复杂的切换系统的生存性.

5 结结结 论论论

本文研究了一类非线性不确定系统的生存性问

题.当研究区域为凸紧集时, 给出了判断生存性的充

要条件,此条件具有非常明显的数学意义,即用支撑

函数表示,便于具体的计算.进一步,当研究区域为多

面体时,只要通过判断此多面体上的有限个点便可判

断整个区域的生存性,从而避免了判断不可数多个点

的情况. 最后,给出的例子表明了生存性判别方法的

可行性,同时表明本文的结果实际上给出了切换规则

依赖状态的切换系统的生存条件.
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