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摘 要: 反双曲正弦函数是光滑连续函数,具有快速并消除速度高频震颤的作用. 利用反双曲正弦函数构造加速度

函数,设计二阶跟踪微分器,证明了跟踪微分器的收敛性,并分析了跟踪微分器频域特性. 仿真实验表明,该跟踪微分

器能对输入信号进行低通滤波,且跟踪精度高,响应速度快;同时,它较好地抑制了微分信号的噪声放大效应,可以得

到输入函数理想的微分信号.
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Abstract: The inverse hyperbolic sine function is a smooth and continuous function, which is swift and can eliminate

velocity high frequency oscillations. An acceleration function is constructed by using the inverse hyperbolic sine function,

so as to design a second-order tracking differentiator. The convergence of the tracking differentiator is proved, and the

magnitude-frequency characteristic and phase-frequency characteristic are analyzed. Finally, the simulation experiments

demonstrate the tracking differentiator can perform lowpass filtering of input signals, and it has the higher tracking precision

and the swifter response velocity. Moreover, the tracking differentiator can inhibit the noise amplification effect and output

ideal differential signals of the input function.
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0 引引引 言言言

在控制系统的工程应用中, 微分信号的获取一

直是一个技术难点, 微分信号通常利用微分环节 𝑠/

(𝑇𝑠+1)近似提取.微分时间常数𝑇 越小,微分信号的

逼近精度越高,同时噪声放大效应也越显著,这样,微

分信号可能完全被噪声所污染[1].伺服系统输出信号

一般都包含大量高频噪声成分,微分作用的高频噪声

放大效应,使得误差的微分信号难以利用,因此,需要

以更好的方式得到微分信号. 跟踪微分器 (TD)能够

提供输入信号的理想微分信号,可以用于各种控制器

中微分项的获取. 跟踪微分器最早是由韩京清等[1-2]

提出的. TD利用动态过程尽可能快地跟踪输入信号

的动态特性,并通过求解微分方程来获取输入函数近

似的微分信号.目前, 有关跟踪微分器的研究文献并

不多见.文献 [1]提出利用最速控制综合函数构造二

阶离散系统的跟踪微分器, 离散化的最速控制综合

函数是一个非线性、非光滑和非连续函数,其跟踪和

微分效果较理想,但是参数调整较繁琐, 理论证明困

难[3].文献 [4]提出了一种混合微分器,可以保证迅速

的收敛和高精度的跟踪,反馈函数也是一种非光滑函

数.文献 [5-6]提出了一种反正切形式的跟踪微分器,

反正切是一种平滑连续函数.另外, 还有其他形式的

TD[7]. TD能获得精确的微分信号,可用于电机控制系

统、导航制导、飞行目标跟踪、过程控制系统等[5].

本文提出利用反双曲正弦函数构造二阶跟踪微

分器.首先分析反双曲正弦函数的一些特点; 然后进

行跟踪微分器的设计和收敛性证明,并分析了跟踪微

分器对数幅频和相频特性;最后,对TD分别进行了单

位阶跃响应和带噪声的正弦信号响应仿真实验,表明

了TD的有效性.
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1 反反反双双双曲曲曲正正正弦弦弦函函函数数数的的的特特特点点点

反双曲正弦函数的表达式为

arsh𝑥 = ln(𝑥+
√

𝑥2 + 1), (1)

它为奇函数.反双曲正弦函数的一阶导数为

(arsh𝑥)′ =
1√

𝑥2 + 1
. (2)

由于 lim
𝑥→∞

(arsh𝑥)′ = 0, 表明 ∣𝑥∣很大时, 函数值接近

于饱和;并且 lim
𝑥→0

(arsh𝑥)′ = 1, 表明 ∣𝑥∣很小时, 函数

值变化率接近于 1.

由泰勒中值定理, 可求出反双曲正弦函数在𝑥0

= 0处的泰勒展开式,即

arsh𝑥 =

arsh𝑥0 + (arsh𝑥)
′∣∣

𝑥=𝑥0(𝑥− 𝑥0)+

(arsh𝑥)
′′∣∣

𝑥=𝑥0

2!
(𝑥− 𝑥0)

2 + ⋅ ⋅ ⋅+𝑅𝑛(𝑥) =

𝑥− 1

3!
𝑥3 +

9

5!
𝑥5 + ⋅ ⋅ ⋅ . (3)

由式 (3)可知, 在𝑥 = 0的邻域内, 即 ∣𝑥∣很小时,

arsh𝑥 ≈ 𝑥,反双曲正弦函数近似为线性函数.此时,在

函数 𝑎1arsh(𝑏1𝑥)中, 参数 𝑎1和 𝑏1可调节 arsh𝑥的函

数值和变化率.

另外,由反双曲正弦函数的图形可分析出与上述

一致的结论.由于反双曲正弦函数光滑连续,用于二

阶系统的状态反馈,可避免滑模变结构控制的高频震

颤现象,系统响应快速而平稳,稳态误差小.

反双曲正弦函数的上述特点使得TD具有较好

的动态性能和理想的微分效果.

2 跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器的的的设设设计计计和和和证证证明明明

利用反双曲正弦函数构造二阶系统的加速度函

数,有如下结论[5,8]. 考虑系统⎧⎨⎩
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑅2{−𝑎1arsh[𝑏1(𝑥1(𝑡)− 𝑟(𝑡))]−
𝑎2arsh[𝑏2𝑥2(𝑡)/𝑅]}.

(4)

其中: 𝑟(𝑡)为输入信号; 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)分别为二阶系统的

状态变量;参数𝑅 > 0, 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0, 𝑏1 > 0, 𝑏2 > 0.

于是,对于任意有界可积函数 𝑟(𝑡),系统 (4)的解𝑥1(𝑡)

满足

lim
𝑅→∞

w 𝑇

0
∣𝑥1(𝑡)− 𝑟(𝑡)∣d𝑡 = 0, (5)

其中𝑇 > 0.

系统 (4)即为所设计的利用反双曲正弦函数的跟

踪微分器.

结论 (5)的证明将用到如下定理[1,5,8].

定理 1 设二阶系统{
𝑧̇1(𝑡) = 𝑧2(𝑡),

𝑧̇2(𝑡) = 𝑔[𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)]
(6)

的所有解在原点 (0, 0)处渐近稳定,即满足

lim
𝑡→∞

𝑧1(𝑡) = 0, lim
𝑡→∞

𝑧2(𝑡) = 0, (7)

则对于任意有界可积函数 𝑟(𝑡),及任意𝑇 > 0, 𝑅 > 0,

微分方程{
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑅2𝑔[(𝑥1(𝑡)− 𝑟(𝑡)), 𝑥2(𝑡)/𝑅]
(8)

的解𝑥1(𝑡)满足

lim
𝑅→∞

w 𝑇

0
∣𝑥1(𝑡)− 𝑟(𝑡)∣d𝑡 = 0. (9)

令

𝑔[𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)] = −𝑎1arsh[𝑏1𝑧1(𝑡)]− 𝑎2arsh[𝑏2𝑧2(𝑡)],

(10)

则仅需证明系统{
𝑧̇1(𝑡) = 𝑧2(𝑡),

𝑧̇2(𝑡) = −𝑎1arsh[𝑏1𝑧1(𝑡)]− 𝑎2arsh[𝑏2𝑧2(𝑡)]
(11)

在原点 (0, 0)处渐近稳定. 其中: 参数 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0,

𝑏1 > 0, 𝑏2 > 0.

证证证明明明[5,8] 取李雅普诺夫函数

𝑉 (𝑧1, 𝑧2) =
w 𝑧1

0
𝑎1arsh(𝑏1𝜃)d𝜃 +

1

2
𝑧22 . (12)

由于 𝑎1 > 0, 𝑏1 > 0,且当 𝑧1 > 0时, 𝑎1arsh(𝑏1𝑧1)

> 0;当 𝑧1 < 0时, 𝑎1arsh(𝑏1𝑧1) < 0.由积分中值定理,

可得 w 𝑧1

0
𝑎1arsh(𝑏1𝜃)d𝜃 = 𝑎1arsh(𝑏1𝜉) ⋅ 𝑧1, (13)

其中 0 < 𝜉 < 𝑧1,则w 𝑧1

0
𝑎1arsh(𝑏1𝜃)d𝜃 > 0. (14)

又因为当 𝑧2 ∕= 0时,
1

2
𝑧22 > 0,所以

𝑉 (𝑧1, 𝑧2) > 0, (15)

并且

𝑉̇ (𝑧1, 𝑧2) = 𝑧̇1𝑎1arsh(𝑏1𝑧1) + 𝑧2𝑧̇2 =

𝑧2𝑎1arsh(𝑏1𝑧1) + 𝑧2[−𝑎1arsh(𝑏1𝑧1)− 𝑎2arsh(𝑏2𝑧2)] =

− 𝑧2𝑎2arsh(𝑏2𝑧2). (16)

同理,由于 𝑎2 > 0, 𝑏2 > 0,有 𝑧2𝑎2arsh(𝑏2𝑧2) ⩾ 0,

则

𝑉̇ (𝑧1, 𝑧2) ⩽ 0. (17)

式 (17)中,在原点 (0, 0)附近,仅当 𝑧2 = 0时, 𝑉̇ (𝑧1, 𝑧2)

= 0. 因此,由李雅普诺夫第二定理可知,系统 (11)在

原点 (0, 0)处渐近稳定,从而式 (7)成立. □

定理 1说明, 当𝑅足够大时, 系统 (4)的解𝑥1(𝑡)

在任意有限时间𝑇 内都能充分逼近输入信号 𝑟(𝑡),从

而𝑥1(𝑡)的微分 𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) = 𝑟̇(𝑡)即为输入信号的

近似微分信号.

3 跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器频频频域域域特特特性性性

采用扫频测试方法, 利用正弦输入信号测量跟
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踪微分器输出正弦信号响应的幅值和相位角,得到其

近似的Bode图以分析其频域特性.对TD输入正弦信

号 𝑟(𝑡) = 𝐴 ⋅ sin(𝜔𝑡),假设其稳态输出为 𝑦 = 𝑥1(𝑡) =

𝐵 ⋅ sin(𝜔𝑡 + 𝜑).首先,在一定的频率𝜔范围内进行扫

频测试,并根据最小二乘原理进行估计;然后,计算出

某一频率对应输出信号的幅值𝐵和相角𝜑; 最后, 求

解系统的幅频和相频特性[4].

TD的对数幅频特性和对数相频特性如图 1所示.
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图 1 跟踪微分器的幅频和相频特性

图 1表明, 该TD对数幅频特性近似是由两条直

线组成的折线,折线交点处为转折频率𝜔0,它类似于

理想二阶低通滤波器的幅频特性,因此, TD可以滤除

高频噪声.随着𝑅值的增大,转折频率𝜔0也增大, TD

能跟踪的信号的频率越高.

当小于转折频率𝜔0时, 对数相频特性的相角差

接近于零, 说明TD的相位滞后很小, 动态性能较好.

在转折频率𝜔0附近处,相位差迅速增大.随着𝑅值的

增大,相频特性近似向右平移.

跟踪微分器的微分效果可以利用阶跃响应来进

行验证.在许多情况下,某些TD进入稳态之后,速度

输出很难精确地保持为零.当输入信号为单位阶跃信

号时,如果一个TD能在有限时间内进入稳态,并且稳

态跟踪误差足够小, 同时, 其微分信号输出快速到达

零值并保持不变,即不出现速度的高频震颤现象,则

该TD就具有理想的微分性能[1].

4 仿仿仿真真真实实实验验验

4.1 单单单位位位阶阶阶跃跃跃信信信号号号跟跟跟踪踪踪响响响应应应

令输入信号为单位阶跃函数,下面进行TD的仿

真实验. 在仿真实验中, 利用反双曲正弦的TD中的

参数𝑅 = 20, 𝑎1 = 4, 𝑏1 = 1.5, 𝑎2 = 4, 𝑏2 = 1.5, 输

入信号 𝑟(𝑡) =

{
1, 𝑡 ⩾ 0.1 s

0, 𝑡 < 0.1 s
,则上述跟踪微分器的阶

跃响应曲线,即跟踪输出𝑥1(𝑡)曲线如图 2所示. 它表

明TD的阶跃响应能够快速无超调地进入稳定状态,

并准确跟踪阶跃信号 𝑟(𝑡).

t /s

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

tr
a
c
k

in
g
 s

ig
n

a
l

input signal
tracking signal

0 1 2 3 4 5

图 2 TD的阶跃响应

时间 𝑡在区间 [3 s, 5 s]内放大了的微分信号曲线

𝑥2(𝑡)如图 3所示. 它表明当𝑥1(𝑡)处于稳态时, 该TD

的速度信号曲线没有出现高频震颤现象.因此, 它能

够消除输出微分信号中的超调和震颤现象,从而较好

地抑制微分信号中的噪声放大效应.
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图 3 TD阶跃响应的微分信号

上述仿真结果表明该TD的跟踪精度和微分效

果都是很理想的. 由于反双曲正弦函数具有快速并消

除速度震颤的功能,将其用于非线性反馈控制律是较

为理想的.

4.2 带带带噪噪噪声声声的的的正正正弦弦弦信信信号号号跟跟跟踪踪踪响响响应应应

为了验证TD的滤波性能, 假设输入信号为 𝑟(𝑡)

= sin 𝑡+ 𝑛(𝑡),其中𝑛(𝑡)为带限白噪声信号.该正弦输

入信号如图 4所示.设置TD的参数为: 𝑅 = 15, 𝑎1 =

2, 𝑏1 = 1, 𝑎2 = 2, 𝑏2 = 1,则TD的正弦信号跟踪响应

如图 5所示,跟踪响应的微分信号如图 6所示.
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图 4 正弦输入信号

图 5表明,跟踪微分器正弦信号的响应滤波效果

较好,跟踪精度高.图 6表明,跟踪微分器的微分逼近

精度较高,并有效抑制了微分信号的噪声放大效应.
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图 5 正弦信号跟踪响应
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图 6 正弦响应的微分信号

5 结结结 论论论

本文提出了一种利用反双曲正弦函数构造的跟

踪微分器.反双曲正弦函数是一种光滑连续函数, 当

自变量很小时,近似为线性函数;当自变量很大时,函

数值接近饱和,从而使系统响应平稳.仿真实验表明:

1)该跟踪微分器能对输入信号进行低通滤波,并且跟

踪精度高,响应速度快; 2)它具有较高的微分逼近精

度,有效抑制了微分信号的噪声放大效应; 3)反双曲

正弦函数具有快速并消除速度震颤的作用; 4)跟踪微

分器结构简单,实时性好,参数调整方便.本文工作对

于控制系统的设计具有重要的参考意义和应用价值.
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