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摘 要: 针对稀疏编码在数据表示时没有利用样本类别信息的问题,提出一种基于监督学习的稀疏编码算法,并应

用于数据表示. 首先利用样本的类别信息构建图,直接提取样本的鉴别结构信息;然后利用基向量拟合鉴别结构特性

向量,进而在基向量中嵌入样本的鉴别信息;最后对样本逐个进行稀疏表示. 在COIL20和 PIE图像库的实验结果表

明,相比几种无监督矩阵分解算法,所提出的算法更利于样本的表示和分类.
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Abstract: For the problem of the sparse coding methods not making full use of the label information in data representation,

an algorithm, the supervised learning sparse coding, is proposed which can be applied to data representation. Firstly, the

proposed algorithm can build the graph via the label information. Thus it directly extracts the discriminate information of the

data and then tries to learn the basis which can best fit the discriminate vector. Therefore, it can find a basis set embedding the

discriminant information of the samples which are individually for sparse representation. The experiments on the COIL20

and PIE image data sets demonstrate that the proposed algorithm can provide a better representation and classification than

the traditional unsupervised matrix factorization algorithms.
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0 引引引 言言言

数据表示是图像处理和模式识别领域的重要课

题,也是目前研究的热点问题之一.在过去几十年里,

数据表示技术得到了很大进步,研究者相继提出了多

种数据表示方法.目前, 数据表示算法已广泛应用于

机器学习、模式识别和计算机视觉等领域[1-4].

Lee等[1]提出了非负矩阵分解 (NMF)算法, 将一

个高维矩阵分解成两个非负低秩矩阵的乘积, NMF

的非负约束导致了对数据的基于部分的表示. 由于

NMF的目标函数非凸,只能找到局部最优值,不能找

到全局最优解; 同时, 在实际应用中, NMF的收敛性

和收敛速度也是研究的一个难点. 稀疏编码 (SC)[2]是

近期提出的一种矩阵分解算法, 将稀疏性作为先验

知识, 用尽可能少的基向量表示样本. Zheng等[3]提

出了一种图正则化的稀疏表示 (GSC)算法, 并应用

于图像表示, GSC算法通过对稀疏编码增加图正则

化项, 使得在稀疏编码时考虑样本的几何流形结构

信息,从而获得较为光滑的稀疏表示. Jiang等[4]提出

类别一致的KSVD算法 (LC-KSVD),并应用于人脸识

别, LC-KSVD算法在目标函数中增加样本类别的限

制项,使得在字典学习时保持样本类别信息的一致性.

上述改进的稀疏编码算法都通过增加正则项的方式

引入样本的几何结构信息或者类别信息,但是采用交

替迭代算法求解目标函数中的 𝑙1范数问题,计算复杂

度较高.

鉴于此,为了利用样本的类别信息,本文提出一
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种监督学习的稀疏编码 (SSC)算法. 该算法考虑样本

的类别信息,将样本的鉴别结构信息嵌入到基向量中,

更有利于样本的表示与分类. 实验结果表明了所提出

算法的有效性.

1 相相相关关关工工工作作作

1.1 稀稀稀疏疏疏编编编码码码算算算法法法

稀疏编码是一种基于生物视觉系统的数据表示

算法,它利用尽可能少的基向量的线性组合来表示数

据. 稀疏编码的模型表示为

min
𝑥

∥𝑥∥0;

s.t. 𝑦 = 𝐷𝑥. (1)

其中: 𝑦为观察样本, 𝑥为表示系数, 𝐷为过完备字典,

∥ ⋅ ∥0为 𝑙0范数. 求解 𝑙0范数是NP问题,压缩感知理

论[5-7]表明,当满足一定条件时,求解 𝑙0范数等价求解

𝑙1范数,因此式 (1)转换为

min
𝑥

∥𝑥∥1;

s.t. 𝑦 = 𝐷𝑥. (2)

由于式 (2)是凸的, 可以采用经典的优化理论进

行求解. 目前已存在一些求解工具包, 如 𝑙1-magic、

SPAMS、Sparselab等.

稀疏编码的字典是过完备的,已有研究表明,在

过完备字典下的信号稀疏表示更为有效, 这是稀疏

编码的优点之一.另外,稀疏编码的系数是稀疏的,其

应用领域更广,如数据压缩、图像去噪等. 同时,与稀

疏编码的不同在于, 稀疏子空间方法 (如SparseLDA

等)的稀疏项是𝐷,其低维表示子空间仍然是稠密的,

而稀疏编码的低维表示子空间是稀疏的. 但是,稀疏

编码也存在缺点,如求解 𝑙1范数非常耗时等,因此,如

何快速地求解 𝑙1范数也是研究的热点之一.

1.2 稀稀稀疏疏疏概概概念念念编编编码码码算算算法法法

Cai等[8]提出了一种SCC (sparse concept coding)

算法, 并应用于视觉分析.该算法结合流形学习算法

和稀疏编码算法的思想,只需求解两个回归问题,计

算方便简单. SCC算法首先对样本的最近邻图进行

谱分析, 使得到的特征向量嵌入样本几何流形结构

信息;然后利用基向量进行拟合,使基向量中嵌入样

本流形的几何结构信息; 最后利用LARs (least angle

regress)[9]算法对每个样本进行稀疏表示学习,得到样

本的表示系数矩阵.

SCC算法不但能使样本的几何结构信息嵌入到

基向量中,而且使得表示系数是稀疏的. 但 SCC算法

没有考虑样本的类别信息,不利于图像的表示与分类.

2 基基基于于于监监监督督督的的的稀稀稀疏疏疏编编编码码码算算算法法法

2.1 SSC算算算法法法原原原理理理

针对SCC算法没有利用样本类别信息的缺陷,

本文提出的 SSC算法根据样本的标签建立类别信息

矩阵图, 方便地引入样本的类别信息,并直接提取样

本鉴别结构信息.利用基向量进行拟合,从而使学习

到的基向量具有鉴别性,并逐个对样本进行稀疏表示

学习.相比于SCC算法, SSC算法不仅引入了类别信

息,而且在处理大规模图像表示问题时, 不需要进行

特征值分解,计算方便简单,具有明显的优势.

2.2 SSC算算算法法法介介介绍绍绍

SSC算法主要包括 3部分: 提取鉴别特征信息、

基学习和稀疏表示学习.下面将对这 3个部分进行详

细说明.

2.2.1 提提提取取取鉴鉴鉴别别别特特特征征征信信信息息息

假设样本集 {𝑥𝑖}𝑚𝑖=1属于 𝑐类不同的样本, 𝑚𝑡表

示第 𝑡类样本的数目,其中
𝑐∑

𝑡=1

𝑚𝑡 = 𝑚. 矩阵𝑊 表示

样本的类别图,根据样本的类别信息,定义为

𝑊𝑖𝑗 =⎧⎨⎩ 1/𝑚𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 both belong to the 𝑡-th class;

0, otherwise.
(3)

其中矩阵𝐷为对角矩阵且𝐷 =
∑
𝑗

𝑊𝑖𝑗 , 𝐿 = 𝐷 −𝑊 .

根据谱图理论,对下式进行特征值分解:

𝐿𝑦 = 𝜆𝐷𝑦, (4)

其中 𝑦为特征值𝜆对应的特征向量. 取 𝑘个最小特征

值对应的特征向量组成低维表示向量,即

𝑌 = [𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘].
定理 1 假设 𝑦为特征值𝜆对应的特征向量, 如

果𝑋T𝑎 = 𝑦, 其中 𝑎为投影向量, 则下式特征值𝜆对

应的特征向量 𝑎与式 (4)相同特征值𝜆对应的特征向

量 𝑦等价:

𝑋𝑊𝑋T𝑎 = 𝜆𝑋𝐷𝑋T𝑎. (5)

证证证明明明 因为𝑊𝑦 = 𝜆𝐷𝑦,所以由式 (5)得

𝑋𝑊𝑋T𝑎 = 𝑋𝑊𝑦 = 𝑋𝜆𝐷𝑦 = 𝜆𝑋𝐷𝑋T𝑎. □

式 (5)是经典的图嵌入框架,由定理 1可见,采用

谱图分析提取的低维特征向量与基于监督的图嵌入

特征提取算法等价. 但是,在处理大规模图像表示问

题时,为了计算方便,根据参考文献 [10],本文直接求

取具有鉴别信息的特征向量, 而不需要特征值分解,

能够有效地提高计算效率.假设 {𝑥𝑖}𝑚𝑖=1按类别排列,
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式 (3)的类别图𝑊 可以等价表示为

𝑊 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊 (1) 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 𝑊 (2) ⋅ ⋅ ⋅ ...
...

...
. . .

...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑊 (𝑐)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

其中𝑊 (𝑗)为𝑚𝑗 × 𝑚𝑗维矩阵, 且元素全为 1/𝑚𝑡. 式

(4)的特征值𝜆和特征向量 𝑦可以由其块矩阵的特征

值和特征向量组合,即

𝑊 (𝑡)𝑦(𝑡) = 𝜆𝐷(𝑡)𝑦(𝑡). (6)

其中: 𝑦(𝑡)为第 𝑡类样本的特征向量, 𝐷(𝑡) =
∑
𝑗

𝑊
(𝑡)
𝑖𝑗

= 𝐼 . 很明显,式 (6)的特征值为 1,其对应的特征向量

为 𝑒(𝑡)∈𝑹𝑚𝑡 ,且 𝑒(𝑡) = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1]T. Rank(𝑊 (𝑡)) = 1,

即𝑊 (𝑡)中只有一个非零的特征值,因此,式 (4)中的 𝑐

个特征向量可以表示为

𝑦𝑡 = [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑡−1∑
𝑖=1

𝑚𝑖

, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1︸ ︷︷ ︸
𝑚𝑡

, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑐∑

𝑖=𝑡+1

𝑚𝑖

]T,

其中 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐. 这些特征向量对应的特征值为
1,选择任意 𝑐个正交向量张成 𝑦𝑡,但是向量投影函数

的所有样本均嵌入到同一个点, 因此这些向量不适

合用作投影子空间. 令 𝑦0 = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1]T, 由于 𝑦0在

{𝑦𝑡}张成的子空间中, 将 𝑦0作为第 1个向量, 并通过

Gram-Schmidt求解 𝑐− 1个正交的特征向量,即

{𝑦𝑘}𝑐−1
𝑘=1, 𝑦𝑘𝑦0 = 0, 𝑦𝑖𝑦𝑗 = 0, 𝑖 ∕= 𝑗,

从而得到𝑌 = [𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘], 其中 𝑦𝑖每一行均嵌入

了样本的鉴别信息.

2.2.2 基基基学学学习习习

在实际应用中,当样本数小于特征向量时存在过

拟合的情况, 因此, 满足𝑌 = 𝑋T𝑈的基向量𝑈可能

是不存在的,常用的方法是利用最小二乘法最大限度

地逼近

min
𝑈

∥𝑌 −𝑋T𝑈∥2𝐹 + 𝛼∥𝑈∥2, (7)

其中𝛼为正则项参数, 𝛼∥𝑈∥2正则项可以避免过拟合.

式 (7)中求解得到的𝑈的最优解为

𝑈∗ = (𝑋𝑋T + 𝛼𝐼)−1𝑋𝑌, (8)

其中 𝐼为𝑚阶单位矩阵. 通常采用迭代算法 (如

LSQR[11]算法)求解类似式 (7)的回归问题.

2.2.3 稀稀稀疏疏疏表表表示示示学学学习习习

根据稀疏编码的模型, 用 𝑎𝑖表示𝐴的第 𝑖列, 通

过式 (9)得到稀疏表示系数 𝑎𝑖,有

min
𝑎𝑖

∥𝑥𝑖 − 𝑈𝑎𝑖∥2 + 𝛽∣𝑎𝑖∣, (9)

其中 ∣𝑎𝑖∣为 𝑎𝑖的 𝑙1范数,表示系数 𝑎𝑖是稀疏的.

将式 (9)转换为稀疏性约束的非线性逼近模型

min
𝑈

∥𝑥𝑖 − 𝑈𝑎𝑖∥2,

s.t. ∣𝑎𝑖∣ ⩽ 𝑀, (10)

其中 𝑎𝑖的非零个数小于等于𝑀 . 通常称这类问题为

𝑀项稀疏逼近问题,本文采用LARs算法进行求解.

2.3 SSC具具具体体体步步步骤骤骤描描描述述述

SSC算法的具体实现如下.

输入: 样本集𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚) ∈ 𝑹𝑚×𝑛,样

本的类别数为 𝑐, 𝑚𝑘为第 𝑘类样本的数目;

输出:样本的稀疏表示系数矩阵𝐴.

Step 1: 令 𝑦0 = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1]T, 根据式 (6)求取具

有鉴别结构信息的特征向量𝑌 .

Step 2: 基学习.利用式 (8)求解具有鉴别性的基

向量𝑈 .

Step 3: 稀疏表示学习. 设置表示系数的非零个

数,利用LARs对式 (10)进行求解,得到每个样本的稀

疏表示系数 𝑎𝑖.

2.4 算算算法法法复复复杂杂杂度度度分分分析析析

SSC算法的计算主要包括 3部分: 1)提取鉴别结

构信息的复杂度𝑂(𝑚𝑐2 − 𝑐3/3); 2)当样本矩阵稠密

时, 基学习的复杂度为 2𝑘𝑐𝑚𝑛 + 𝑂(𝑚) + 𝑂(𝑛), 当样

本矩阵稀疏时, 复杂度为 2𝑘𝑠𝑚𝑛 + 5𝑘𝑐𝑛 + 𝑂(𝑚), 其

中 𝑠为每个特征向量中非零个数且 𝑠 ≪ 𝑛, 𝑘为LSQR

的迭代次数; 3)稀疏表示学习的复杂度为𝑂(𝑐3 +

𝑚𝑐2). 因为 𝑐 ≪ min(𝑚,𝑛)且 𝑘 ≪ 𝑛, 所以当样本矩

阵稠密时, SSC算法的总体复杂度为𝑂(2𝑘𝑐𝑚𝑛+ 𝑐3 +

𝑚𝑐2), 当样本矩阵稀疏时, SSC算法的总体复杂度为

𝑂(2𝑘𝑐𝑚𝑠+ 5𝑘𝑐𝑛+ 𝑐3 +𝑚𝑐2).

3 实实实验验验结结结果果果分分分析析析

由于矩阵分解算法已在聚类中得到了广泛应

用[12],本节在聚类实验中验证 SSC算法的有效性.

3.1 数数数据据据集集集介介介绍绍绍

实验 1在COIL20图像库进行,包括共 20个物体

1 440幅灰度图像,图 1为部分COIL20库图像.

图 1 部分COIL20库图像
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实验 2在PIE库上进行, 包括共 2 856幅人脸图

像,图 2为部分PIE人脸图像.

图 2 部分 PIE库图像

3.2 实实实验验验结结结果果果分分分析析析

实验用准确率 (AC)和归一化互信息 (NMI)评估

聚类效果, 具体定义见文献 [13]. 将本文提出的 SSC

算法与𝐾-mean、NMF、PCA、SCC算法进行对比分

析,结果如表 1∼表 4所示. 实验从样本集中随机选 𝑘

类样本进行聚类, 并重复实验 20次取平均值. 实验

中SSC算法需要确定正则化参数𝛼,通常设置为 0.1.

表 1 COIL20库上的AC

AC
𝐾

𝐾-mean NMF PCA SCC SSC

8 0.749 0.722 0.723 0.859 0.996

10 0.717 0.703 0.734 0.808 0.975

12 0.674 0.676 0.674 0.824 0.874

14 0.666 0.681 0.652 0.814 0.851

16 0.638 0.645 0.651 0.795 0.833

18 0.622 0.628 0.630 0.795 0.844

20 0.631 0.622 0.607 0.810 0.878

avg 0.671 0.668 0.667 0.815 0.893

表 2 COIL20库上的NMI

NMI
𝐾

𝐾-mean NMF PCA SCC SSC

8 0.734 0.708 0.714 0.877 0.997

10 0.744 0.728 0.738 0.868 0.985

12 0.734 0.735 0.732 0.874 0.945

14 0.740 0.737 0.732 0.880 0.959

16 0.732 0.724 0.739 0.868 0.928

18 0.728 0.723 0.735 0.878 0.946

20 0.746 0.727 0.733 0.885 0.956

avg 0.737 0.726 0.731 0.876 0.959

表 3 PIE库上的AC

AC
𝐾

𝐾-mean NMF PCA SCC SSC

10 0.296 0.473 0.306 0.843 0.899

20 0.284 0.442 0.288 0.809 0.869

30 0.260 0.418 0.263 0.778 0.814

40 0.251 0.413 0.260 0.769 0.804

50 0.253 0.408 0.2528 0.801 0.818

60 0.242 0.401 0.235 0.769 0.786

68 0.245 0.385 0.229 0.751 0.782

avg 0.262 0.420 0.262 0.789 0.824

表 4 PIE库上的NMI

NMI
𝐾

𝐾-mean NMF PCA SCC SSC

10 0.353 0.566 0.359 0.855 0.952

20 0.450 0.640 0.450 0.877 0.947

30 0.472 0.652 0.477 0.877 0.938

40 0.498 0.667 0.502 0.890 0.924

50 0.522 0.687 0.520 0.917 0.948

60 0.529 0.695 0.525 0.900 0.927

68 0.538 0.698 0.531 0.904 0.937

avg 0.480 0.658 0.481 0.889 0.939

由表 1∼表 4可见:

1) SCC算法利用样本的几何流形结构信息,实验

结果明显优于𝐾-mean、NMF和PCA算法, 表明在稀

疏编码过程中嵌入样本的几何结构信息,能有效地提

高聚类的AC和NMI.

2) SSC算法优于其他几种无监督学习的矩阵分

解算法, 表明在引入样本的类别信息后, 能更好地表

示数据,更好地利用样本的聚类.

3)利用样本信息的 SSC算法在数据表示时明显

优于利用样本几何流形结构信息的 SCC算法,表明在

稀疏编码时基向量嵌入的类别信息比几何结构信息

更有利于样本的表示和分类.

3.3 评评评估估估稀稀稀疏疏疏表表表示示示系系系数数数中中中非非非零零零个个个数数数对对对实实实验验验结结结果果果的的的

影影影响响响

利用LARs求解 SCC算法和 SSC算法时,需要指

定表示系数中的非零个数,即基数. 因此,通过实验分

析基数对聚类实验的影响,结果如图 3和图 4所示. 由

图 3和图 4可见,当表示系数中含有 4个非零数时,聚

类的AC和NMI比较稳定,表明算法具有较强的鲁棒

性.
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图 3 系数中基数的评估实验 (COIL20库)
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图 4 系数中基数的评估实验 (PIE库)

4 结结结 论论论

本文针对稀疏编码在数据表示时没有利用样本

类别信息的问题,提出了一种基于监督学习的 SSC算

法.首先提取样本的鉴别特征信息,并将鉴别结构信

息嵌入到基向量中,使学习到的基向量更具有鉴别性,

有利于图像的表示,通过实验也表明了 SSC算法的有

效性. 相对于传统的稀疏编码, SSC只需求解两个回

归问题,计算代价小, 但是没有考虑样本流形的几何

结构信息,同时利用样本的类别信息和样本流形的几

何结构信息是下一步的研究方向.
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