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摘 要: 在序决策信息系统中,定义区间为支配一个特定的对象同时又被另一个特定的对象所支配的所有对象的集

合.以区间为基本知识颗粒,建立新的优势关系粗糙集模型,并由此获取决策值为特定区间范围的区间决策规则.提

出区间的约简的概念,构造区分函数计算区间的约简,并由此计算优化区间决策规则.该方法比初始的优势关系粗糙

集方法适应性更强,且所得区间决策规则可直接应用于序信息系统的分类问题.
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Abstract: In ordered decision information systems, an interval is defined as a set of objects which are dominated by a specific

object and meanwhile dominate another specific object. The intervals are taken as basic knowledge granules, and used to

develop a new dominance-based rough set approach. With this model, the interval decision rule whose decision values fall

into a specific interval can be induced. The reduct of an interval is defined, and the discernibility function is constructed to

compute the reducts of the interval. By reducts of an interval, corresponding optimal interval decision rules can be obtained.

The proposed approach is more flexible than the original dominance-based rough set approach, and the induced decision

rules can be directly used in classification of ordinal data.
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0 引引引 言言言

Pawlak粗糙集理论[1-3]及其扩展模型, 是处理不
同类型的决策信息系统的不协调性与不完备性,并由
此揭示其数据规律的有力工具. 信息系统知识发现的
重要任务是,揭示条件属性与决策属性之间的依赖关
系.对两者之间的依赖关系的研究主要体现在两个方
面,一是通过属性约简评估条件属性相对于决策属性
的重要性,二是计算“if-then”决策规则.

在信息系统中,如果一个对象关于某属性的属性
值仅表示该对象关于属性所在的类,则属性值确定对
象间的不可分辨关系,从而可建立以等价类为基本知
识颗粒的Pawlak粗糙集模型; 如果属性值表达对象
之间的相似程度 (接近程度),则可以通过定义相容关
系,以相容类或最大相容类为基本知识颗粒, 建立相

容关系粗糙集模型[4-9]; 如果对象的属性值表达对象
之间的优势关系 (偏序关系),则该系统被称为序信息
系统.在序决策信息系统中, 对象的条件属性值确定
对象之间的优势关系 (支配关系),而决策属性所确定
的决策类之间也被赋予优劣关系.以支配集和被支配
集为基本知识颗粒, 文献 [10-13]提出了基于优势关
系的粗糙集方法 (DRSA).

DRSA以对象的支配集和被支配集为基本知识
颗粒, 定义决策类的并的上、下近似, 并由此获取优
势决策规则 (“at least”决策规则和“at most”决策规则).
针对各类序决策信息系统, 如不完备序决策信息系
统[14-16]、集值序决策信息系统[17]、区间值序决策信

息系统[18-19]以及模糊序决策信息系统[20-22]等, 提出
DRSA的多种扩展模型,并在属性约简与决策规则获
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取方面取得丰硕成果.这些扩展模型也是以对象的支
配集和被支配集为基本知识颗粒, 然而, DRSA存在
以下 3个方面的问题.

1) 某些情况下, 支配集和被支配集作为基本
知识颗粒显得太粗. 举一个特殊的例子: 当信息系
统中的对象集关于条件属性集存在最大 (小)元而
该最大 (小)元被指派至最劣 (优)的决策类时, 利用
DRSA得不到任何“at least”(“at most”)决策规则, 即
DRSA无法处理这类不协调性.

2) DRSA所得到的“at least”(“at most”)决策规则,
其决策值大 (小)于某特定值,而不是落于一个有限区
间. 它们能将满足条件的对象指派到不劣 (优)于某个
特定决策类的那些决策类中,但不能指派对象到优于
一个特定决策类同时又劣于另外一个特定决策类的

那些决策类中; 特别地, 不能把对象指派于一个指定
的决策类;因此, “at least”(“at most”)决策规则不能直
接应用于序信息系统中对象的分类[12-13, 23-24].

3) DRSA基于这样一种假设: 序决策信息系统本
应满足优势关系原理 (亦称系统是协调的),即条件属
性和决策属性之间满足单调性, 亦即, 依条件属性值
为优的对象其决策值亦为优,只不过由于数据获取手
段的局限性或专家在赋予对象决策值时的踌躇,导致
数据出现不协调性,使某些条件属性值为优的对象其
决策值反而为劣[12]. 然而,可以想象,在很多实际问题
中, 条件属性和决策属性之间不一定满足单调性, 而
往往满足分区域的单调性. 例如,在评估国民经济运
行状态时, 作为指标之一,经济增长率并不是越高越
好,而是要控制其在一个合理的范围之内;在评估身
体健康状态时, 血压并不是越高越好或越低越好,而
是处于一个恰当的范围为好. DRSA不能处理这种条
件属性和决策属性之间满足分区域单调性的序决策

信息系统.

为了解决上述问题,本文以“区间”为基本知识颗

粒,建立一种新的基于优势关系的粗糙集模型. 这里,

“区间”是一个对象的支配集和另外一个对象的被支

配集的交集.

1 基基基本本本知知知识识识

1.1 序序序决决决策策策信信信息息息系系系统统统

一个信息系统是一个四元组𝑆 = (𝑈,AT, 𝑉, 𝑓),

其中: 𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}为对象的有限集; AT为

属性的有限集; 𝑉 =
∪

𝑎∈AT

𝑉𝑎, 这里𝑉𝑎为属性 𝑎的值

域; 𝑓 : 𝑈 × AT → 𝑉 为信息函数, 满足 𝑓(𝑥, 𝑎) ∈ 𝑉𝑎,

∀𝑥 ∈ 𝑈 , ∀𝑎 ∈ AT. 为了方便起见, 记 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑎(𝑥).

当属性集分为条件属性集𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑛}和决
策属性集𝐷 = {𝑑}时,称𝑆为决策信息系统.记𝑉𝑑 =

{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟}. 由𝑅𝑑 = {(𝑥, 𝑦) ∣ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈, 𝑑(𝑥)

= 𝑑(𝑦)}所确定的决策类集合为𝑈/𝑅𝑑 = {𝐷1, 𝐷2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟}. ∀𝑋 ⊆ 𝑈 ,记 𝑑(𝑋) = {𝑑(𝑦) ∣ 𝑦 ∈ 𝑋}; ∀𝑠, 𝑡 ∈
𝑉𝑑, 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑟,记 [𝑠, 𝑡] = {𝑘 ∣ 𝑘 ∈ 𝑉𝑑, 𝑠 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑡}.

如果决策信息系统𝑆 = (𝑈,𝐶
∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓)中每个

条件属性的属性值按照升序或降序表达对象间的优

先次序, 并且其决策属性的属性值也表达对象的优

劣,即对于 𝑠 > 𝑡, 𝐷𝑠中的对象优于𝐷𝑡中的对象,则称

𝑆为序决策信息系统.

在序决策信息系统中, ∀𝑎 ∈ 𝐶, 若 𝑓(𝑥, 𝑎) ⩾
𝑓(𝑦, 𝑎), 则记𝑥 ≻𝑎 𝑦, 它意味着𝑥关于属性 𝑎至少不

差于 𝑦. ∀𝐵 ⊆ 𝐶, 记𝑅≻
𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∣ 𝑥 ≻𝑎 𝑦, ∀𝑎 ∈ 𝐵},

当 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅≻
𝐵时,记为𝑥≻𝐵 𝑦或 𝑦≺𝐵 𝑥. 显然有𝑅≻

𝐶

⊆ 𝑅≻
𝐵成立.
在表 1中, 定义 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻

𝐶 , 当且仅当 ∀𝑘, 1 ⩽
𝑘 ⩽ 4, 𝑐𝑘(𝑥𝑗) ⩾ 𝑐𝑘(𝑥𝑖), 且假设决策值大的决策类优

于决策值小的决策类,则表 1为一个序决策信息系统.

表 1 序决策信息系统

𝑈 𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐4 𝑑

𝑥1 0.85 0.70 0.65 0.40 2

𝑥2 0.90 0.80 0.90 0.85 3

𝑥3 0.80 0.65 0.75 0.80 3

𝑥4 0.70 0.55 0.60 0.70 2

𝑥5 0.60 0.65 0.70 0.80 3

𝑥6 0.50 0.55 0.50 0.60 2

𝑥7 0.20 0.45 0.30 0.45 1

𝑥8 0.45 0.40 0.45 0.55 2

𝑥9 0.40 0.50 0.35 0.50 1

𝑥10 0.65 0.85 0.75 0.80 1

𝑥11 0.95 0.80 0.95 0.90 4

𝑥12 0.90 0.85 0.85 0.40 4

1.2 基基基于于于优优优势势势关关关系系系的的的粗粗粗糙糙糙集集集方方方法法法 (DRSA)

在序决策信息系统𝑆 = (𝑈,𝐶
∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓)中, 如

果 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅≻
𝐵 ,则称𝑥关于属性集𝐵支配 𝑦,或 𝑦关于

属性集𝐵被𝑥支配. 记

[𝑥]≻𝐵 = {𝑦 ∣ 𝑦 ∈ 𝑈, 𝑦 ≻𝐵 𝑥},
[𝑥]≺𝐵 = {𝑦 ∣ 𝑦 ∈ 𝑈, 𝑦 ≺𝐵 𝑥},

则称 [𝑥]≻𝐵为𝑥关于属性集𝐵的支配集, 而称 [𝑥]≺𝐵为

𝑥关于属性集𝐵的被支配集.

显然, 𝑈/𝑅≻
𝐵 = {[𝑥]≻𝐵 ∣ 𝑥 ∈ 𝑈}和𝑈/𝑅≺

𝐵 =

{[𝑥]≺𝐵 ∣ 𝑥 ∈ 𝑈}都是𝑈的覆盖.

在基于优势关系的粗糙集方法中,将 [𝑥]≻𝐵和 [𝑥]≺𝐵
(𝑥 ∈ 𝑈)作为基本知识颗粒来定义上、下近似.

定定定义义义 1 在序决策信息系统𝑆 = (𝑈,𝐶
∪{𝑑},

𝑉, 𝑓)中,对于𝑋 ⊆ 𝑈和𝐵 ⊆ 𝐶,令

𝑅≻
𝐵(𝑋) = {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑈, [𝑥]≻𝐵 ⊆ 𝑋},

𝑅≻
𝐵(𝑋) = {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑈, [𝑥]≺𝐵

∩
𝑋 ∕= ∅},

则分别称𝑅≻
𝐵(𝑋)和𝑅≻

𝐵(𝑋)为𝑋关于𝐵的下近似和
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上近似.

同样,可定义另一类下近似和上近似,即

𝑅≺
𝐵(𝑋) = {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑈, [𝑥]≺𝐵 ⊆ 𝑋},

𝑅≺
𝐵(𝑋) = {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑈, [𝑥]≻𝐵

∩
𝑋 ∕= ∅}.

通过决策类的上并𝐶𝑙⩾𝑠 =
∪
𝑘⩾𝑠

𝐷𝑘的下近似 (上

近似)中的对象𝑥, 可导出确定性 (可能性)“at least”决

策规则为
⋀
𝑏∈𝐵

(𝑏,⩾ 𝑏(𝑥)) → (𝑑,⩾ 𝑠).

同样, 通过决策类的下并𝐶𝑙⩽𝑡 =
∪
𝑘⩽𝑡

𝐷𝑘的下近

似 (上近似)中的对象𝑥, 可导出确定性 (可能性)“at

most”决策规则为
⋀
𝑏∈𝐵

(𝑏,⩽ 𝑏(𝑥)) → (𝑑,⩽ 𝑡).

2 I-下下下近近近似似似、、、I-上上上近近近似似似和和和区区区间间间决决决策策策规规规则则则
2.1 区区区间间间知知知识识识颗颗颗粒粒粒

定定定义义义 2 在序决策信息系统𝑆 = (𝑈,𝐶
∪{𝑑},

𝑉, 𝑓)中,对于𝐵 ⊆ 𝐶和 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻
𝐵 ,令

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 = [𝑥𝑖]
≻
𝐵

∩
[𝑥𝑗 ]

≺
𝐵 =

{𝑦 ∣ 𝑦 ∈ 𝑈, 𝑥𝑖 ≺𝐵 𝑦 ≺𝐵 𝑥𝑗},
称 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵为 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻

𝐵所确定的一个区间. 当

(𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) /∈ 𝑅≻
𝐵时, [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 = ∅.

例如,对于表 1所示的序决策信息系统,有

[𝑥8, 𝑥4]𝐶 = {𝑥4, 𝑥6, 𝑥8}, [𝑥5, 𝑥2]𝐶 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥5}.
𝑈/𝑅≺≻

𝐵 = {[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ∣ (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻
𝐵}显然是

𝑈的一个覆盖,而 (𝑈/𝑅≺≻
𝐵 ,⊆)是一个偏序集.

命命命题题题 1 对于𝐵 ⊆ 𝐶,有以下结论成立:

1)对于 ∀[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐵 ,有

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ⊆ [𝑥𝑖]
≻
𝐵且 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ⊆ [𝑥𝑗 ]

≺
𝐵 .

2)对于 ∀[𝑥𝑖]
≻
𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≻

𝐵 ,有

[𝑥𝑖]
≻
𝐵 =

∪
𝑦∈[𝑥𝑖]

≻
𝐵

[𝑥𝑖, 𝑦]𝐵 ;

对于 ∀[𝑥𝑗 ]
≺
𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≺

𝐵 ,有

[𝑥𝑗 ]
≺
𝐵 =

∪
𝑥∈[𝑥𝑗 ]

≺
𝐵

[𝑥, 𝑥𝑗 ]𝐵 .

命命命题题题 2 对于𝐵 ⊆ 𝐶,有以下结论成立:

1)对于 ∀[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐶 ,有

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐵 且 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 .

2)对于 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐵 , 若 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻

𝐶 , 则

有 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ,否则 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 = ∅.

3) 对于 ∀[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐶 ,∀[𝑦𝑠, 𝑦𝑡]𝐶 ∈ 𝑈/𝑅≺≻

𝐶 ,

若 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ [𝑦𝑠, 𝑦𝑡]𝐶 ,则 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ⊆ [𝑦𝑠, 𝑦𝑡]𝐵 .

证证证明明明 1)对于 ∀[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐶 ,有 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈

𝑅≻
𝐶 ,且𝑅≻

𝐶 ⊆ 𝑅≻
𝐵 ,故有 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻

𝐵 .根据定义 2, [𝑥𝑖,

𝑥𝑗 ]𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐵 .

对于 ∀𝑧 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ,有𝑥𝑖≺𝐶 𝑧≺𝐶 𝑥𝑗 ,从而𝑥𝑖≺𝑎

𝑧 ≺𝑎 𝑥𝑗 , ∀𝑎 ∈ 𝐶, 故𝑥𝑖 ≺𝐵 𝑧 ≺𝐵 𝑥𝑗成立, 即 𝑧 ∈ [𝑥𝑖,

𝑥𝑗 ]𝐵 . 因此有 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 .

2)对于 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐵 , 若 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻

𝐶 , 则

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐶 . 由证明 1)可得 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ [𝑥𝑖,

𝑥𝑗 ]𝐵 .另一方面, 如果 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) /∈ 𝑅≻
𝐶 , 则由定义 2可知

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 = ∅.

3)若 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ [𝑦𝑠, 𝑦𝑡]𝐶 , 则 𝑦𝑠 ≺𝐶 𝑥𝑖 ≺𝐶 𝑥𝑗 ≺𝐶

𝑦𝑡,故 𝑦𝑠≺𝐵 𝑥𝑖≺𝐵 𝑥𝑗≺𝐵 𝑦𝑡;从而,对于 ∀𝑧 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ,

有𝑥𝑖≺𝐵 𝑧≺𝐵 𝑥𝑗 ,这意味着 𝑦𝑠≺𝐵 𝑧≺𝐵 𝑦𝑡,即 𝑧 ∈ [𝑦𝑠,

𝑦𝑡]𝐵;因此 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ⊆ [𝑦𝑠, 𝑦𝑡]𝐵成立. 2
(𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻

𝐵和 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ∈ 𝑈/𝑅≺≻
𝐵 是相互确定

的, 为了方便起见, 将在下文中交替使用 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖)和

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 .

2.2 I-下下下近近近似似似、、、I-上上上近近近似似似

定定定义义义 3 设𝑆 = (𝑈,𝐶
∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓)为序决策信

息系统, 𝑋 ⊆ 𝑈 , 𝐵 ⊆ 𝐶. 令

𝑅≺≻
𝐵 (𝑋) =

{(𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∣ (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻
𝐵 , [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ⊆ 𝑋},

𝑅≺≻
𝐵 (𝑋) =

{(𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∣ (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻
𝐵 , [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵

∩
𝑋 ∕= ∅},

𝐵𝑛≺≻
𝐵 = 𝑅≺≻

𝐵 (𝑋)−𝑅≺≻
𝐵 (𝑋),

则分别称𝑅≺≻
𝐵 (𝑋), 𝑅≺≻

𝐵 (𝑋)和𝐵𝑛≺≻
𝐵 分别为𝑋关

于𝐵的 I-下近似、I-上近似和 I-边界.

在表 1所示的序信息系统中, 𝐶𝑙32 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,

𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}, [𝑥8, 𝑥2]𝐶 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8},

[𝑥1, 𝑥2]𝐶 = {𝑥1, 𝑥2},于是有 [𝑥8, 𝑥2]𝐶 ⊆ 𝐶𝑙32, [𝑥1, 𝑥2]𝐶

⊆ 𝐶𝑙32. 由定义 3可得, (𝑥2, 𝑥8) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙32), (𝑥2, 𝑥1) ∈

𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙32);另一方面,由 [𝑥8, 𝑥10]𝐶 = {𝑥5, 𝑥6, 𝑥8, 𝑥10}
可知, [𝑥8, 𝑥10]𝐶 ⊆ 𝐶𝑙32不成立, 故有 (𝑥10, 𝑥8) /∈
𝑅≺≻

𝐶 (𝐶𝑙32).

命命命题题题 3 在序决策信息系统𝑆 = (𝑈,𝐶
∪{𝑑},

𝑉, 𝑓)中,对于 ∀𝐵 ⊆ 𝐶, ∀𝑋 ⊆ 𝑈 ,有:

1) 𝑅≺≻
𝐵 (𝑈) = 𝑅≺≻

𝐵 (𝑈) = 𝑅≻
𝐵 ,

2) 𝑅≺≻
𝐵 (𝑋) ⊆ (𝑋 ×𝑋)

∩
𝑅≻

𝐵 ⊆ 𝑅≺≻
𝐵 (𝑋) ⊆ 𝑅≻

𝐵 ,

3) 𝑅≺≻
𝐵 (𝑋)

∩
𝑅≻

𝐶 ⊆ 𝑅≺≻
𝐶 (𝑋), 𝑅≺≻

𝐶 (𝑋) ⊆
𝑅≺≻

𝐵 (𝑋).

证证证明明明 1)和 2)可由定义 3直接得到.

3) ∀(𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ (𝑅≺≻
𝐵 (𝑋)

∩
𝑅≻

𝐶), 由定义 3可得

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 ⊆ 𝑋 , 由命题 2可得 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 , 故

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆ 𝑋 , (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝑋),从而可得

𝑅≺≻
𝐵 (𝑋)

∩
𝑅≻

𝐶 ⊆ 𝑅≺≻
𝐶 (𝑋).

对于 ∀(𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝑋), 有 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻

𝐶且

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶
∩

𝑋 ∕= ∅. 由 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≻
𝐶可得 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈
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𝑅≻
𝐵 . 另一方面, 由命题 2中结论 1)可得 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ⊆

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 , 从而有 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵
∩

𝑋 ∕= ∅, 故 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈
𝑅≺≻

𝐵 (𝑋). 由此可证𝑅≺≻
𝐶 (𝑋) ⊆ 𝑅≺≻

𝐵 (𝑋). 2
命题 3中的结论 2)表达了集合𝑋与其 I-下近

似、I-上近似之间的关系, 而命题 3中的结论 3)表达

了 I-下近似与 I -上近似关于属性集的单调性.

2.3 区区区间间间决决决策策策规规规则则则

由决策类的并𝐶𝑙𝑡𝑠 =
∪

𝑠⩽𝑘⩽𝑡

𝐷𝑘(1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑟)

的 I-下近似和 I-上近似可得区间决策规则 (又称为“at
least and at most ”决策规则).

设𝐵 ⊆ 𝐶, 则 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐵 (𝐶𝑙𝑡𝑠) (或 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈

𝑅≺≻
𝐵 (𝐶𝑙𝑡𝑠))诱导的确定性 (可能性)区间决策规则为⋀

𝑏∈𝐵

(𝑏(𝑥𝑖) ⩽, 𝑏,⩽ 𝑏(𝑥𝑗)) → (𝑠 ⩽, 𝑑,⩽ 𝑡).

特别地,由 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐵 (𝐷𝑘)可得具有单一决

策值的区间决策规则⋀
𝑏∈𝐵

(𝑏(𝑥𝑖) ⩽, 𝑏,⩽ 𝑏(𝑥𝑗)) → (𝑑,= 𝑘).

在表 1所示的序决策信息系统中, (𝑥2, 𝑥8) ∈
𝑅≺≻

𝐶 (𝐶𝑙32)诱导的确定性区间决策规则为

(0.45 ⩽, 𝑐1,⩽ 0.90)
⋀
(0.40 ⩽, 𝑐2,⩽ 0.80)

⋀
(0.45 ⩽, 𝑐3,⩽ 0.90)

⋀
(0.55 ⩽, 𝑐4,⩽ 0.85) →

(2 ⩽, 𝑑,⩽ 3);

(𝑥2, 𝑥5) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙33)诱导的确定性区间决策规则为

(0.60 ⩽, 𝑐1,⩽ 0.90)
⋀
(0.65 ⩽, 𝑐2,⩽ 0.80)

⋀
(0.70 ⩽, 𝑐3,⩽ 0.90)

⋀
(0.80 ⩽, 𝑐4,⩽ 0.85) →

(𝑑,= 3).

本文将利用基于区间知识颗粒的优势关系粗糙

集模型处理序信息系统的方法简记为 I-DRSA. 下面
对该方法作如下说明.

1) I-DRSA具有更强的适应性, 可计算DRSA所
不能得到的决策规则. 举一个简单的例子: 假设在
一个序信息系统中𝑆 = (𝑈,𝐶

∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓), 其中𝑈 =

{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}, 𝑥1 ≺𝐶 𝑥2 ≺𝐶 𝑥3 ≺𝐶 𝑥4 ≺𝐶

𝑥5 ≺𝐶 𝑥6, 𝑑(𝑥1) = 4, 𝑑(𝑥2) = 2, 𝑑(𝑥3) = 𝑑(𝑥4) = 3,
𝑑(𝑥5) = 4, 𝑑(𝑥6) = 1,则有

𝑅≻
𝐶(𝐶𝑙≻2 ) = 𝑅≻

𝐶(𝐶𝑙≻3 ) = 𝑅≻
𝐶(𝐶𝑙≻4 ) = ∅,

𝑅≺
𝐶(𝐶𝑙≺1 ) = 𝑅≺

𝐶(𝐶𝑙≺2 ) = 𝑅≺
𝐶(𝐶𝑙≺3 ) = ∅.

由此可见, 利用DRSA无法得到任何规则. 然而, 由
(𝑥4, 𝑥2) ∈ 𝑅≺≻

𝐶 (𝐶𝑙32)和 (𝑥5, 𝑥2) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙42), 并利用

I-DRSA可得以下区间决策规则:

(𝑥2 ⩽𝐶 𝑥 ⩽𝐶 𝑥4) → (2 ⩽ 𝑑(𝑥) ⩽ 3),

(𝑥2 ⩽𝐶 𝑥 ⩽𝐶 𝑥5) → (2 ⩽ 𝑑(𝑥) ⩽ 4),

它们是数据规律的客观反映.

2) DRSA所得到的“at least”决策规则和“at most”

决策规则不能直接应用于序信息系统中对象的分

类[12-13, 23-24], 而 I-DRSA可以获取具有单一决策值的

区间决策规则,可方便地直接应用于对象的分类.

3 区区区间间间的的的约约约简简简、、、优优优化化化区区区间间间决决决策策策规规规则则则

为了优化由 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙𝑡𝑠)诱导的决策规

则 ⋀
𝑏∈𝐵

(𝑏(𝑥𝑖) ⩽, 𝑏,⩽ 𝑏(𝑥𝑗)) → (𝑠 ⩽, 𝑑,⩽ 𝑡),

需要在保证该规则的决策部分不变的前提下,尽可能

多地去删除该规则的条件部分中的合取项,得到⋀
𝑏∈𝐶

(𝑏(𝑥𝑖) ⩽, 𝑏,⩽ 𝑏(𝑥𝑗))

的一个子公式 ⋀
𝑏∈𝐵

(𝑏(𝑥𝑖) ⩽, 𝑏,⩽ 𝑏(𝑥𝑗)).

显然,该子公式是由区间 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵确定的. 由此可见,

要优化区间决策规则, 只需求出满足 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵) =

𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶)的极小属性子集𝐵即可. 考虑到 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶

⊆ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 , 只要𝐵满足 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵) ⊆ 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶)

即可.

定定定义义义 4 设 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙𝑡𝑠), 𝐵 ⊆ 𝐶. 如果

𝐵满足 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵) ⊆ [𝑠, 𝑡], 则称𝐵为 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶关于

[𝑠, 𝑡]的超约简; 如果𝐵为满足 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵) ⊆ [𝑠, 𝑡]的

极小属性子集,则称𝐵为 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶 关于 [𝑠, 𝑡]的约简.

在表 1所示的序信息系统中, 有 (𝑥2, 𝑥8) ∈
𝑅≺≻

𝐶 (𝐶𝑙32). 对于𝐵 = {𝑐1, 𝑐2}, 有 [𝑥8, 𝑥2]𝐵 = {𝑥1, 𝑥2,

𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}, 𝑑([𝑥8, 𝑥2]𝐵) ⊆ [2, 3]; 而另一方面,

由于

[𝑥8, 𝑥2]{𝑐1} = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8, 𝑥10, 𝑥12},
[𝑥8, 𝑥2]{𝑐2} = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥11},
而 𝑑([𝑥8, 𝑥2]{𝑐1}) = {1, 2, 3, 4}, 𝑑([𝑥8, 𝑥2]{𝑐2}) = {1, 2,
3, 4}, 有 𝑑([𝑥8, 𝑥2]{𝑐1}) ⊆ [2, 3]和 𝑑([𝑥8, 𝑥2]{𝑐2}) ⊆ [2,

3]都不成立,故 {𝑐1, 𝑐2}是 [𝑥8, 𝑥2]𝐶关于 [2, 3]的约简.

定定定义义义 5 设 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙𝑡𝑠), 如果𝐵为 [𝑥𝑖,

𝑥𝑗 ]𝐶关于 [𝑠, 𝑡]的约简,则⋀
𝑏∈𝐵

(𝑏(𝑥𝑖) ⩽, 𝑏,⩽ 𝑏(𝑥𝑗)) → (𝑠 ⩽, 𝑑,⩽ 𝑡)

称为
⋀
𝑏∈𝐶

(𝑏(𝑥𝑖) ⩽, 𝑏,⩽ 𝑏(𝑥𝑗))→ (𝑠 ⩽, 𝑑,⩽ 𝑡)的优化区

间决策规则.

下面将利用区分函数计算区间的约简,并由此获

取优化区间决策规则.

对于𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 记𝛼≻(𝑥, 𝑦) = {𝑏 ∣ 𝑏 ∈ 𝐶, 𝑏(𝑥) <

𝑏(𝑦)}, 则𝛼≻(𝑥, 𝑦)是能够区分𝑥于 𝑦的支配集的所有

属性的集合,即区分 𝑦于𝑥的被支配集的所有属性的
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集合.

定定定理理理 1 设 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙𝑡𝑠), 𝐵 ⊆ 𝐶, 则

有: 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵) ⊆ [𝑠, 𝑡] ⇔ 对于满足 𝑑(𝑦) /∈ [𝑠, 𝑡]的 𝑦,

有𝛼≻(𝑦, 𝑥𝑖)
∩

𝐵 ∕= ∅或𝛼≻(𝑥𝑗 , 𝑦)
∩

𝐵 ∕= ∅.

证证证明明明 假设存在 𝑦0 ∈ 𝑈满足条件 𝑑(𝑦0) /∈ [𝑠, 𝑡],

而有𝛼≻(𝑦0, 𝑥𝑖)
∩

𝐵 = ∅且𝛼≻(𝑥𝑗 , 𝑦0)
∩

𝐵 = ∅,则对

于 ∀𝑏 ∈ 𝐵,有 𝑏 /∈ 𝛼≻(𝑦0, 𝑥𝑖)且 𝑏 /∈ 𝛼≻(𝑥𝑗 , 𝑦0),从而对

于 ∀𝑏 ∈ 𝐵, 有 𝑏(𝑦0) ⩾ 𝑏(𝑥𝑖)且 𝑏(𝑥𝑗) ⩾ 𝑏(𝑦0), 即 𝑦0 ∈
[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵 . 由 𝑑(𝑦0) /∈ [𝑠, 𝑡]可知, 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵) ⊆ [𝑠, 𝑡]不

成立,得到矛盾,因此定理的必要性成立.

假设 𝑑([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵) ⊆ [𝑠, 𝑡]不成立, 则至少存在一

个对象 𝑦0 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐵满足 𝑑(𝑦0) /∈ [𝑠, 𝑡]. 由 𝑦0 ∈ [𝑥𝑖,

𝑥𝑗 ]𝐵可得 𝑦0 ∈ [𝑥𝑖]
≻
𝐵且 𝑦0 ∈ [𝑥𝑗 ]

≺
𝐵 , 从而有 ∀𝑏 ∈ 𝐵,

𝑏(𝑥𝑖) ⩽ 𝑏(𝑦0) ⩽ 𝑏(𝑥𝑗), 即𝛼≻(𝑦0, 𝑥𝑖)
∩

𝐵 = ∅且
𝛼≻(𝑥𝑗 , 𝑦0)

∩
𝐵 = ∅. 注意到 𝑑(𝑦0) /∈ [𝑠, 𝑡], 得到矛盾,

因此定理的充分性成立. 2
由定理 1,根据区间约简的定义可得以下命题.

命命命题题题 4 𝐵为区间 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶关于 [𝑠, 𝑡]的约简,当

且仅当𝐵为满足下列条件的极小属性子集: 对于任意

满足 𝑑(𝑦) /∈ [𝑠, 𝑡]的 𝑦,有

{𝛼≻(𝑦, 𝑥𝑖)
∪
𝛼≻(𝑥𝑗 , 𝑦)}

∩
𝐵 ∕= ∅.

根据命题 4,构造以下区分函数来计算区间的约

简.

定定定义义义 6 对于 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙𝑡𝑠),令

Δ𝑡
𝑠([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶) =⋀

𝑑(𝑦)/∈[𝑠,𝑡]

{[⋁𝛼≻(𝑦, 𝑥𝑖)]
⋁
[
⋁
𝛼≻(𝑥𝑗 , 𝑦)]}.

其中:
⋀
为逻辑合取运算,

⋁
为逻辑析取运算,⋁

𝛼≻(𝑥, 𝑦)为𝛼≻(𝑥, 𝑦)中所有属性的析取. 本文称

Δ𝑡
𝑠([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶)为 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶关于 [𝑠, 𝑡]的区分函数.

命命命题题题 5 对于 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐶𝑙𝑡𝑠), 𝐵 ⊆ 𝐶, 𝐵为

区间 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶关于 [𝑠, 𝑡]的约简, 当且仅当
⋀
𝑏∈𝐵

𝑏为

Δ𝑡
𝑠([𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ]𝐶)的极小析取范式中的一个合取项.

例例例 1 在表 1所示的序信息系统中, (𝑥2, 𝑥8) ∈
𝑅≺≻

𝐶 (𝐶𝑙32), (𝑥2, 𝑥5) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐷3). 由 [𝑥8, 𝑥2]𝐶 = {𝑥2,

𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}和 {𝑦 ∣ 𝑑(𝑦) /∈ [2, 3]} = {𝑥7, 𝑥9, 𝑥10,

𝑥11, 𝑥12}可得
Δ3

2([𝑥8, 𝑥2]𝐶) =

[(
⋁
𝛼≻(𝑥7, 𝑥8))

⋁
(
⋁
𝛼≻(𝑥2, 𝑥7))]

⋀
[(
⋁
𝛼≻(𝑥9, 𝑥8))

⋁
(
⋁
𝛼≻(𝑥2, 𝑥9))]

⋀
[(
⋁
𝛼≻(𝑥10, 𝑥8))

⋁
(
⋁
𝛼≻(𝑥2, 𝑥10))]

⋀
[(
⋁
𝛼≻(𝑥11, 𝑥8))

⋁
(
⋁
𝛼≻(𝑥2, 𝑥11))]

⋀
[(
⋁
𝛼≻(𝑥12, 𝑥8))

⋁
(
⋁
𝛼≻(𝑥2, 𝑥12))] =

[(𝑐1
⋁
𝑐3
⋁
𝑐4)

⋁
∅]

⋀
[(𝑐1

⋁
𝑐3
⋁
𝑐4)

⋁
∅]

⋀
[∅

⋁
𝑐2]

⋀
[∅

⋁
(𝑐1

⋁
𝑐3
⋁
𝑐4)]

⋀
(𝑐2

⋁
𝑐4) =

(𝑐1
⋀
𝑐2)

⋁
(𝑐2

⋀
𝑐3)

⋁
(𝑐2

⋀
𝑐4).

由命题 5可知, {𝑐1, 𝑐2}, {𝑐2, 𝑐3}和 {𝑐2, 𝑐4}为 [𝑥8,

𝑥2]𝐶关于 [2, 3]的约简.对应于 3个约简的优化区间决

策规则分别为

(0.45 ⩽, 𝑐1,⩽ 0.90)
⋀
(0.40 ⩽, 𝑐2,⩽ 0.80) →

(2 ⩽, 𝑑,⩽ 3),

(0.40 ⩽, 𝑐2,⩽ 0.80)
⋀
(0.45 ⩽, 𝑐3,⩽ 0.90) →

(2 ⩽, 𝑑,⩽ 3),

(0.40 ⩽, 𝑐2,⩽ 0.80)
⋀
(0.55 ⩽, 𝑐4,⩽ 0.85) →

(2 ⩽, 𝑑,⩽ 3).

对于 (𝑥2, 𝑥5) ∈ 𝑅≺≻
𝐶 (𝐷3),由 {𝑦 ∣ 𝑑(𝑦) /∈ [3, 3]} =

{𝑥1, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10, 𝑥11, 𝑥12}可得
Δ3

3([𝑥5, 𝑥2]𝐶) = 𝑐2
⋀
(𝑐3

⋁
𝑐4) = (𝑐2

⋀
𝑐3)

⋁
(𝑐2

⋀
𝑐4).

可见 [𝑥5, 𝑥2]𝐶关于 [3, 3]有两个约简: {𝑐2, 𝑐3}和 {𝑐2,
𝑐4}. 由此得到的优化区间决策规则分别为

(0.65 ⩽, 𝑐2,⩽ 0.80)
⋀
(0.70 ⩽, 𝑐3,⩽ 0.90) → (𝑑,= 3),

(0.65 ⩽, 𝑐2,⩽ 0.80)
⋀
(0.80 ⩽, 𝑐4,⩽ 0.85) → (𝑑,= 3).

4 结结结 论论论

本文在序决策信息系统中,利用“区间”作为基本

知识颗粒,提出了一种新的基于优势关系的粗糙集方

法 (I-DRSA).该方法相比较于DRSA, I-DRSA不仅可

以处理条件属性与决策属性具有单调性的序决策信

息系统,还可以处理条件属性与决策属性依条件属性

的不同取值范围而满足单调性的序决策信息系统.另

外, 从知识颗粒的角度看, “区间”比支配集和被支配

集要细,所以, I-DRSA能够获得DRSA所不能获得的

决策规则.特别地, I-DRSA能够计算具有单一决策值

的序决策规则,这有助于分类问题的解决.

本文初步给出了基于区间知识颗粒的优势关系

粗糙集方法, 并讨论了区间决策规则的优化问题.需

要说明的是,不同于Pawlak粗糙集模型在符号型决策

信息系统中所定义的优化决策规则,优化区间决策规

则并不一定是极小区间决策规则,因此, 下一步的研

究工作要在所求出的优化区间决策规则的基础上,探

讨计算极小区间决策规则的方法,并由此研究序数据

的分类问题.
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