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摘 要: 针对带有间接偏好信息的多准则决策问题,首先利用加性效用函数理论提出一种排序方法,该方法通过构

建一个简单的优化模型,得到与间接偏好信息相容的各评价值的效用;然后,利用线性插值方法计算出剩下方案各评

价值的效用,进而得到所有方案的综合效用及排序;最后,通过实例验证了该方法的有效性和可行性.
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Abstract: For the multi-criteria decision making problems with indirect preference information, a method for ranking is

proposed by using the additive utility function theory. In this approach, a simple optimization model is constructed, and

the utility of evaluation values are obtained, which are compatible with indirect preference information. The utility of

remaining evaluation values are calculated by using linear interpolation idea. Furthermore, the overall utility and ranking

of all alternatives are obtained. Finally, an example is given to illustrate the effectiveness and feasibility of the proposed

method.
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0 引引引 言言言

多准则决策是决策科学中的一个重要研究课题,
其目的是从有限个方案中选择最优方案,或对方案进
行排序、分类[1]. 针对决策人提供的不同偏好信息,文
献中提出了大量的排序方法和分类方法[2]. 一般来说,
这些偏好信息可分为直接偏好信息和间接偏好信息.
直接偏好信息包括决策人直接给出准则的权重、区分

阈值和期望水平等, 需要决策人较强的认知能力; 间
接偏好信息是指从反映决策人整体偏好的例子中推

导出关于模型参数的信息[3], 本文称之为案例信息.
这类信息可充分利用决策人以往的经验,引起了学者
们的广泛关注. 文献 [4]提出了一种利用基准的多准
则排序方法, 在考察一些基准之间的关系后, 结合决
策人偏好信息和方案到基准的距离得到了方案的排

序;文献 [5-6]针对信息不完全的多准则决策问题,提
出了几种分类方法; 然而, 这些方法很少考虑到决策
结果的稳健性,即: 任意形式的加性效用函数能否与

所有的偏好信息相容,计算的结果是否唯一地表示决
策的偏好或效用. 针对选择的效用函数的稳健性,文
献 [7]对UTA方法进行了扩展,定义了必然弱偏好关
系和可能弱偏好关系, 提出了一种UTAGMS方法. 在
这种方法里, 效用函数不是唯一确定的, 也不一定是
分段线性函数;文献 [8]则基于偏好单调性的假设,使
用线性规划模型构造非单调效用函数,从一组基于参
考方案的决策例子中推断决策模型;最近,文献 [9]针
对带有不精确评价值的多准则决策问题,扩展了稳健
序数回归方法,重新给出了必然和可能偏好关系的概
念, 使之不仅能处理与所有相容的参数集, 而且也能
处理方案的不精确评价值.

利用案例导出偏好模型参数的方法虽然需要较

弱的认知能力, 但是当偏好参数不唯一确定时, 会产
生大量的计算结果[10].考虑到熵可以描述系统状态的
不确定性,且熵值越大,系统越混乱,本文将不同评价
值的效用差看作是系统状态的发生概率,利用熵值来
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刻画其不确定性. 根据熵的计算公式构造目标函数,
并将决策人提供的偏好信息转化成约束条件,得到一
个优化模型. 该模型的结果避免了大部分同指标下不
同评价值的效用值相同的情形. 对于剩下方案的评价
值,则利用线性插值方法计算出其效用, 根据加性公
式得到所有方案的综合效用和排序.

1 UTA方方方法法法的的的基基基本本本原原原理理理
传统的UTA方法[11]是多元分析中的一种序数回

归方法, 它利用效用函数理论,通过线性规划模型导
出与间接偏好信息相容的偏好模型. 对于某个多准
则决策问题, 其准则集为𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑚}(为了
方便, 本文中的准则和指标不加区分), 方案集𝐴是

由𝑛个不同方案 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛组成的集合,方案 𝑎𝑖在

指标 𝑐𝑗下的评价值记为𝑥𝑖𝑗 , 决策人根据以往的经
验, 能提供部分方案 𝑎𝑘1 , 𝑎𝑘2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑘𝑙

∈ 𝐴𝐸 ⊆ 𝐴的

排序, 这些方案称为案例. 对于每个方案 𝑎, 假设其
在指标 𝑐𝑗下的评价值为𝑥𝑗 , 采用的加性效用函数为

𝑈(𝑎) =

𝑚∑
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑐𝑗(𝑥𝑗)), 其中𝑢𝑗为非降的边际效用函

数,简记为

𝑈(𝑎) =

𝑚∑
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥𝑗). (1)

在UTA方法中, 假设边际效用函数是分段线性
的, 对于每个指标 𝑐𝑗 , 若其最优值为𝑥∗

𝑗 , 最劣值为
𝑥𝑗∗, 则可定义每个准则的取值区间为 [𝑥𝑗∗, 𝑥∗

𝑗 ], 该
区间可等分为 𝑟𝑗 ⩾ 1个相等的子区间 [𝑥0

𝑗 , 𝑥
1
𝑗 ], [𝑥

1
𝑗 ,

𝑥2
𝑗 ], ⋅ ⋅ ⋅ , [𝑥𝑟𝑗−1

𝑗 , 𝑥
𝑟𝑗
𝑗 ]. 其中: 𝑥𝑘

𝑗 = 𝑥𝑗∗ +
𝑘

𝑟𝑗
(𝑥∗

𝑗 − 𝑥𝑗∗),

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑗 . 对于任意的方案 𝑎 ∈ 𝐴在每个指标

𝑐𝑗 (其评价值为𝑥𝑗)的边际效用值可通过如下的线性
插值得到:

𝑢𝑗(𝑥𝑗) = 𝑢𝑗(𝑥
𝑘
𝑗 ) +

𝑥𝑗 − 𝑥𝑘
𝑗

𝑥𝑘+1
𝑗 − 𝑥𝑘

𝑗

(𝑢𝑗(𝑥
𝑘+1
𝑗 )− 𝑢𝑗(𝑥

𝑘
𝑗 )),

𝑥𝑗 ∈ [𝑥𝑘
𝑗 , 𝑥

𝑘+1
𝑗 ]. (2)

显然, 分段线性模型可通过分段点的效用值完
全确定, 即当𝑢𝑗(𝑥

0
𝑗 ) = 𝑢𝑗(𝑥𝑗∗), 𝑢𝑗(𝑥

1
𝑗 ), 𝑢𝑗(𝑥

2
𝑗 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑢𝑗(𝑥
𝑟𝑗
𝑗 ) = 𝑢𝑗(𝑥

∗
𝑗 )时, 每个评价值的效用便可完全确

定. 为了计算出这些分段点的效用值, 可以充分利
用决策人提供的间接偏好信息. 根据效用理论, 对
于𝐴𝐸中的已知偏好关系,应该满足以下约束条件:

𝑎 ≻ 𝑏,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ⇔ 𝑈(𝑎) > 𝑈(𝑏),

𝑎 ∼ 𝑏,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ⇔ 𝑈(𝑎) = 𝑈(𝑏). (3)

另外,不同评价值的效用函数应该是单调非降的,即

𝑢𝑗(𝑥
𝑘+1
𝑗 )− 𝑢𝑗(𝑥

𝑘
𝑗 ) ⩾ 0,

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (4)

由于对每个指标 𝑐𝑗 , 其最劣值为𝑥𝑗∗, 最优值为
𝑥∗
𝑗 ,为了简便,不妨设

𝑢𝑗(𝑥𝑗∗) = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

𝑚∑
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥
∗
𝑗 ) = 1. (5)

这里称满足式 (3)∼ (5)的加性效用函数𝑈(𝑎) =
𝑚∑
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥𝑗)与决策人提供的间接偏好信息是相容的.

显然,当决策人提供一定的间接偏好信息时,人
们希望与这些信息尽量相容,于是, 可以构造以下线
性规划模型 1.

模模模型型型 1

max Err =
∑
𝑎∈𝐴𝐸

(𝜎−(𝑎) + 𝜎+(𝑎)).

s.t. 𝑈(𝑎) + 𝜎−(𝑎)− 𝜎+(𝑎) ⩾
𝑈(𝑏) + 𝜎−(𝑏)− 𝜎+(𝑏) + 𝜀 ⇔
𝑎 ≻ 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ;

𝑈(𝑎) + 𝜎−(𝑎)− 𝜎+(𝑎) =

𝑈(𝑏) + 𝜎−(𝑏)− 𝜎+(𝑏) ⇔
𝑎 ∼ 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ;

𝑢𝑗(𝑥
𝑘+1
𝑗 )− 𝑢𝑗(𝑥

𝑘
𝑗 ) ⩾ 0, 𝑢𝑗(𝑥𝑗∗) = 0,

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑚∑
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥
∗
𝑗 ) = 1;

𝜎+(𝑎) ⩾ 0, 𝜎−(𝑎) ⩾ 0, ∀𝑎 ∈ 𝐴𝐸 .

其中: 𝑢𝑗(𝑥
𝑘
𝑗 )为待求的未知变量, 共有

𝑚∑
𝑗=1

𝑟𝑗个;

𝜎−(𝑎), 𝜎+(𝑎)为引入的偏差变量; 𝜀为已知的较小正
数, 用来保证当 𝑎 ≻ 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸时, 不等式𝑈(𝑎) +

𝜎−(𝑎)− 𝜎+(𝑎) > 𝑈(𝑏) + 𝜎−(𝑏)− 𝜎+(𝑏)严格成立.

当最优值Err∗ = 0时,至少可以找到一个效用函
数, 使之与决策人提供的偏好信息完全相容,并且用
其估计的排序结果与决策人预先设定的完全一致,误
差为零. 通常,由于存在多组最优解,这样的效用函数
有很多,很难判断得到的效用函数是否具有较好的性
质;另外,当最优值Err∗ > 0时,意味着不存在一个能
够完全表达决策人偏好的效用函数.但经验表明, 在
非最优解或近似最优解处 (Err > Err∗), 可能存在比
最优解更好表达决策人偏好的效用函数.因此, 需要
进行再优化分析以检验最优解的稳定性,即: 通过求
解𝑚个线性规划,采用其最优解的平均值作为最终的
效用函数.

2 基基基于于于案案案例例例的的的稳稳稳健健健排排排序序序方方方法法法

文献 [7]认为每个效用型准则下的边际效用函数
不一定是分段线性的, 只需要是单调非降的, 对此提
出了方案两两比较的可能偏好关系和必然偏好关系.
将模型 1中的 𝜀看作是一个未知数, 可得到下面的线
性规划模型 2.
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模模模型型型 2

max 𝜀.

s.t. 𝑈(𝑐) ⩾ 𝑈(𝑑) + 𝜀;

𝑈(𝑎) ⩾ 𝑈(𝑏) + 𝜀 ⇔ 𝑎 ≻ 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ;

𝑈(𝑎) = 𝑈(𝑏) ⇔ 𝑎 ∼ 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ;

𝑢𝑗(𝑥
𝑘
𝑗 )− 𝑢𝑗(𝑥

𝑘−1
𝑗 ) ⩾ 0, 𝑢𝑗(𝑥𝑗∗) = 0,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑗(𝐴𝐸∪{𝑐, 𝑑}), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑚∑
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥
∗
𝑗 ) = 1.

其中: 𝑢𝑗(𝑥𝑗∗) = 𝑢𝑗(𝑥
0
𝑗 ), 𝑢𝑗(𝑥

∗
𝑗 ) = 𝑢𝑗(𝑥

𝑙𝑗
𝑗 ), 𝑥

𝑘
𝑗 为准

则 𝑐𝑗下出现的评价值, 𝑙𝑗(𝐴)表示方案集𝐴中所有方

案在准则 𝑐𝑗下出现的不同评价值个数, 𝑥𝑘
𝑗 不一定为

等分节点, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

模型 2的最优值记为 𝜀(𝑐, 𝑑). 文献 [7]指出, 当且
仅当 𝜀(𝑑, 𝑐) ⩽ 0时, 𝑐和 𝑑具有必然偏好关系;当且仅
当 𝜀(𝑐, 𝑑) > 0时, 𝑐和 𝑑具有可能偏好关系.然而,根据
线性规划的性质, 线性规划的最优解在可行域形成
的多面体顶点处取得.这样,当案例中方案较少,即决
策人提供的偏好信息较少时, 在最优解处, 许多不等
式约束将会变成有效的等式约束𝑢𝑗(𝑥

𝑘+1
𝑗 ) = 𝑢𝑗(𝑥

𝑘
𝑗 ),

即同一指标下很多不同评价值的效用相同, 这与实
际情况一般不符, 决策人关于不同评价值的效用一
般不同.在与间接偏好信息相容的前提下, 这里希望
不同评价值的效用尽量不同.也就是说,在最优解处,
希望有较多的不等式𝑢𝑗(𝑥

𝑘+1
𝑗 ) > 𝑢𝑗(𝑥

𝑘
𝑗 )成立. 为此,

引入辅助变量 𝑠𝑘𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥
𝑘+1
𝑗 ) − 𝑢𝑗(𝑥

𝑘
𝑗 ), 则 𝑠𝑘𝑗 > 0; 由

于
𝑚∑
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥
∗
𝑗 ) = 1,容易验证

𝑚∑
𝑗=1

𝑙𝑗∑
𝑘=1

𝑠𝑘𝑗 = 1.将 𝑠𝑘𝑗 认为

是系统不同状态的概率,考虑到熵是一个描述系统信
息多少的度量, 熵值越大, 系统无序、混乱的程度越
大,这里利用熵的计算公式,可得如下目标函数:

max 𝑧 = −
𝑚∑
𝑗=1

𝑟𝑗∑
𝑘=1

𝑠𝑘𝑗 ⋅ ln 𝑠𝑘𝑗 . (6)

将模型 2的目标函数转换成约束条件 (不妨给出下界,
即 𝜀 ⩾ 0.1),结合式 (3)∼ (5),可得以下模型 3.

模模模型型型 3

max 𝑧 = −
𝑚∑
𝑗=1

𝑙𝑗∑
𝑘=1

𝑠𝑘𝑗 ⋅ ln 𝑠𝑘𝑗 .

s.t. 𝑈(𝑎) ⩾ 𝑈(𝑏) + 𝜀 ⇔ 𝑎 ≻ 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ;

𝑈(𝑎) = 𝑈(𝑏) ⇔ 𝑎 ∼ 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝐸 ;

𝑚∑
𝑗=1

𝑙𝑗∑
𝑘=1

𝑠𝑘𝑗 = 1;

𝑢𝑗(𝑥
𝑘−1
𝑗 ) + 𝑠𝑘−1

𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥
𝑘
𝑗 ), 𝑢𝑗(𝑥𝑗∗) = 0;

0<𝑠𝑘𝑗 ⩽1, 𝑘=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑗(𝐴𝐸), 𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝜀 ⩾ 0.1.

其中: 𝑢𝑗(𝑥
𝑘
𝑗 )和 𝑠𝑘𝑗 (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)

为未知变量, 共有 2

𝑚∑
𝑗=1

𝑙𝑗个; 𝜎−(𝑎)和𝜎+(𝑎)为引入

的偏差变量;模型 3中的其他符号同模型 2.

计算出𝑢𝑗(𝑥
𝑘
𝑗 )后, 根据式 (2)可得到剩下方案中

所有评价值的效用, 再利用式 (1)计算出所有方案的
综合效用; 通过比较, 得到这些方案的排序. 与文献
[7]相似, 本文方法是在与决策人提供的案例信息完
全相容的前提下计算所有效用函数,因此不需要进行
再优化分析,并且结果具有一定的稳健性.

3 实实实例例例说说说明明明

考察文献 [12]中提供的例子. 某中东国家拟从
美国购买一种喷气式战斗机若干架, 美国五角大楼
的官员提供了准予出售的 4种机型 (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4)的
有关信息,该中东国家派出的专家组对这 4种飞机进
行了详细考察. 考察的指标主要有: 最大速度 𝑐1, 巡
航半径 𝑐2, 最大载荷 𝑐3, 价格 𝑐4, 可靠性 𝑐5和可维修

性 𝑐6.其中除了 𝑐4外,其余的属性均为效益型指标.为
了简便,这里假设评价值已经经过了规范化和解模糊
化处理, 所有的指标都是效益型指标,即评价值越大
该指标越优. 4种机型在各指标下的评价值如表 1所
示.其最优值和最劣值分别为𝑥∗ = [3, 3, 2.5, 1, 10, 10],
𝑥∗ = [1, 1, 1, 0, 1, 1],专家组假设这些指标的权重分别
为 0.2, 0.1, 0.1, 0.1, 0.2, 0.3, 考虑到效用函数具有简
单可加性, 每个指标的权重值可理解为𝜔𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥

∗
𝑗 ),

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 根据决策人以往的经验可知, 方案
𝑎1, 𝑎2, 𝑎4具有偏好关系 𝑎1 ≻ 𝑎4 ≻ 𝑎2, 进而试着确定
所有方案的排序及最佳选择机型.

表 1 喷气式战斗机主要指标及相应的评价值

指标 最大速度 巡航半径 最大载荷 价 格 可靠性 可维修性

机型 𝑐1/Mach 𝑐2/103m 𝑐3/104Pounds 𝑐4/106$ 𝑐5 𝑐6

𝑎1 2 1.5 2 0.475 7 5 9
𝑎2 2.5 2.7 1.8 0.402 5 3 5
𝑎3 1.8 2 2.1 0.581 4 7 7
𝑎4 2.2 1.8 2 0.523 2 5 5

将方案在各指标下不同指标的评价值看作是节

点, 根据决策人提供间接偏好信息 𝑎1 ≻ 𝑎4 ≻ 𝑎2, 利
用模型 3, 将𝑢𝑗(𝑥

∗
𝑗 ) = 𝜔𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)加入到模

型 3的约束条件中,可建立如下优化模型:

max 𝑧 = −
6∑

𝑗=1

𝑙𝑗∑
𝑘=1

𝑠𝑘𝑗 ⋅ ln 𝑠𝑘𝑗 .

s.t. 𝑢1(2) + 𝑢2(1.5) + 𝑢3(2) + 𝑢4(0.475 7)+

𝑢5(5) + 𝑢6(9) ⩾
𝑢1(2.2) + 𝑢2(1.8) + 𝑢3(2) + 𝑢4(0.523 2)+

𝑢5(5) + 𝑢6(5) + 𝜀;

𝑢1(2.2) + 𝑢2(1.8) + 𝑢3(2) + 𝑢4(0.523 2)+

𝑢5(5) + 𝑢6(5) ⩾
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𝑢1(2.5) + 𝑢2(2.7) + 𝑢3(1.8) + 𝑢4(0.402 5)+

𝑢5(3) + 𝑢6(5) + 𝜀;

𝑢1(1) = 𝑢2(1) = 𝑢3(1) = 𝑢4(0) = 𝑢5(1) = 𝑢6(1) = 0;

𝑢1(3) = 0.2, 𝑢2(3) = 0.1, 𝑢3(2.5) = 0.1, 𝑢4(1) = 0.1,

𝑢5(10) = 0.2, 𝑢6(10) = 0.3;

6∑
𝑗=1

𝑙𝑗∑
𝑘=1

𝑠𝑘𝑗 = 1; 𝑢𝑗(𝑥
𝑘
𝑗 ) + 𝑠𝑘𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥

𝑘+1
𝑗 );

0 < 𝑠𝑘𝑗 ⩽ 1, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6;
𝜀 ⩾ 0.1.

其中: 𝑙𝑗分别为 3, 3, 2, 3, 2, 2.利用Yalmip工具箱[13]

计算,通过求解上面的优化模型, 可得各参考方案的
综合效用为: 𝑈(𝑎1) = 0.592 3, 𝑈(𝑎2) = 0.392 3, 𝑈(𝑎4)

= 0.492 3;各节点的效用值如表 2所示.

表 2 案例中各节点的效用值及参考方案的综合效用

各节点的效用值

𝑢1(2) = 0.062 5, 𝑢1(2.2) = 0.090 8, 𝑢1(2.5) = 0.137 4

𝑢2(1.5) = 0.031 3, 𝑢2(1.8) = 0.045 4, 𝑢2(2.7) = 0.068 7

𝑢3(1.8) = 0.029 9, 𝑢3(2) = 0.070 1

𝑢4(0.402 5) = 0.025 3, 𝑢4(0.475 7) = 0.059 3, 𝑢4(0.523 2) = 0.074 7

𝑢5(3) = 0.059 8, 𝑢5(5) = 0.140 2

𝑢6(5) = 0.071 1, 𝑢6(9) = 0.228 9

利用线性插值公式 (2)和加性效用公式 (1),可得
到剩下方案 𝑎3的综合效用为 0.568 6, 进而得到排序
𝑎1 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎4 ≻ 𝑎2, 𝑎1可作为最佳机型.此排序结果
与文献 [12]给出方法的结果相同.

4 结结结 论论论

在许多多准则决策问题中,决策人根据以往的经

验, 常常只能提供一些间接的偏好信息.本文根据效

用函数理论,通过一个简单的优化模型, 得到了案例

中所有评价值的效用,并且它们与决策人提供的间接

偏好信息均相容;然后, 利用线性插值计算出任意评

价值的效用以及每个方案的综合效用; 最后, 通过计

算得到了方案集的优劣排序. 与传统UTA方法不同

的是: 1)准则的最劣值最优值区间不一定被等分,而

是将参考方案的评价值作为分段点; 2)熵的使用能尽

量保证不同节点效用值的多样性; 3)决策人提供的间

接偏好信息不一定是全序,可以是部分方案两两比较

的排序; 4)本文方法不需要进行再优化分析,计算结

果具有一定的稳健性.
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