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摘 要: 基于证据理论,提出一种新的区间直觉模糊集决策模型. 首先采用区间直觉模糊集表示属性值,将区间直觉

模糊数转换为区间BPA;然后利用基于区间数的组合规则进行融合;最后将融合后的区间BPA转换为经典BPA用于

决策,可直接方便地实现多属性数据的融合.该模型的优点在于: 简单直观,能更有效地反映原始信息的不确定度;通

用性好,可以推广到其他区间直觉模糊集的应用领域.算例结果表明了所提出模型的有效性.
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Abstract: A new interval-valued intuitionistic fuzzy sets decision-making model based on the evidence theory is proposed.

The attribute values of corresponding alternatives in this model are in the form of interval-valued intuitionistic fuzzy

numbers (IVIFN). Firstly, IVIFN is converted into interval basic probability assignment (BPA). Then, the combination rule

based on interval BPA is utilized to fuse different attributes. Finally, in order to make the final decision, the fused interval

BPAs are transformed into classical BPA. In this way, multi-attribute information can be fused directly. The advantages of

the proposed model lie in its simplicity, which better reflects the uncertainty of original data, and universality, which can

be expanded to other field of interval-valued intuitionistic fuzzy sets easily. A numerical example is used to illustrate the

effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

为了描述随机现象中的模糊性, Atanassov[1]在模

糊集的基础上提出了直觉模糊集, 用隶属度和非隶

属度描述认知结果中存在的肯定度与否定度. 随后,

Atanassov等[2]对直觉模糊集进行推广,使用区间数的

形式表示隶属度和非隶属度,进一步提出了区间直觉

模糊集 (IVIFS)的概念.

人们常利用个体的经验和所能收集到的相关事

实与数据进行证据推理, 找出最优方案,该种方法可

称为“证据推理决策”. 将证据理论与多属性决策相结

合是一种有益的探索, 使得决策排序更为科学.证据

理论是由Dempster和 Shafer建立并发展起来的一种

不精确推理理论[3-4].该理论将基本事件空间推广到

基本事件 (又称辨识框架)的幂集,在辨识框架的子集
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(命题)上根据基本概率分配函数BPA进行概率分配,

得到每个子集 (命题)的基概率数, 从而组成一个证

据.目前,证据理论作为信息融合的重要工具,在目标

识别[5]、聚类组合[6]、决策分析[7-8]、预测[9]等方面都

有广泛的应用.已有大量的研究将证据理论与决策相

结合[10-12],进行证据推理决策方法与模型的探讨.此

外,有研究者提倡用区间数对命题的基本概率进行赋

值[13-21],以模拟现实世界中专家经验判断的主观性和

研究对象的不确定性.因此, 将区间直觉模糊集与证

据理论结合进行推理决策是一种合理的思路.

文献 [22]已在区间直觉模糊集的决策方面进行

了一定探索, 将区间直觉模糊数转化为记分函数, 利

用灰色关联方法确定各指标的不确定度,进而构建出

不同属性下各方案的基本概率指派,最后通过证据理

论进行信息融合,确定方案的优劣顺序.该文中生成

的基本概率指派是清晰数,即在基本概率指派生成阶

段属性表达的模糊度被过早丢掉,这就造成用区间直

觉模糊来表达属性犹豫度的特性在融合前已被丢弃,

导致信息的损失.

针对以上问题, 本文提出了一种新的基于区间

直觉模糊集的决策模型.在模型中, 为了尽可能多地

保留属性的原始信息,将区间直觉模糊数转换为区间

BPA, 形成区间证据, 进而利用基于区间数的组合规

则对多个区间证据进行融合.为了便于决策, 模型将

区间BPA转换为经典BPA.该方法在各阶段一直保留

了属性值原始的模糊性及犹豫度,融合方式也更直观.

算例表明了所提出方法的有效性,并且可以推广到其

他区间直觉模糊集的应用领域.

1 基基基本本本理理理论论论

1.1 证证证据据据理理理论论论

定义 1[3-4] 设𝑈是随机变量𝑋所有可能值的穷

举集合,且𝑈中各元素互斥,则称𝑈为𝑋的一个辨识

框架. 𝑈的幂集 2𝑈构成命题集合 2𝑈 ,对于任意一个属

于𝑈的子集𝐴 (也称为一个命题), 如果函数𝑚 : 2𝑈

→ [0, 1]满足
∑
𝐴⊆𝑈

𝑚(𝐴) = 1和𝑚(∅) = 0, 则称𝑚为

2𝑈上的基本概率分配函数BPA. BPA反映了证据对

辨识框架中命题的支持程度.若满足𝑚(𝐴) > 0,则称

𝐴为焦元.

1.2 区区区间间间直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集

定义 2 设𝑋是一个非空集合, 𝐴 = {⟨𝑥, 𝜇𝐴(𝑥),

𝑣𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}为𝑋上的一个直觉模糊集[1]. 其中:

𝜇𝐴(𝑥)和 𝑣𝐴(𝑥)分别为𝑋中元素𝑥属于𝐴的隶属度

𝜇𝐴 : 𝑋 → [0, 1]和非隶属度 𝑣𝐴 : 𝑋 → [0, 1],满足条件

0 ⩽ 𝜇𝐴(𝑥) + 𝑣𝐴(𝑥) ⩽ 1. 另外, 𝜋𝐴(𝑥) = 1 − 𝜇𝐴(𝑥) −
𝑣𝐴(𝑥)为𝑋中元素𝑥属于𝐴的犹豫度.

定义 3 形如𝐴 = {⟨𝑥, 𝜇̄𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}的
三元组为𝑋上的区间直觉模糊集[2]. 其中: 𝜇̄𝐴(𝑥) =

[𝜇̄𝑙
𝐴
, 𝜇̄𝑢

𝐴
] ⊆ [0, 1], 𝑣𝐴(𝑥) = [𝑣𝑙

𝐴
, 𝑣𝑢

𝐴
] ⊆ [0, 1], 且 sup

𝜇̄𝐴(𝑥) + sup 𝑣𝐴(𝑥) ⩽ 1, ∀𝑥 ∈ 𝑋 .

同样,区间直觉模糊集的犹豫度可以定义为

𝜋̄𝐴(𝑥) = [𝜋̄𝑙
𝐴, 𝜋̄

𝑢
𝐴] =

[1− 𝜇̄𝑢
𝐴 − 𝑣𝑢𝐴, 1− 𝜇̄𝑙

𝐴 − 𝑣𝑙𝐴]. (1)

1.3 区区区间间间证证证据据据理理理论论论

Denoeux、Wang等[16-18]定义了基于区间数的基

本概率分配函数, 随后, 有学者提出了不同的针对基

本概率指派为区间数的组合规则,从而构成完整的区

间证据理论. Lee等[13]对区间概率分配函数的组合方

法进行了研究,提出一种基于自定义的区间数和算子

与区间数积算子的区间证据组合方法,但是这种方法

的参数难以确定; Yager[14]对区间数基本概率指派的

证据组合规则进行了一定研究,提出一种基于区间数

运算法则的证据组合方法,但是在某些特殊的情况下,

Yager的方法会得到不可接受的错误结果,并不是一

种好的区间证据组合方法; Denoeux[16-17]在开放世界

模型下,采用非线性优化技术对区间概率分配函数进

行融合,取得了不错的效果; Wang等[18]在Denoeux研

究的基础上,提出了一种区间证据的融合方法.

2 基基基于于于证证证据据据理理理论论论的的的区区区间间间直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集决决决策策策

模模模型型型

本文所提模型将区间直觉模糊集决策转换为基

于证据理论的区间BPA决策.下面将分别介绍区间直

觉模糊集转化为区间BPA的方法, 区间BPA的融合

方法及如何利用融合后的区间BPA决策.

2.1 区区区间间间BPA生生生成成成

定义 4 设辨识框架为𝐻 = {𝐻1,𝐻2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝑁},

其对应的𝑛个子集为𝐹1, 𝐹2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝑛, 当区间BPA [𝑎𝑖,

𝑏𝑖]满足如下条件时是有效的BPA[16-18]:

1) 𝑎𝑖 ⩽ 𝑚(𝐹𝑖) ⩽ 𝑏𝑖, 其中0 ⩽ 𝑎𝑖 ⩽ 𝑏𝑖 ⩽ 1 (𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛);
2)

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ⩽ 1,
𝑛∑

𝑖=1

𝑏𝑖 ⩾ 1;

3) 𝑚(𝐴) = 0,∀𝐴 /∈ {𝐹1, 𝐹2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝑛}.

若

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖 >1或

𝑛∑
𝑖=1

𝑏𝑖 < 1,则该区间BPA不是有

效的BPA.其中准则 2)保证了在每个区间 [𝑎𝑖, 𝑏𝑖](𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)中至少存在一个𝑚(𝐹𝑖)值,使得
𝑛∑

𝑖=1

𝑚(𝐹𝑖)

= 1.

该模型将基于区间直觉模糊集的决策问题转

换为基于证据理论的信息融合问题加以解决. 设对
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应于区间直觉模糊集的证据理论中的辨识框架为

{𝑌 (Yes), 𝑁(No), (𝑌,𝑁(Yes,No))}, 可将区间直觉模

糊集转换为对应的区间BPA. 设 ([𝑎, 𝑏], [𝑐, 𝑑])为 1个

IVIFN, 其中: [𝑎, 𝑏] ⊆ [0, 1], [𝑐, 𝑑] ⊆ [0, 1], 𝑏 + 𝑑 ⩽
1. 该 IVIFN的犹豫度 [𝑒, 𝑓 ] = [1 − 𝑏 − 𝑑, 1 − 𝑎 − 𝑐],

则转化成的区间BPA为𝑚(𝑌 ) = [𝑎, 𝑏],𝑚(𝑁) = [𝑐,

𝑑],𝑚(𝑌,𝑁) = [𝑒, 𝑓 ].显然, 𝑚(𝑌 )、𝑚(𝑁)和𝑚(𝑌,𝑁)满

足定义 4中的 1)、3).因此,本文方法生成的区间BPA

一定是有效的,且转换后的区间BPA与 IVIFN存在一

一对应关系.

以下是区间直觉模糊集向区间BPA转换的过程.

例 1 方案𝑋1在属性 𝐼1下所获得的区间直觉模

糊数评价结果为 ([0.2, 0.3], [0.4, 0.5], [0.2, 0.4]),则可生

成如下的基本概率赋值:支持度𝑚(𝑌 ) = [0.2, 0.3],否

定度𝑚(𝑁) = [0.4, 0.5], 犹豫度𝑚(𝑌,𝑁) = [0.2, 0.4].

因此,候选人𝑋1在评价指标 𝐼1下得到的基本概率分

配函数为

𝑚𝐼1
𝑋1

(𝑌 ) = [0.2, 0.3],

𝑚𝐼1
𝑋1

(𝑁) = [0.4, 0.5],

𝑚𝐼1
𝑋1

(𝑌,𝑁) = [0.2, 0.4].

2.2 区区区间间间BPA融融融合合合

Wang等[18]在区间证据组合过程中加入了归一

化操作,解决了Denoeux融合方法中证据组合结果的

基本概率赋值区间过大的问题.本文模型借鉴Wang

的方法对区间BPA融合,融合过程如下.

假设𝑚1,𝑚2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑛是多个区间数基本概率指

派: 𝑚−
𝑖 (𝐴𝑖) ⩽ 𝑚𝑖(𝐴𝑖) ⩽ 𝑚+

𝑖 (𝐴𝑖), 其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛.区间证据𝑚1,𝑚2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑛的组合结果用𝑚1⊕𝑚2⊕
⋅ ⋅ ⋅⊕𝑚𝑛表示,则组合后的BPA上下限可由下式确定:

max/min [𝑚1 ⊕𝑚2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕𝑚𝑛](𝐶) =∑
𝐴1

𝑗1

∩
𝐴2

𝑗2

∩⋅⋅⋅∩𝐴𝑛
𝑗𝑛

=𝐶

𝑚1(𝐴
1
𝑗1) ⋅ ⋅ ⋅𝑚𝑛(𝐴

𝑛
𝑗𝑛)∑

𝐶 ∕=∅

∑
𝐴1

𝑗1

∩
𝐴2

𝑗2

∩⋅⋅⋅∩𝐴𝑛
𝑗𝑛

=𝐶

𝑚1(𝐴
1
𝑗1) ⋅ ⋅ ⋅𝑚𝑛(𝐴

𝑛
𝑗𝑛)

. (2)

s.t.

𝑛𝑖∑
𝑗=1

𝑚𝑖(𝐴
𝑖
𝑗) = 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑚−
𝑖 (𝐴

𝑖
𝑗) ⩽ 𝑚𝑖(𝐴

𝑖
𝑗) ⩽ 𝑚+

𝑖 (𝐴
𝑖
𝑗),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑖.

2.3 区区区间间间BPA决决决策策策

在评价阶段用区间数表达属性取值能更好地反

映现实世界的模糊性, 但在最后阶段直接利用区间

BPA不便于决策. 由此本文模型将不确定的区间BPA

转换为确定的经典BPA.转换方法如下.

定义 5 设𝑚𝑋1(𝑌 ) = [𝑎, 𝑏] ⊆ [0, 1],𝑚𝑋1(𝑁) =

[𝑐, 𝑑] ⊆ [0, 1],𝑚𝑋1
(𝑌,𝑁) = [𝑒, 𝑓 ] ⊆ [0, 1]为融合后的

一组区间BPA,则转换后的经典BPA为

𝑚𝑋1(𝑌 ) =
𝑎+ 𝑏

2
,

𝑚𝑋1(𝑁) =
𝑐+ 𝑑

2
,

𝑚𝑋1(𝑌,𝑁) =
𝑒+ 𝑓

2
.

如下是一个转换的例子.

例 2 设经融合后得到如下区间BPA:

𝑚𝑋1(𝑌 ) = [0.644 6, 0.969 1],

𝑚𝑋1(𝑁) = [0.030 8, 0.354 9],

𝑚𝑋1(𝑌,𝑁) = [0.000, 0.004 7],

则转换后的经典BPA为

𝑚𝑋1(𝑌 ) = 0.806,

𝑚𝑋1(𝑁) = 0.192,

𝑚𝑋1(𝑌,𝑁) = 0.002.

由“𝑚𝑋1(𝑌 )越大越好, 𝑚𝑋1(𝑁)越小越好”的原

则对方案排出优劣顺序.

3 案案案例例例分分分析析析

为了便于比较, 本文仍使用文献 [22]中的算例.

某单位拟对干部进行考核选拔,制定了 6项考核指标

(属性): 思想品德 (𝐼1)、工作态度 (𝐼2)、工作作风 (𝐼3)、

文化水平与知识结构 (𝐼4)、领导能力 (𝐼5)和开拓能力

(𝐼6). 根据群众推荐和评议,对各候选人按上述 6项指

标进行评估, 再进行统计处理, 从中确定 5名候选人

𝐴𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5).假设每位候选人在各指标下的评
估信息经过统计处理后可表示为区间直觉模糊数,如

表 1所示. 模型将根据区间证据组合方法确定最佳候

选人.

表 1 决策矩阵

候选人 𝐼1 𝐼2 𝐼3 𝐼4 𝐼5 𝐼6

𝐴1 ([0.2, 0.3], [0.4, 0.5]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.4, 0.5], [0.2, 0.4]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.1, 0.3], [0.5, 0.6]) ([0.5, 0.7], [0.2, 0.3])

𝐴2 ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.5, 0.6], [0.1, 0.3]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.7], [0.1, 0.2]) ([0.3, 0.4], [0.5, 0.6]) ([0.4, 0.7], [0.1, 0.2])

𝐴3 ([0.4, 0.5], [0.3, 0.4]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.5, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.6, 0.7], [0.1, 0.3]) ([0.4, 0.5], [0.3, 0.4]) ([0.3, 0.5], [0.1, 0.3])

𝐴4 ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.5, 0.7], [0.1, 0.3]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.3, 0.4], [0.1, 0.2]) ([0.5, 0.6], [0.1, 0.3]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2])

𝐴5 ([0.5, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.3, 0.4], [0.3, 0.5]) ([0.6, 0.7], [0.1, 0.3]) ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.5, 0.6], [0.2, 0.4])
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首先,按照例 1的方法将表 1中的区间直觉模糊

数转换成区间BPA,为所有候选人在每个评价指标下

生成一个基于区间数的基本概率分配函数.下面以候

选人𝐴1为例,说明本文的区间BPA生成与组合过程.

设辨识框架𝐹 ∈ {(𝑌 ), (𝑁), (𝑌,𝑁)}. 候选人𝐴1

在评价指标 𝐼1下的评价结果是 ([0.2, 0.3], [0.4, 0.5],

[0.2, 0.4]). 评价结果的隶属度是该候选人在评价指标

𝐼1下被支持的程度,以此生成一个基本概率赋值,即

𝑚(𝑌 ) = [0.2, 0.3];非隶属度是该候选人不被评价指标

𝐼1支持的程度,即𝑚(𝑁) = [0.4, 0.5];犹豫度是未知的

部分,即𝑚(𝑌,𝑁) = [0.2, 0.4]. 因此, 𝐴1在 𝐼1下的基本

概率分配函数为

𝑚𝐼1
𝐴1

(𝑌 ) = [0.2, 0.3],

𝑚𝐼1
𝐴1

(𝑁) = [0.4, 0.5],

𝑚𝐼1
𝐴1

(𝑌,𝑁) = [0.2, 0.4].

同理可得𝐴1在 𝐼2, 𝐼3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐼6等其他评价指标下的区
间数基本概率指派.

然后, 采用Wang的方法对𝑚𝐼1
𝐴1

,𝑚𝐼2
𝐴1

, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝐼6
𝐴1

这 6个区间证据同时进行融合, 即代入区间BPA数

据对下面的非线性优化问题进行求解:

max/min [𝑚𝐼1
𝐴1

⊕𝑚𝐼2
𝐴1

⊕𝑚𝐼3
𝐴1

⊕
𝑚𝐼4

𝐴1
⊕𝑚𝐼5

𝐴1
⊕𝑚𝐼6

𝐴1
](𝐶) =∑

∩
𝑋𝑗=𝐶

∏
1⩽𝑖⩽6

𝑚𝐼𝑖
𝐴1

(𝑋𝑗)∑
∩

𝑋𝑗 ∕=∅

∏
1⩽𝑖⩽6

𝑚𝐼𝑖
𝐴1

(𝑋𝑗)
.

s.t.
∑

𝑚𝐼𝑖
𝐴1

(𝐹 ) = 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6;

𝑚𝐼𝑖−
𝐴1

(𝐹 ) ⩽ 𝑚𝐼𝑖
𝐴1

(𝐹 ) ⩽ 𝑚𝐼𝑖+
𝐴1

(𝐹 ).

使用Matlab求解上述带约束的非线性优化问题,

得到如下的组合后区间概率分配函数:

𝑚𝐴1(𝑌 ) = [0.644 6, 0.969 1],

𝑚𝐴1
(𝑁) = [0.030 8, 0.354 9],

𝑚𝐴1(𝑌,𝑁) = [0.000 0, 0.004 7].

同理,融合其他候选人在所有 6个评价指标下的

评估结果,计算结果如表 2所示.

表 2 证据融合结果

候选人 𝑚(𝑌 ) 𝑚(𝑁) 𝑚(𝑌,𝑁)

𝐴1 [0.644 6, 0.969 1] [0.030 8, 0.354 9] [0.000 0, 0.004 7]

𝐴2 [0.867 2, 0.991 7] [0.008 2, 0.132 6] [0.000 0, 0.000 0]

𝐴3 [0.848 5, 0.988 1] [0.011 7, 0.151 4] [0.000 0, 0.000 0]

𝐴4 [0.965 4, 0.998 2] [0.001 8, 0.034 5] [0.000 0, 0.000 0]

𝐴5 [0.863 0, 0.993 2] [0.006 7, 0.136 9] [0.000 0, 0.000 0]

最后,按照定义 5将区间基本概率分配函数转化

为经典基本概率分配函数,结果如表 3所示.

表 3 融合结果的经典证据结构表示

候选人 𝑚(𝑌 ) 𝑚(𝑁) 𝑚(𝑌,𝑁)

𝐴1 0.806 0.192 0.002

𝐴2 0.930 0.070 0.000

𝐴3 0.918 0.082 0.000

𝐴4 0.982 0.018 0.000

𝐴5 0.928 0.072 0.000

图 1为按支持度和否定度列出融合后各候选人

的综合情况.从图 1可以清晰地看出,根据“支持度越

大越好,否定度越小越好”的原则, 5个候选人中都是

𝐴4最好. 根据支持度由大到小否定度由小到大进行

排序,全部候选人的优劣顺序都为𝐴4 ≻ 𝐴2 ≻ 𝐴5 ≻
𝐴3 ≻ 𝐴1,与文献 [22]中的结果完全一致.

A4 A2 A5 A3 A1

Alternatives

0.2

0.1

0

A4 A2 A5 A3 A1

Alternatives

1.0

0.9

0.8

m
N(

)
m

Y(
)

图 1 各候选人的最终支持度与否定度

4 结结结 论论论

在多属性决策中,使用区间直觉模糊集表达属性

取值更直观清晰,因此如何综合方案中多个区间直觉

模糊数值的属性便成为一个必须解决的问题.本文提

出了一种基于证据理论的区间直觉模糊集决策模型,

该模型能更直观地反映直觉模糊数的模糊度,降低处

理中的信息损失,融合方式也简单直观. 算例结果验

证了所提出方法的有效性,并且能够方便地推广到其

他区间直觉模糊集多属性决策的应用领域.
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